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Buscamos un anillo (A, +, -) no unitario. Para ello, (A, +) debe ser grupo conmutativo, debe verificarse la propiedad

distributiva del producto con respecto de la suma. Como tenemos que ser capaces de multiplicar matrices, las matrices deben
ser cuadradas. El caso mas sencillo serd el de matrices 2 x 2. Existen infinidad de ejemplos, pero vamos a proponer uno

o {le ] eeerl,

y demostrar que cumple los diez requisitos para que sea un anillo no unitario:

1)

11)

111)

v)

V1)

VII)

VIII)

IX)

A es no vacio: por ejemplo, la matriz nula se obtiene haciendo a = 0, por lo que al menos una matriz pertenece a A,
con lo que A # 0.

+ es cerrado para la suma: la suma de dos matrices genéricas de A pertenece a A, ya que
a a+b bl |a+b a+b
a a b b|] |a+b a+b|’

que tiene todas sus componentes iguales.

+ es asociativa, ya que la suma de matrices siempre es asociativa.

existe un neutro para la suma y pertenece a A, ya que la matriz nula se obtiene haciendo a =0y

P A R

todo elemento de A tiene inverso aditivo en a, ya que

a al |j-a —al _ 0 0 —a A
a a —a —a| |0 0|’ y —a —a '
por tener todas sus componentes constantes.

+ es conmutativa, porque la suma de matrices siempre es conmutativa.

el producto es cerrado porque para dos matrices de A arbitrarias se verifica:
a a||b b 2ab 2ab
= €A,
a a|/|b b 2ab 2ab
por tener la matriz producto todas sus componentes iguales.
el producto es asociativo, porque el producto de matrices siempre lo es.

el producto es distributivo con respecto a la suma, porque siempre lo es para las matrices.

la identidad para el producto, I, por pertenece a A, porque no tiene todas las componentes iguales.



2:

Sea el conjunto

_ ax+pi y+oi _ z w
S_{[_Y+5i o—Bi]’ “’B’Y’SER}_{[—W Z],z,wec}

y S* = S\ 0; es decir, todas las matrices de S menos la nula. Hay que demostrar si (S*,-) verifica o no cada una de
las propiedades de grupo conmutativo. Observemos que las matrices de S tienen las componentes de la diagonal principal
complejas conjugadas y las de la antidiagonal verifican que una es la menos compleja conjugada de la otra:

1)

11)

111)

v)

Vi)

S* es no vacio, ya que hay matrices en S*: por ejemplo, la matriz I € S*, ya que I se obtiene haciendo x = 1 y

El producto es cerrado en S*, ya que si multiplicamos dos matrices genéricas de S*, obtenemos otra matriz de S*:

z w2z wl] [zz/—ww zw' +zZ/w
-w z||w Z/| |-zw —z'W zz/—ww'|’
esta ultima matriz es de S* porque las componentes de la diagonal principal son complejas conjugadas y las de la
antidiagonal son una la menos conjugada de la otra.
El producto es asociativo en S*, porque lo es para todas las matrices cuadradas.

El neutro I pertenece a S*, como hemos indicado en el primer punto.

Para toda matriz de A € S* existe su inverso, ya que su determinante es |z|* + [w|* = 0, y la tnica posibilidad de que
valiera O serfa que z = w = 0, pero esa seria sélo para la matriz nula y 0 ¢ S*. Una vez que sabemos que existe la
inversa, hay que ver si A~! € §*:
Ao L [Z W] € S*,
z

Al [w
que efectivamente es de S* ya que se verifican las relaciones indicadas entre las componentes.

El producto es no conmutativo, ya que si nos fijamos en la ecuacién del producto de matrices que tenemos més arriba,
vemos que para que fueran conmutativa, deberian ser intercambiables los papeles de las variables con y sin prima. Asi
por ejemplo, fijsndonos en la primera componente se deberia verificar: zz’/ — ww’ = z’z — W'W; es decir, que deberia
verificarse que ww’ = w’w, lo que no es verdad en general; por ejemplo no se verifica siw =1, w’ =i.



3: Sea el conjunto

_ a+ Pl y+0o6i B 2w
S_{li,y+61 “761’ “1B7Y)6ER}—{|:W Z:|,Z,W€C}.

Observemos que las matrices de S tienen las componentes de la diagonal principal complejas conjugadas y las de la
antidiagonal verifican que una es la menos compleja conjugada de la otra.

En primer lugar, hay que demostrar que S es un espacio vectorial sobre R. Para ello hay que demostrar las siguientes
propiedades:
1) S es no vacio: efectivamente, la matriz nula pertenece a S porque se obtiene haciendo z =w = 0.

11) la suma es cerrada en S porque

z owl ' w| | z+z2 o wHw cs
-w Zz —w’  z/ -“w—w' z+z '
que pertenece a S porque se verifican las relaciones conjugadas entre sus componentes cruzadas.
111) la suma es asociativa, porque lo es para todas las matrices.

1v) el neutro par la suma estd en S como se indica en el primer punto.

V) todo elemento de S tiene inverso aditivo en S, ya que

[ S e B O

y la segunda matriz también verifica las relaciones conjugadas entre sus componentes cruzadas.
vi) La suma es conmutativa porque lo es para todo matriz.

viI) el producto de un escalar « € R por una matriz de S pertenece a S porque

z w oz ow
x| _ _|= . _| €S,
W z —oW oz
porque verifica las relaciones conjugadas entre sus componentes cruzadas.

vii) Para todo a,b € R y para toda matriz de A € S se verifica a(bA) = (ab)A, porque se verifica para todas las
matrices complejas.

1x) Para toda matriz A € S, se verifica 1A = A, ya que se verifica para toda matriz compleja.

x) Para todo ainR y para todas A, B € S se verifica «(A + B) = «A + B, porque se verifica para todas las matrices
complejas.

x1) Para todos «, BinR y para toda A € S se verifica (¢ + B)A = xA + BA, porque se verifica para toda matriz
compleja.

Para proponer una base, nos fijamos en que toda matriz de S puede expresarse como

a+pi o y+o6i| |1 0
—y+8 o—pi] |0 1

i 0 0 1 0 i] .
:|+[3[0 1:| +Y|:1 0:|+6|:i O:|—O(Bl+BB2+VB3+5B4.

Por construccién, B = {B1, B2, B3, B4} es un sistema generador, pues toda matriz de S puede ponerse como combinacién
lineal de estas cuatro matrices. Para demostrar que ademés B es una base, falta tinicamente demostrar que sus elementos
son linealmente independientes. Para ello, si suponemos una combinacién lineal y la igualamos a cero,

0 0
OCBl+f)Bg+'YBg+5B4:|:O O:|,

obtenemos que necesariamente « = 3 =y = & = 0, con lo que son linealmente independientes. Por lo tanto, B es una
base.

Por ltimo, vamos a demostrar que S no es un espacio vectorial sobre C. Para ello, bastaré con que no verifique alguna
de las once propiedades anteriores. En particular, no se verifica la séptima, porque si o« € C, no sera cierto que oz = az.



4: Sea el conjunto

_ o+ Pl y+oi _ z
s-{[518 108, wnmsen)- ([,

En mi caso, la matriz A es

ws

},Z,WEC}.

A [ 150 14
T 149t 15

Podemos calcular €l dngulo entre A e I porque ambas pertenecen al mismo espacio de Hilbert (bien el de las matrices
complejas o bien el conjunto S, porque I € S). En cualquiera de dichos espacios de Hilbert estd definido el producto escalar
(A,B) = traza(A*B), con lo que podremos calcular el d&ngulo « entre las matrices A e I utilizando

(A1)
VAAWWLTY

Los productos internos que necesitamos son, (A,I) = traza A* = 2, (I,I) = trazal = 2

COS X =

(A,A) = traza(A*A) = 2(«?® + B% +y? +6%) =2(1 + 25+ 1+ 81).

Para buscar una matriz 0 # B € S tal que A L B, tenemos que buscar que (A, B) = traza(A*B) = 0. Para ello, puesto
que buscamos una matriz de S, imponemos

0 = traza(A*B)
=(1—-51)(a+ pi) — (1 +91)(—y + 6i)
+ (1 —91)(y + 61) + (1 4+ 51) (. — B1i)
=2(c+ 5B +v+95).

Cualquier combinacién de pardmetros, no todos ellos nulos, que satisfagan esta ecuacién valdrian. Si hago por ejemplo que
B sea real, impongo 3 = 6 =0, con lo que tendremos Yy = —«. Con lo que la solucién maés sencilla seria

B_E 11].



5:  Queremos en primer lugar calcular los autovalores de la matriz

Clx+pl v+l
Ty 48 x—Bil”

Para ello resolvemos la ecuacién caracteristica 0 = |A — Al
0=(at—A)2+P2+v2+862 =72 —2aA + (x® + B2 +v2 +§?),

obteniendo
A=atiy/p2+vy2 4 62,

A continuacién hay que calcular los vectores propios. Podemos calcular los dos a la vez utilizando el +. Para ello calculamos
B2 +v? +8?) Y+ ol

el espacio nulo N(A — Al):
—y + 8 B F VB2 +v2+82)| [x2] [0]

Las dos ecuaciones son la misma y por lo tanto la ecuacién que deben verificar las componentes de los vectores propios es:

(B F VB2 + V2 +62)x1 + (v + di)xz = 0.

No podemos dividir y despejar x; o xo porque no podemos asegurar que el denominador no valga 0.
Por ultimo, observemos que los autovalores son complejos conjugados, luego los dos tienen el mismo médulo. Con lo que
el conjunto de matrices pedido es el conjunto vacio.




