L20. Problema de autovalores: Ax = Ax

» Como Ax = Ax, la matriz ha de ser cuadrada: A € C™*™,
» Como x = 0 siempre es solucién (A0 = 0 = A0), buscamos
soluciones x # 0.
» ;Coémo encontrar A y x # 0 tales que Ax = Ax?
Ax—Ax=0=(A—Al)x=0=0#x € NA—-Al) =
dim(N(A—Al)) > 1=dimRA-I)) <n=
det(A —AI) =0 (eq. polinémica cuyas soluciones son A;).

» Cuatro férmulas atiles:37

det(A —AI) =0 = A,

37En la leccion A = SAS™! deduciremos >_ A, [T A:.



L20. Problema de autovalores: Ax = Ax

Ej. para ilustrar: espectro, span de un eigv, multiplicidades,
diagonalizacion, eig de A™, eig de idempotentes.

>

>
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B=1[3113=A=4A=2=x=[1+1]".

Diagonal D = [3,0;0,3] = A = 3,Vx € R3.

Triangular T=1[3,1;0,3] = A =3,x = [1,0] (s6lo 1).
I€R3= A=1,VxecR3 puedo escoger 3 ortonormales.
Proyeccién sobre un plano (2 eigv € planoy 1 1 con A =0).
Permutacion A =[0,1;1,0] : [£1,1] con A = £1.

Reflexion R =[1,0;0, —1] = A1 2 = £1,x1 = [1;0], x2 = [0; 1].

Rotacién [c, —s;s,¢c],Q =10,—1;1,0]1 : 0 = A1 + A2, 1 = A1Ap.
det(Q—AI) =0= A ==+i.



L21. Descomposicién espectral: A = SAS™!

» Estudiamos cuatro casos:

A O A O S E s

> Sea S la matriz cuyas columnas son los eigv de A:

A[Xl,Xz, C ,Xn] = [)\17(1, )\27(2, . ,)\an]
= [x1,%X2, ..., xnldiag(A1, A2, ..., An) =
AS = SA.

Si 1 eigv Li. = S rango completo = 357! = A = SAS™L.
det(AB) = det(A) det(B), det(A 1) = det 1(A).

= det(A) = det(S) det(A) det(S™1) = det(A) = []; Ai.
tr(A 4+ B) =tr(A) +tr(B), tr(AB) = tr(BA).38

> = tr(A) = tr(SAS™H) =tr(ASTIS) =tr(A) = X \i.

38A,B e R™™ = tr(AB) = A(:)'B(:) = B(:)’A(:) = tr(BA) (norma Frob) y
tr(ABC) = tr(BCA)

vV v.v .Yy




L22. eig de matrices hermiticas A = A*

i) Los autovalores son reales:
» Multiplicando Ax = Ax por x*:

X*Ax = Ax*x = Al|x||%.
» Calculando la hermitica y teniendo en cuenta A* = A:
X7 = x*A*x = x*Ax.

» Comparando ambas:3® A = A* = A € R.
i) Los eigv de eigA distintos son ortogonales:*°
» Sean Ax; = A1X1 y Axa = AxXp con Ap # Ag.
» Hermitica de la 1° eq, A* — A y multiplicando por x;:

A1x] = x]A" =x]A = x]Ax2 = A1XX2

» Multiplicando la 22 eq. por xj: xjAxa = A2xjXa.
» Restando: (A2 —A1)xjxe =0 = XIXQ =0:%x1 L xo.

¥A—A* = A(A) €R,Q = —Q = A(Q) € iR.
4% 1y < 0= (x,y) =x*y. La altima igualdad sélo en C™.




L23. eigA de matrices semidefinidas positivas (SDP)

» Si A =A*, entonces x*Ax € R:
y=x"Ax =y = (x"Ax)" =x"A'x =x"Ax=y=>y eR.

» La matriz A = A* es semidefinida positiva si*! Vx, x*Ax > 0.

> Si A es SDP, entonces sus eigA son no negativos:*?

Ax =M = 0 < X*Ax = x*(Ax) = W'x = Alx[|> = A > 0.

41Ya sabemos que x*Ax € R, que esta ordenado.
42Ya sabiamos de la leccién eig de matrices hermiticas que A € R.



L24. eig de AA* y de A*A
» AA* y A*A son i) Hermiticas y ii) SDP:
) (AA*)* = (A*)*A* = AA*
i) x*(AA*)x = (x*A)(A*x) = (A*x)*(A*x) = HA*XH2 > 0.
» Por lo tanto sus eigA son no negativos y sus eigv ortogonales.
» Sea A un eigh de AA* y u su eigv, (AA*)u = Au;

» multiplicando por A*:
A*(AA"Ju = (ATA)(A%u) = A(A™"u),

con lo que A también es eigh de A*A y su eigv es A*u.
Analogamente, (A*A)v = Av = (AA*)(Av) = A(Av).
La doble inclusién implica A(AA*) = A(A*A)

Hay una relacién entre las normas de los eigv de AA* y A*A:

vV v v v

VH(ATAW = AV = (Av)*(Av) = AWy = || AV = Afv|%.



L25. SVD

» Como A*A es hermitica y SDP, sus eigA > 0 y sus eigv son .
» Normalizamos los eigv para que sean unitarios: (vi, vj) = &)

> Si A*A tiene 1 eigA no nulos:
A*Av; = G%vi, i=1,...,71.

> Vi eigv unitario de A*A = Av; eigv de AA* con ||Avi|| = 0j.
» Por tanto, uj = Avi/||Avi|| = Avi/0; eigv unitario de AA*.

> v; y u; son los vectores singulares de A por la derecha y por la
izquierda, respectivamente.

» o son los valores singulares de A.

» Estan relacionados mediante r ecuaciones vectoriales:

Av; = oiuy, i=1,...,1.



L25. SVD

» Las r ecuaciones vectoriales
Avi = oiuy, i=1,...,1.
» Se pueden escribir como una (nica ecuacién matricial

01

» Con lo que obtenemos la descomposicién SVD

.
AV=UL=A=ULV" =) o},
i=1

Or



L25. SVD

Figure 3, Orthonormal bases that diagonalize A.



L26. Ejemplo SVD

» Dada la matrix A, calculamos A*A:

10
A=1|11 = A*A:E é]
01

» Encontramos los autovalores de A*A:

2—A 1

0:’ 1 2-A

‘ = (2-A)?—1=A2—4A+3 = A1 =3,Ar = 1.

» Calculamos los vectores propios resolviendo N(A*A — Al):

o . B -1 1 X1 . _i 1
0=(A"A 3I)x—[1 _1] [Xz]ixl—xzivl—ﬁ{l].

11
0=(A*A-I)x = he =X =—Xp =V =
11 X2

Al



L26. Ejemplo SVD

» Calculamos Avy y u; = Avy/[|Avy]|:

10 1
_ 1 H_1 _
ol A -

» Calculamos Avy y up = Avy/||Avy||:

1
V2

10
AV2: 11

» Ya tenemos todo:

1/vV3 1
{2/[ o] [ﬁ °

1/vV/3 —1

-

E-a] - -al



L26. Ejemplo SVD

» Comprobamos:

Uurv* =-
2

1




L26. Ejemplo SVD
» Calcular la SVD de

ii0
A=
{Oii]

» En primer lugar, su hermitica es
AY=|—1 —i

» Lo vamos a hacer de dos formas, partiendo de A*A y de AA™:

110
A*A =11 2 1], AA*:E ﬂ
011

» Recordemos que v son los eigv de A*A y u los de AA*.



L26. Ejemplo SVD, a partir de A*A

» Encontramos los autovalores de A*A:
0 =det(A*A—-AL) =A(A=1)(A=3) = A1 =3, A =1,A3 =0.

» Calculamos los vectores propios resolviendo N(A*A — Al):

E
f
]

0=(A"A=-3)x=v; =

Sl

0=(A"A—Dx=vy =

Sl

1
0=(A"A)x = v3 =

S
| —



L26. Ejemplo SVD, a partir de A*A

» Calculamos Avy y u; = Avy/||Avy]:

w=geb - RE - medsl]

» Calculamos Avy y up = Avy/[|Avs||:

S LR | LIRS R S ]

» Calculamos Avs y uz = Avs/||Avs|:

1 (1 1 0
A“ﬁ[o i i]




L26. Ejemplo SVD, a partir de A*A
» Ya tenemos todo:

0],

1

1

1 -1 0

|

L
V2

|

u

|

V3
0
—V3

o O O

o — O

3
0
0

p—

SR

1
2
1

[
I

» Comprobamos




L26. Ejemplo SVD, a partir de AA*

» Encontramos los autovalores de AA*:
0 = det(AA*—AI) = (2—A)>—1 = A°>—4A+3 = A; =3, A\ = 1.

» Calculamos los vectores propios u resolviendo N(AA* — Al):

_ * . -1 1 X1 . . 1 1
0=(AA 3I)X—[1 _1] [Xjéxl—m;&ul—ﬁ [J
_ " _ 1 1) [x1 _ _ 1 1
0=(AA I)x—[l J Lz]:wq— X2:>u2——ﬁ _1].



L26. Ejemplo SVD, a partir de AA*

» Calculamos A*uj y vi = A*uy/[|A*uy|:
—1 — =—
1
0 —i V2 1
» Calculamos A*uy y vo = A*uy/||A*us||:

:(; 0?] [—11] :é Fl

1

1
V2

A*uz =




L26. Ejemplo SVD, a partir de AA*

» Ya tenemos todo:

[
TR
cak

» Comprobamos:

w7l A9 |



L27. Propiedades matriciales utilizando la SVD
AV=UL=A=ULV" =) oy},

» SVD es la mejor aproximacién por > de matrices de rango 1.
» Aproxima hiperelipses por hiperelipses de menor dimensién.

ango A es el nimero de o3 # 0.
= (ug, ..., ), N(A) = (Vy41,...,Vn).

HAHz = 01, HA”F = V2 0.

) R
i) C
it)
v) 0% 0i(A) = A{(AA*) = A{(A*A).
)
i)

A= A*=>Gl( )—|7\( )I.
AeC™* M = det(A) =[] oi(A

\

Vi



L28. Autovalores y vectores propios de A

» Supongamos conocidos los eig de A: Ax = Ax.

» Sabemos que si In eigv Li. = 35! = A = SAS™L.

> A% Ax = Ax = A%x = A%x (x = x, A = A?). Matricialmente:
A? = SASTISAS™1 =SA2S L.

» AK 5 0siVA e A(A), A < 1.

» AL Ax=Ax=x=AM"Ix=Ax =11
(x = x, A= A1), Mat: A=SAS ! = A1 =SA-1S L,

» Dado el polinomio p(x) = ap + a1x + -+ + anx™,
consideramos la matriz B =p(A) = agl + a1A + - - - + an A™:

Bx = aplx + a1Ax + - -+ anA™x
= agX + GAX + -+ - + apA™x
=p(A)x.

A e AA) = p(A) € Alp(A)).

v



L29. Autovalores y vectores propios de A*

> Relacion entre los eigh de A y A*:

AeAA) =
0 = det(A — Al) =
0 = det*(A — AI) = det((A — AI)*) = det(A* — A*]) =

AT e A(A").

» Por lo tanto, A(A*) = A*(A).

> Sean Av; = Avi y A*wj = ?\;‘wj:

ViAW = Afviwg, ViATW = Aviwg = (Ai—Ay) Tviwy =0

por lo que Ay # Aj = (vi,w;) = 0.



L30. Historia de dos bases ortonormales

» Sea S el conjunto de sefiales periédicas de periodo N:

Sn ={x[n]: Yn € Z,x[n] = x[n + NJ}.

i) ¢Es S un espacio vectorial?
i) ¢Cudl es su dimensién?
i) ¢Cuantos grados de libertad tenemos al elegir x[n]?

» En este espacio vectorial S definimos el producto interno



L30. Historia de dos bases ortonormales

43

» Definimos la funcién peine® como un tren de deltas

pln] =) &mn—kN].
k

Pl Nes

01 2 3 45 6 7 n

Denotamos px[n] = pn —K].
iLos N peines son linealmente independientes?44

(pxnl, pmnl) = dx,m = forman un conjunto ortonormal.

vV v v v

Toda sefial de periodo N es una combinacién lineal de los 4
peines: son una base ortonormal.

43; Cuantos peines distintos de periodo N existen?
44\er graficamente y mediante su producto interno.



L30. Historia de dos bases ortonormales

» Consideremos ahora la familia
b = e*?™/N  donde wq = 27/N.
» Demostrar que son sefiales periédicas (de periodo N):
$xn] = dxn+ NJ.
» Demostrar®® que son ortogonales:
(i), dmnl) = N&*
» ;Cuantas*® ¢y [n] distintas hay? Demostrar que:

drMm] = drnnl.

» Tenemos N sefiales linealmente independientes en S:4” son

otra base, distinta de la de peines.*®

45Casos m = k y m # k con serie.

46 Antes tenfamos N peines distintos

47S es el e.v. de las funciones periédicas de periodo N, dimS = N.
48La DFT nos dara las ecuaciones de cambio de base.




L30. Historia de dos bases ortonormales

» Por lo tanto, Vx[n] € V debe verificarse
xnl= Y XKdknl.
K=(N)

» Calculando el producto interno

(XM, dmMml) = Y XK, dmml)

k=(N)
= > X[KN&

k=(N)
=NX[m] =

Xim] = < (x[nd, b} = Xlm + N]

» Tenemos asi las ecuaciones de sintesis y analisis de la DFT

N-1 _
xn] = Z X[k]etwokn, X[k] = L Z x[nje—twokn
k=0



L30. Historia de dos bases ortonormales

Resumen:

1. Tenemos un e.v.
Sn = {x[n] | x[n] = x[n + NJ}.
2. Sobre el que definimos un producto interno:

xy)= ) xnly*M

3. Tenemos la base ortonormal canénica py[n]

prnl € Sn, AN, (pxnl, pmnl) = &7,
4. y la base ortogonal de las exp. comp. ¢y [n]

drml € Sn, AN, (drm], b n]) = N



L31. La Matriz de Fourier

> Las ec. de A. y S. definen un par transformado x[n] +» X[k]:
N—1 =
_ k _ —k
xn] = ]; Xoaw' ™, X[k = 5 nZ_Ox[n]w "

donde
w =% ¢ C, wg = 27/N € R.

» x y X son N-periédicas: x[n + N] = x[n] y X[k + N] = X[k].

» La razén dltima es la periodicidad de w: wk™N = wk,

» WO wl wN=1 son las raices N-ésimas de 1: zN = 1.




L31. La Matriz de Fourier

» La ecuacién de sintesis para N = 4 es

x[0] = X[0]w® + X[1]wO® + X[2]wO + X[3]w°,
x[1] = X[0]wO + X[1]w! + X[2]w? + X[3]w?,
x[2] = X[0Iw® + X[1]w? + X[2]w* + X[3]w®,
x[3] = X[0WP + X[1]w3 + X[2]w® + X[3w°.

» Organizando las ecuaciones como vectores



L31. La Matriz de Fourier

vV vV v Vv

Las componentes de S son Sy (i,j) = wii=10-1),

KN k.

La periodicidad implica que w
La matriz es simétrica S = ST.
irt/2

Consideremos el caso 4 x 4:w =¢ = 1. Calcular los

productos internos de las columnas.

Sus columnas son ortogonales:
SS*=N=A=S1=N"15*

Interpretar x = SX y X = Ax como producto interno de filas
por vector y como combinacién lineal de columnas.



L32. Variables aleatorias

» Un espacio de probabilidad finito es un par (Q,p), donde Q es
un conjunto finito de cardinalidad |Q] =ny p: Q — R* es
una funcién estrictamente positiva tal que

> plw)=1.
we

» Una variable aleatoria sobre Q) es una funcién x: Q — R.

X(w)

v

Q

» El valor esperado o media de una v.a. x es

El =) x(w)p(w).



L32. Variables aleatorias

» Un evento en un subconjunto A C Q y la probabilidad del
evento A es

p(A)= ) plw).

WEA

» Asociamos a cada evento A una v.a. denominada funcién
indicatriz: xa = [w € Al.

» Se verifica p(A) = Elxal.

» El evento complementario del evento A es A€ = Q \ A.



L32. Variables aleatorias

Denominamos R al conjunto de todas las v.a. sobre Q.

» ;Es RY un espacio vectorial sobre R? j Cual es su dimension?

v

vV v v v

Podemos representar cada v.a. como una n-tupla (ordenada)
x = (x(w1), ..., x(wn)) € R™

Sea S, ={x € R? | E[x] = u} C R?, jes S,, < RV?
Denotemos x, a una v.a. sobre Q tal que x(w) = A, Vw € Q.
Sea A = {x) € R?} el conjunto de v.a. constantes. j A < RC?

i Cual es la dimensién de A?



L32. Variables aleatorias

v

Elxy] verifica las propiedades de un producto interno:

1- Elxyl =3, x(w)y(w)p(w) = Elyx].
Elx(y1 +y2)l = E[Xyl] + Elxya]
3 Exx] =5 x?(w)p(w) >0y E[xx] =0 ssi x(w) =0,Yw € Q.

(x,y) = E[xy] convierte a R en un espacio de Hilbert.

E[x] es una funcién lineal en R? = Sg es hiperplano de R€.
El complemento ortogonal de Sg es A: R? = So @ A.

Vx € R, 3s € Sg,xn € Al x =5+ xa.

vV vV.v v Vv

x — E[x] es la proyeccién ortogonal sobre Ay x — x — E[x] es
la proyeccién ortogonal sobre Sg.

v

La norma euclidea de la v.a. x, y/E[x?], se denota ||x||,.



L32. Variables aleatorias

vV v v v

La varianza de la v.a. x es Var (x) = E[(x — E[x])?].
La desviaciéon estandar es o, = v/ Var x.
La covarianza de x e y es Cov (x,y) = E[(x —E[x])(y — E[y])].

El coeficiente de correlacion de x e y es

Asi, si E[x] = E[y] =0, entonces la varianza de x es el
cuadrado de su norma euclidea, la desviacién estandar es su
norma euclidea, la covarianza de x e y es su producto interno y
el coeficiente de correlacion es el coseno del angulo entre ellas.



L33. Procesos estocasticos

» Un proceso estocastico indexado por el conjunto finito T y
definido sobre (Q, p) es una funcién &: T — R,

» Denotamos por &(t, w) al valor de £(t) en w y denotamos por
E(-, w) ala funcion t — &(t, w).

» Por lo tanto, cada &(t) es una v.a.; cada &(t, w) es un nimero
real; y cada &(-, w) es una funcién real sobre T denominada
trayectoria o realizacion del proceso estocastico.

E(s,w01)
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