L1. Estructuras algebraicas: grupos
Un grupo es un par (G, %), donde:
» G # () es un conjunto no vacio.
> % es una operacién binaria® *: G x G — G tal que:?
i) Asociativa
i) Elemento identidad (neutro).
i) Inverso.

Ejemplos:
» ({1,i,—1,—-i} )
» ({e9: 8 € R}, ), subgrupo, raices n-ésimas de 1.
» ({0,1,2,3},+ (méd 4)) = (Za, +).
> ({1,2,3},- (mod 4)) = (Z;,°) y (Zs, ).
> (A e R?*?: det(A) #0;},-). i¥si=1,=—1;3=41,=27

» Permutaciones de una tupla: (a,b,c) — (b,c,a),....
mplicitamente, * es cerrada.

2No se requiere conmutativa. Si la tiene, es un grupo abeliano.
3Dos reflexiones son una rotacién.




L2. Estructuras algebraicas: anillos y cuerpos

Anillos

» Un anillo es una terna (A, +, -), donde

i) (A,4+) es un grupo abeliano; denotamos 0 al elemento neutro,
i) El producto es asociativo y distributivo con respecto a la suma.

» Si el producto:

» es conmutativo, tenemos un anillo conmutativo
» tiene elemento neutro, denotado 1, tenemos un anillo unitario.

» Ejemplos: Z, {A € R?*2},

Cuerpos

» Un cuerpo es un anillo conmutativo y unitario en el que todo
x #£ 0 tiene inverso con respecto al producto.

» Ejemplos: R, C, Q, Zs, iZ¢?, Z7, Zp.



L3. Estructuras algebraicas: espacio vectorial

Un espacio vectorial* sobre un cuerpo K es un V # 0

» sobre el que hay definida una operacién interna +: VxV — V
tal que (u,v) —»u+v

> yunaexterna -: K xV — V tal que (a,v) — a-v
(V,+) debe ser grupo conmutativo y Va,b € K;Vu,v € V:
i) a(bu) = (ab)u;
i) 1 € K sea neutro para el producto 1-u=u;
i) a-(u+v)=a-u+a-v;
v) (a+b)-u=a-u+b-u

Ejemplo: R? con las operaciones estandar.

4Los elementos de V se denominan vectores y los de K escalares.



L4. Base, dimensién y subespacios de un espacio vectorial

» U C V es un conjunto de vectores del espacio vectorial V.

» U C V es linealmente independiente si®

N
> aui=0=a;=0Vi=1,...,N.
i=1
» U C V es un sistema generador de V si todo vector de V se
puede expresar como combinacién lineal de vectores de .
» Una base de un espacio vectorial es un sistema generador |.i.
» dimension de V = cardinalidad de sus bases.
» () # U C V es un subespacio vectorial de V, U < V ssi:

HhuvelUl=u+vel;
i)uelU=auel

5{x} no siempre es un conjunto L.i. ya que {0} tiene 0 vectores |.i.



L4. Base, dimensién y subespacios de un espacio vectorial

» Ejemplos de espacio vectorial:

Todo cuerpo es un e.v. sobre si mismo;

C es un e.v. de dimensiéon 2 sobre R;

R™;

R es un e.v. de dimensién co sobre Q;

Matrices m X n;

El conjunto de funciones f: Q — K;

El conjunto de los polinomios de orden menor o igual que p.

vV VY vV vV vV VY

» Ejemplos de subespacio vectorial:

S={AcR™"|A=AT}c Rmxn"

L={AeR™™[qy =0,Vi<j}CcR™™"

i Qué subespacio es SNL?

iEs A ={A € R™*" | rank(A) = 1} C R™*™ un subespacio?®

vV v vV

5rank(A + B) < rank(A) + rank(B), rank(AB) < min(rank(A), rank(B)).



L5. Espacios de Hilbert

» Un producto interno (escalar) sobre V (un e.v. sobre K) es
una aplicacién (-,-): V x V — K que verifique:
i) Definida positiva: (x,x) >0y (x,x) =0 ssi x =0;
i) Hermitica: (y,x) = (x,y);
i) Lineal” en la 1 componente:® (ax + by, z) = a(x, z) + b(y, z).

Un e.v. sobre el que se ha definido un p.i. se llama prehilbert.?
Desigualdad de Cauchy-Schwarz:1 |(x, y)I* < (x, x){(y, y).

Si (x,y) = 0, decimos que x,y son ortogonales, x L y.

A,B C V son ortogonales, A L B,six Ly,Vx € A,y € B.

L = {xeV|x Ly Wy € A}: subespacio ortogonal a A.
x,y € C™: (x, y> ;x y; A B E(CmX“:<A,B> = tr(A*B)
f,g € Cla, b]: = [P f(x
Pol grado <n:x € R“H Xi <xl+1 <p q) =Y p(xi)q(xi

"Hermitica y Lineal 12 = lineal conjugada en la 2% componente.
8Si K = R, el producto interno es simétrico y bilineal.

9Si ademas es completo, se dice que es de Hilbert.

10C-S permite introducir el concepto de angulo entre vectores.

vV V.V V V. VvV VY




L6. Espacios de Banach

» Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K sobre el que se
pueda definir un valor absoluto (generalmente R o C).

» Una norma sobre V es una aplicacién ||-||: V — R™ tal que:
i) No degenerada: ||x|| = 0 ssi x = 0;
i) Homogenea: ||kx| = [k|||x]|;

i) Desigualdad triangular: ||x +y|| < [|x]| + ||y]|-
Se dice que V es un espacio vectorial normado.
Si ademas es completo, se dice que es un espacio de Banach.
Todo producto interno induce!! una norma: [|x| = 1/{(x, x).
Desigualdad de Cauchy-Schwarz: [(x, y)| < ||x]|||ly]l-
Teorema de Pitagoras: si x Ly =[x +yl> = [Ix|* + [y*.
Ident. paralelogramo:'2 ||x +y||* + [[x —y||* = 2|[x]|* + 2|jy||*.
Identidad de polarizacion:

vV VvV VvV VvV VvVYVYYyYy

1 . . .
0 y) = 20k +yl” = Ix =yl + il + tyl|* =[x — tyl|*).

11C-S permite comprobar (A) que ||x|| = /(x, x) es una norma.
2No toda ||-|| proviene de un p.i.: x =[1,1]T,y =[0,1]" con la ||-||, ¥y 5 # 4.



L7. Espacios métricos

» Sea M un conjunto, no necesariamente un espacio vectorial .13
» Una distancia es una funcién d: M x M — R tal que:

i) d(x,y) =0ssix =vy;

i) dix,y) =dly,x);

i) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).
» Toda norma permite definir una distancia: d(x,y) = ||x — y]|.
» Ejemplos:

1. Distancia euclidea.

2. Distancia de las calles de NYC.

3. Distancia del metro de Londres.*

4. Distancia de Hamming: d(x,y) = {i | xi # yi}l (ntmero de
componentes distintas).

» Esquema de estructuras algebraicas

13; Por qué no es necesaria la estructura de e.v.?
14Relacién de equivalencia, clases de equivalencia, conjunto cociente.



L8. Cinco formas de multiplicar matrices

1. Componente a componente:!®

o« B|[a c| [xa+pb occ+[3d}
L/ 6] [b d]_[ycH—éb ye+6d

[« B] [{j [ ] [f;]
UINEEIH

15Productos escalares de filas por columnas



L8. Cinco formas de multiplicar matrices

2. Combinando columnas:

» Las operaciones sobre un e.v. permiten sumar vectores y
multiplicar vectores por escalares:

o pBf|la] |[xa+pbl | B
[v 5] [b] [Va+5b]a[v]+b[5]'
» Ax=b < x=A"1bes lacl. de columnas de A que da b:

[oc [5} [a c]{oca—i—[ib occ—l—[Sd]
vy &||b d| |ya+db yc+od

Lol el Bl e[Sl



L8. Cinco formas de multiplicar matrices

3. Combinando filas:

« ] [g ﬂ:[oca—i—[?)b e + Bd]

:[oc[a c}—HS[b dﬂ

5 e

xa+ b ac+ pd
[ya—kéb yc+5d]
[oc[a c]+pB[b d]]
y[a c]~|—6[b d]



L8. Cinco formas de multiplicar matrices

4. Como suma de matrices de rango 1:

|

x B
Yy o

I

a c
b d

}:

[a + Bb e + Bd
|ya+0b vyc+dd

[aa  ac N Bb pBd
l'ya vyc ob &d

ﬂ [a ¢+ [[ﬂ b 4d].



L8. Cinco formas de multiplicar matrices

5. Por cajas:

|:A11 A12:| [311 B12 B13]
A21 Az [Bar By Bas



L9. Diezmado y expansion

» Muestreo: x[n] = x(nT), donde T = 1/f.
» Diezmado (muestreo de sefiales discretas): x(jpm)Mm] = xMmM].

x[n] ¢ 9 X3l 9

AAEAR I
1

2 3 45 67 n 01 2 3 n
» Expansién (la operacién dual'®): x4yl =xMm/Lin/L € Z].
x[n]

x(¢3)[n] 9

(M) d ‘
—

3: n 01 2 3 45 6 7 n
) son LFT = BH(z) | X(;m)(z) = H(z)X(z).

> (LM)(T (P L) M) ssi gcd(L M) =1((3,2),(6,4)).

18 (x(1my)) umy ] = x[m] pero (x(;m)) (tm) [N # x[nl. Expandir siempre es
rever5|b|e dlezmar tira muestras (mformacnon) y puede no serlo.
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1 00 0O
01000
00100
00010
00001

L10. Matrices de diezmado y expansion
Ix =



L10. Matrices de diezmado y expansion

=
10000 b
00100 c

(F2x=1g 0 0 0 1 d| = |e| =*u2r
. o e
(100 -] [a]
000 a 0
010 c c

(Tz)XZOOO el = |o| =*2)
001 : e

t2) =027,



L10. Matrices de diezmado y expansion

100
100 0 0 00 0
00100 010

2)t2)=19 ¢ 0 0 1 00 0
00 1
10 0
01 0
=10 0 1 =1

» En general, (L] L)(T L) =1. jEs cierto que (L L) = (1 L) t?



L10. Matrices de diezmado y expansion

100
000 10000
010 00100
(12)2)= g o o 0000 1
00 1
(1 0000 -]
00000
00100
=lo 00 0 0 7 1
0000 1

» En general, (1 L)(J L) # I (son cero L — 1 de cada L filas).



L11. Convolucién lineal

» Toda sefial x[n] es una c.l. de deltas desplazadas:

x[n] =) x[klsn —K].
k

x[2]
x[0] x[0]

Ix[l] - = 1 x[0] x
T: I:::: T“"

01 2 n 01 2 n o1 2
+ x[1] + 1 x[1] x
N A S
012 n 012 n

x[2]

+ [ +x[2]><1m
—_— I:T >
OIéIV o1 2 n



L11. Convolucién lineal

» La respuesta al impulso, hin], de un sistema es su salida
cuando su entrada es d[n].

&[n]
—p

LTI

h(n]
——-=>

» Si entra x[n] a un sistema LTI con r.i. h[n] la salida es!”

k] = h[n] = x[n].

= > x[kJhn—
k
x[n]
— LTI

y[n]=x[n]=h[n]

—

» El producto de convolucién * es conmutativo y asociativo.
» y[n] =x[n]*xhn] & Y(iw)

Como x[n] =Y, x[kl8[n — k] y es LTI, yn] = 3, x[kJh[n —X].

18; Qué interpretacién tiene?

= X(iw)H(iw)

18



L11. Convolucién lineal
» Sean x[n] =1[1,—1,1]y h[n] =11,2,3,1],
Zx hin—k] = x[0Jh[n] +x[1h[n—1]+x[2]h[n—2].

3 Y[n]-x [n]= h[n]

HAL

weO
"N —e —

U —e —
v

QO t+—e
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L11. Convolucién lineal

» Sean x[n] =1[1,—1,1] y hin] =11,2,3,1],

ynl = Z x[kIh[n—k] = x[0Jh[n]+x[1]h[n—1]+x[2]h[n—2].
k

» Expresado vectorialmente y después matricialmente:

1] o] [0] [t 0 0] o
2 1 0 2 10 .
3 2 1 32 1|1 )
y=1|1 -1 |3|+1-|2| = [1 3 2| |1 =Hx= |
0 1 3 01 3|1 )
0 0 1 00 1 )
o] |o] o] |o o o] =

» H es una matriz Toeplitz (de diagonales constantes).



L11. Convolucién lineal

» Afiadimos 0's a h en funcién de la longitud de x.
» Como el producto de convolucién es conmutativo, Hx = Xh.

> x se puede interpretar como producto de polinomios:

(X2 —x+ 1) +2x%+3x+ 1) =x> +x + 23 +2x + 1,
(1—x+x2)(1+2x+3x> +x3) =1+ x +2x2 + 2x* + 5.

» En Matlab: H=toeplitz(c,r); y=conv(h,x);

i) iEs H de rango completo?

i) ¢Son las matrices Toeplitz m x n un s.e.v. de R™*™,

v

i Qué interpretacion tiene C(H)?

v

)
)
) (Es la suma de sistemas LTI un sistema LTI?
)
)

. Es todo sistema LTI capaz de generar cualquier salida si
escogemos la entrada adecuada?



L12. Convolucién circular

» Sean x[n] y h[n] sefiales periddicas de periodo N.
» La convolucién circular se define como

N—-1 N-1
xnj@hn] = Y x[kJhin—k] = ) hlklx[n—k] = h[n]®xn].
k=0 k=0

x[n] ® h[n] < X(e!®)H(elw).

v

» Matlab:'® y=cconv(x,h,N); y=ifft (fft(x).*xfft(h));
» Six=[ab,c,dT h=I[xpB, v, 5", entonces
x & v B |a
h®x = B s v| b = HXT,
Yy B o« O |c
O v B «of |d
20

» La matriz H es circulante*® (tambien es de Toeplitz).
» Hay que saber cuando se utiliza * 0 ® (visto en n y en w).

19Si no ponemos N, cconv hace 0—padding para dar lo mismo que conv.
20Se puede construir en Matlab con H = toeplitz(c,r);




