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Resumen

La interpolacion funcional es un problema al que se ha enfrentado la ciencia
desde la antigiiedad, surgiendo a lo largo de la Historia multitud de técnicas
que han posibilitado su resolucién y aplicaciéon en areas como el procesado y
analisis de senales, las comunicaciones, el analisis numeérico, el diseno asistido
por ordenador, etc. Sin duda, las técnicas polinomicas han sido las méas utili-
zadas en este ambito, impulsadas, en las dltimas décadas, por la apariciéon de
los splines. A pesar de ello, estas técnicas polinémicas de interpolacién no han
tenido un impacto importante en el procesado de senal y las comunicaciones,
donde el Teorema de Muestreo sigue desempenando el papel protagonista.

Tras llevar a cabo una revisiéon de las técnicas y los conceptos tedricos re-
lativos a la aproximacién funcional, la interpolacién y el modelado, la presente
Tesis analiza las prestaciones de las técnicas polinémicas de interpolaciéon (en
especial de los splines) cuando se tienen en cuenta parametros de disefio reales,
como pueden ser el sobremuestreo, la precision finita y el coste computacio-
nal. El hecho de que, en ciertos casos précticos, las prestaciones de dichas
técnicas sean superiores a las obtenidas mediante los métodos convencionales
basados en el Teorema de Muestreo, sirve de motivacién y justificacion para
la basqueda, en esta Tesis, de técnicas polindémicas novedosas aplicables a la
interpolacién-reconstruccion de senales, al modelado de sistemas no lineales y
a las comunicaciones digitales.

Como primera aportacion, se propone una nueva familia de splines, deno-
minada a-splines, que incrementa la flexibilidad aportada por la interpolacién
spline, al permitir una transicién parametrizada entre splines de érdenes ar-
bitrarios. Asi, se han desarrollado las expresiones de las bases a-spline y los
algoritmos de interpolacién correspondientes. Dada la difusién e importancia
de la interpolacion lineal y de la interpolacion spline ctbica, se estudia en deta-
lle un caso particular de la interpolacién a-spline que proporciona una soluciéon
de compromiso entre ambas técnicas, pues a su reducido coste computacional
se une la posibilidad de controlar ciertas caracteristicas de la interpolacién,
como la suavidad, la varianza o el area residual.

Dadas las ventajas aportadas por la familia a-spline, se amplia su uso al
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problema del modelado no lineal. En concreto, se propone una extension del
modelo lineal a tramos canénico mediante el empleo de la base a-spline como
funciéon de activacion, obteniéndose un modelo que preserva las propiedades de
simplicidad y capacidad de aproximacién originales y que aporta las caracteris-
ticas de derivabilidad y suavidad propias de la interpolacién a-spline. Ademas
de la presentacion del modelo a-spline y de su metodologia de entrenamiento,
en esta Tesis se propone su empleo en el modelado de transistores y en el mo-
delado de amplificadores de potencia de radiofrecuencia. En este ultimo caso se
hace uso de medidas temporales entrada-salida obtenidas mediante una técni-
ca de caracterizacién novedosa, basada en submuestreo, que permite conocer el
comportamiento del amplificador cuando se excita con senales de gran ancho de
banda y envolvente no constante. Sin duda este es un aspecto de extrema im-
portancia en los actuales sistemas de comunicaciones digitales de banda ancha
que emplean modulaciones complejas.

Finalmente, se abordan algunos aspectos del problema de las comunica-
ciones digitales aprovechando el conocido paralelismo entre las mismas y la
interpolacion funcional. Se propone, dadas sus especiales caracteristicas, la uti-
lizacion de las bases spline, y de las bases a-spline desarrolladas en esta Te-
sis, como filtros conformadores, posibilitando implementar sistemas adaptados
y libres de interferencia entre simbolos con una destacable simplicidad tanto
computacional como hardware. Esta metodologia es susceptible de ser exten-
dida a pulsos de forma arbitraria, lo que abre la puerta a nuevos disenos. Asi
mismo, se propone una generalizacién de la teoria de parejas biortogonales que
incluye la restriccion de respuesta frecuencial global positiva, lo que permite
su descomposicién en dos filtros adaptados. Esta técnica permite una imple-
mentaciéon FIR en transmision y recepciéon manteniendo las condiciones de ISI
nula y adaptacion, tal y como se comprueba en varias aplicaciones practicas
presentadas.

En definitiva, esta Tesis aporta una serie de técnicas polinémicas en el am-
bito del procesado de senal, propone afrontar determinados problemas desde
una perspectiva distinta a la proporcionada por el Teorema de Muestreo, y
presenta, en ese contexto, numerosas aplicaciones practicas de interpolaciéon-
reconstruccion de senales, de modelado de dispositivos no lineales y de comu-
nicaciones digitales.



Summary

Science has tackled the functional interpolation problem since the earliest
times, and a number of techniques have been developed in different applica-
tions such as signal processing and analysis, communications, numerical analy-
sis, computer aided design, etc. Among all the interpolation techniques, those
based on polynomials are probably the most commonly applied. In particu-
lar, during the last decades, polynomial interpolation techniques have played
an important role due to the development of splines. However, polynomial in-
terpolation techniques have not attained a similar impact within the signal
processing community, maybe due to the prevalence of the Sampling Theorem.

Firstly, this thesis reviews the techniques and theoretical concepts related
with functional approximation, interpolation and modelling. Secondly, it analy-
zes the performance of polynomial interpolation techniques (mainly splines)
when real design constrains (e.g., oversampling, finite precision or computatio-
nal burden), are taken into account. It is shown that, in some practical ap-
plications, spline-based techniques offer better performance than conventional
methods based on the Sampling Theorem. This fact motivates this work and
justifies the search of novel polynomial techniques as well as their application
to different problems in signal interpolation-reconstruction, nonlinear system
modelling and digital communications.

As a first contribution of this thesis, we propose a new family of splines,
denoted as a-splines, which allows a parameterized and soft transition between
splines of arbitrary order, therefore increasing the flexibility of spline interpo-
lation. The a-spline basis and its corresponding interpolation algorithms are
developed for this new family. Particular attention is paid to the a-spline basis
that allows a smooth transition between linear and cubic splines: it has a low
computational cost and, at the same time, it allows to control some interpola-
tion characteristics like smoothness, variance and residual area.

Due to the advantages of a-spline interpolation, we extend and generalize
the a-spline basis to nonlinear modelling problems. Specifically, this thesis pro-
poses an extension of the canonical piecewise linear model that incorporates the
a-spline basis as activation function. The new model preserves the simplicity

111
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and approximation accuracy of the original piecewise linear model and provides
new advantages such as the smoothness and derivability of a-spline interpola-
tion. We describe the a-spline model, its training algorithm and present two
different applications in communications: MESFET transistor modeling and
high power amplifier modeling. In the latter case, we use a novel measurement
system that acquires input-output temporal signal obtained using subsampling
techniques: this permits a complete characterization of the amplifier for wide-
band or nonconstant envelope input signals, which are typically used in modern
digital communications systems (for instance, OFDM).

Finally, we exploit the well-known parallelism between communications and
functional interpolation in some digital communications problems. Specifically,
this thesis explores the use of the spline basis (as well as the a-spline basis)
as pulse shaping filters, producing ISI-free and matched systems with a low
hardware and computational complexity. The proposed methodology can be
easily extended to deal with arbitrary shaped pulses. Furthermore, when the
receiver uses some oversampling, in addition to ISI-free and matched receiver
it is possible an all-FIR implementation. To this end, in the thesis we present a
generalization of the biorthogonal partners theory that incorporates additional
constrains ensuring that the transmit and receive filters global response is a
feasible autocorrelation function; then it can be factored into a pair of matched
filters. This technique allows an all-FIR implementation of the transmitter and
receiver while keeping the ISI free and matched conditions.

In summary, this thesis proposes some new polynomial techniques and
tries to encourage their use in practice as an alternative to the “bandlimi-
ted” point of view derived from the Sampling Theorem. Moreover, it describes
several practical applications of the proposed techniques in signal interpolation-
reconstruction, nonlinear devices modeling and digital communications.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Muestreo e interpolacién

La interpolacién, entendida como la btusqueda de una “curva geométrica
que debe pasar por una serie puntos dados”,! ya era conocida y utilizada por
antiguas civilizaciones con el fin de realizar predicciones astrondmicas que les
permitieran confeccionar calendarios. Hoy en dia, la interpolacién desempena
un papel crucial en &reas como el procesado y andlisis de senales, las comuni-
caciones, el analisis numérico, el diseno asistido por ordenador, etc.

Varios siglos antes de nuestra era, los babilonios construyeron su calendario
en base a las llamadas efemérides, consistentes en datos acerca de la posiciéon y
el movimiento del sol, la luna y otros cuerpos celestes. Sin embargo, estas infor-
maciones eran imposibles de obtener en determinadas ocasiones (ya fuera por
cuestiones atmosféricas o porque durante ciertos periodos de tiempo los cuer-
pos no eran visibles), lo que motivo que recurrieran a técnicas de interpolacion
lineal (e incluso més complejas) para completar las ausencias de datos.

Desde entonces y hasta la revolucién cientifica ocurrida en la Europa del
siglo XVII, de forma més o menos dispersa en el espacio y en el tiempo, se des-
arrollaron y aplicaron técnicas interpolatorias. Asi, en la Grecia clasica del siglo
IT a.c., Hiparco de Rodas utiliz6 interpolacion lineal para calcular la posicion de
los cuerpos celestes, técnica que mejoré Ptolomeo cuatro siglos después. Poste-
riormente, existe constancia de la utilizacién de interpolacién de segundo orden
con idénticos fines en la China del siglo VII y una versiéon no equiespaciada en
esa misma época en la India. A partir del siglo XI, los mateméticos arabes y
persas tomaron el relevo en la aplicaciéon de esos mismos conocimientos. Ya en
el siglo XIV, un matematico chino describié una regla de interpolacién basada

L«To describe a geometrical curve which shall pass through any given points...” frase
extraida de la carta enviada por Newton a Oldenburg en 1676.
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en diferencias finitas que puede ser considerada precursora de la formulacién
interpolatoria moderna.

Quizas sea Newton, en el siglo XVII, la figura clave en el desarrollo de las
técnicas interpolatorias, las cuales fueron refinadas por distintos matemaéticos
europeos durante el siglo XVIII y principios del XIX, hasta la aparicién, en
1812, de la férmula de Newton-Gauss, que sent6 las bases de posteriores teorias
relativas al muestreo y la reconstruccion.

Durante el siglo XIX, gracias a los trabajos de matemaéticos como Lagrange
y Hermite, se desarrollaron multitud de técnicas interpolatorias basadas en
polinomios, pero las caracteristicas oscilatorias de estos ultimos dificultaron
su aplicacién a la aproximacién funcional. En 1946, Schoenberg describié una
funcién base que permitia generar splines para interpolacién. Con el tiempo,
los splines se han convertido en piedra angular de la teoria de la aproximacion,
interpolaciéon multidimensional, anélisis numérico, estadistica, diseno asistido
por ordenador, graficos por ordenador, diseno de fuentes tipograficas, etc.

El teorema de muestreo de Shannon, publicado en 1948 tomando como base
trabajos previos de Nyquist y Whittaker y reformulando conceptos desarrolla-
dos con anterioridad por otros matematicos (entre los que se encuentran Borel
y Kotelnikov), estableci6 los principios de la reconstruccion de una funcion limi-
tada en banda a partir de sus muestras, lo que constituye un caso particular de
interpolacion en el que se utiliza la funcion sinc(t) como funcion interpoladora.
Su trabajo ha desempenado y desempena un papel crucial en el procesado de
senal, las comunicaciones y el anélisis numérico.

Trabajos més recientes introducen la interpolacién polinémica en el ambito
del procesado de senal. Es a finales de los afios 70 cuando irrumpe con fuerza
el uso de splines en la interpolaciéon de imagenes digitales, siendo la interpola-
cién spline cubica la mas popular. Sin embargo, no ha sido hasta finales de la
década de los 90 cuando estas técnicas han sido aplicadas al resto de campos
del procesado de senal, gracias a los trabajos de M. Unser y otros autores en
los que se resolvia el problema de la interpolacion spline mediante técnicas de
filtrado digital.

Actualmente, dentro del campo del tratamiento de sefal, existe una gran
actividad investigadora relativa a la interpolacién, aplicando y extendiendo los
principios y conocimientos que los matematicos conocian desde varias décadas
atras. En este sentido, existen multitud de obras que recapitulan los avances y
extensiones que ha experimentado el Teorema de Muestreo desde su formulacién
por Shannon [Jerri77, Unser00, VaidyanathanOla]. Entre dichas extensiones,
merecen comentarse el muestreo multidimensional, el muestreo a partir del
valor de una funcién y de sus derivadas, el muestreo de procesos estocasticos,
el muestreo de funciones paso banda, el muestreo de senales multibanda, el
muestreo de senales no limitadas en banda y el muestreo no uniforme.
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1.2. Planteamiento y motivacion de la Tesis

A pesar de la evolucion que la teoria de muestreo e interpolacion ha expe-
rimentado en los dltimos anos, el Teorema de Muestreo, en su forma original,
constituye el estado del arte en el ambito actual del procesado de senal y las
comunicaciones. En efecto, proporciona una interpretacion frecuencial simple y
elegante al problema de la interpolacién, pero presenta ciertos inconvenientes,
entre los que se encuentra la longitud infinita de la funcién de reconstruccién
sinc(t). Asi mismo, el Teorema de Muestreo, y sus posteriores extensiones, im-
ponen una serie de restricciones de dificil cumplimiento en la practica. En pri-
mer lugar, o bien las sefiales a muestrear no estan limitadas en banda o bien los
filtros antisolapamiento distan mucho de ser ideales, siendo habituales sistemas
de adquisicién con filtros tan simples como los de primer orden, formados por
una resistencia y un condensador. En segundo lugar, existen situaciones en las
que el criterio de limitacién en el ancho de banda de la senal no parece el més
adecuado. Por ejemplo, la reconstruccion de una senal a partir de sus muestras
siguiendo el Teorema de Muestreo puede llevar a una solucién muy sobreamor-
tiguada o con una potencia excesivamente alta [Kashyap96, Waele00]. Por ello,
un criterio como el de méaxima suavidad puede resultar mas apropiado en de-
terminadas ocasiones, como cuando las senales describen el movimiento de una
particula o en la interpolacion de imagenes. En tercer lugar, en ciertas aplica-
ciones no es posible obtener o no interesa trabajar con muestras equiespaciadas
de la senal (muestreo no uniforme). Para estas senales resultan de poca utilidad
el concepto de ancho de banda y el Teorema de Muestreo tal y como Shannon lo
formul6. Aunque existen en la literatura numerosos trabajos sobre muestreo no
uniforme, éstos se caracterizan, en general, por su complejidad y por un pobre
comportamiento frente al ruido [Yen56, Jerri77, Shoumekh88, Ouderaa88|.

Entre las técnicas de interpolacion més habituales se encuentran la interpo-
lacién lineal, la interpolacién mediante polinomios de Lagrange, la interpolacién
spline y la interpolacion mediante la funcion sinc(t) derivada del Teorema de
Muestreo. Como muestra la Figura 1.1, estos métodos abarcan todo el rango
de complejidad, desde la interpolacion lineal (la mas simple, que equivale a la
interpolacién spline de orden uno y al polinomio de Lagrange de grado uno),
hasta la interpolacion sinc(t) (equivalente a la interpolacion spline de orden in-
finito), pasando por los polinomios de Lagrange y splines de grados crecientes.

Es importante recalcar que las prestaciones de unas y otras técnicas in-
terpolatorias dependen bésicamente de la senal a interpolar: por ejemplo, la
interpolacion sinc(t) proporciona la solucién exacta cuando las muestras a in-
terpolar pertenecen a una senal estrictamente limitada en banda; mientras que
la interpolacién spline ctubica reconstruye perfectamente sefiales pertenecientes
al espacio de senal spline ctibico. Por lo tanto, hablar de prestaciones de una
u otra técnica es, en todo caso, una cuestion relativa. Obviamente, siguiendo
los postulados del Teorema de Muestreo, la funcién sinc(t) proporciona la so-
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Sinc
(Spline n=c0)

Lineal
Lagrange N=1, Spline n—1)

Complejidad

(

Figura 1.1: Complejidad de distintas técnicas interpolatorias.

lucién exacta a la interpolacion de senales paso bajo, pero su longitud infinita
y su caida relativamente lenta impiden en la préactica alcanzar el resultado 6p-
timo. Curiosamente, y a pesar de ello, en el ambito del procesado de senal y
las comunicaciones es la metodologia utilizada en la inmensa mayoria de las
aplicaciones (recurriendo a versiones truncadas de la funcion sinc(t) u otras
aproximaciones). El resto de técnicas son empleadas de forma mucho menos
habitual, salvo la interpolacién spline ctbica en el procesado de imagen y la
interpolacién lineal cuando la sencillez es un requisito que predomina sobre la
precision.

La presente Tesis pretende analizar las prestaciones de las técnicas poliné-
micas de interpolacién (en especial de los splines y de otras técnicas novedosas)
cuando se consideran parametros de diseno reales, pues estos ultimos determi-
naran cudl de las técnicas comparadas proporciona los mejores resultados. En
concreto, los pardmetros de disenio contemplados son:

= Sobremuestreo. Habitualmente, las limitaciones practicas propias de la
implementacion de los filtros antisolapamiento obligan a trabajar con
factores de sobremuestreo altos, lo que implica que el contenido espectral
de las senales discretas sea, fundamentalmente, paso bajo.

= Precision. Todos los sistemas de procesado digital de senial poseen pre-
cision finita, siendo particularmente limitada en el caso de las etapas de
conversion analogico-digital y digital-analégico.

= Coste computacional. Al igual que ocurre con la precision, los sistemas
digitales poseen una capacidad de computo limitada, hecho este que im-
posibilita, en determinadas ocasiones, la aplicacién exacta de las técnicas
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de interpolacién, recurriéndose a soluciones de compromiso basadas ha-
bitualmente en el truncamiento de la solucién ideal.

En problemas de interpolacion y/o reconstruccion de senales, cuando se
tienen en cuenta consideraciones practicas (sobremuestreo, filtros antisolapa-
miento en sistemas de adquisicion, etc.) o existe una limitada capacidad de
computo, las técnicas de interpolacion polindémica ofrecen soluciones en mu-
chos casos mejores que la técnica convencional de interpolaciéon basada en el
Teorema de Muestreo. Esta es la idea que motiva inicialmente esta Tesis y que
se discute en profundidad en el Capitulo 3 mediante una serie de ejemplos:
la interpolaciéon en sistemas de adquisicion reales y la implementacion de un
sistema de muestreo simultdneo basado en filtros polinomicos (Lagrange) de
retardo fraccionario.?

Una vez planteado el interés de las técnicas polinémicas (no suficientemente
destacado, en general, en el campo del tratamiento de senal, salvo los trabajos
de Unser y otros autores relativos a la aplicacién de los splines al procesado de
imagen) queda justificada la busqueda de técnicas de interpolacion mas flexi-
bles y que permitan un compromiso entre prestaciones y coste computacional.
Asi, en el Capitulo 4 se propone una nueva familia de splines, los a-splines,
que posibilitan una transicién gradual y parametrizada entre splines de orden
entero. Entre las ventajas de esta técnica se encuentran:

= Adaptacion de la solucion a la sefial de entrada, posibilitando, por ejem-
plo, el control de la varianza, del sobredisparo o de la suavidad de la senal
interpolada para ajustarse a los requerimientos de la aplicacion.

= Las funciones base a-spline constituyen una base de Riesz y forman par-
ticién de la unidad, lo que asegura que la representaciéon a-spline de una
senal es estable y que el espacio definido por dichas bases es un subespacio
cerrado de Lo.

= Al igual que las técnicas convencionales basadas en splines, la técnica
propuesta también permite una implementacién mediante filtrado digital,
resultando muy eficiente desde el punto de vista computacional.

= Es posible encontrar valores del parametro de control que permiten im-
plementaciones simples y eficaces en sistemas hardware de alta velocidad.

= La extension de dicha técnica al muestreo no uniforme posibilita su em-
pleo en multitud de aplicaciones en las que la interpolacién tradicional
proporciona soluciones de gran complejidad, muy sensibles al ruido y poco
flexibles.

2Estrictamente, esta técnica no es una contribuciéon propia de la presente Tesis, aunque
si lo es su aplicacion al problema concreto y el andlisis de sus prestaciones.
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Motivado por las ventajas de la nueva familia de splines, se extienden las
técnicas de interpolacién a-spline al problema de modelado. En concreto, se
propone una extensiéon del modelo lineal a tramos canénico mediante el em-
pleo de la base a-spline como funcién de activacion, proporcionando un modelo
que preserva las propiedades de simplicidad y capacidad de aproximacién ori-
ginales y que aporta las caracteristicas de derivabilidad y suavidad propias de
la interpolacién a-spline. Ademés de la presentacion del modelo a-spline y de
su metodologia de entrenamiento, en esta Tesis se propone su empleo en dos
aplicaciones bien diferenciadas que se comentan a continuacion.

En primer lugar se lleva a cabo el modelado a-spline de amplificadores de
potencia en base a medidas temporales de entrada-salida obtenidas mediante la
técnica de submuestreo. Se trata de una técnica novedosa de caracterizacion de
amplificadores que, basada en la conversion directa de las senales de radiofre-
cuencia mediante un solapamiento espectral controlado, posibilita extraer las
caracteristicas del amplificador cuando se excita con senales de entrada de gran
ancho de banda y envolvente no constante (es decir, con senales similares a las
presentes en los modernos sistemas de comunicaciones digitales). Es mas, di-
cha técnica requiere un montaje sensiblemente més simple que los esquemas de
caracterizacion convencionales y evita la distorsion introducida por las etapas
de conversion de frecuencia propias de estos tultimos.

Una segunda aplicacién del modelo a-spline es el modelado de la corriente
de drenador de transistores HEMT sometidos a iluminacién éptica. La parti-
cularidad de esta aplicacién es el interés que posee el valor de la derivada de la
corriente de drenador con respecto a las tensiones de polarizacién, pues resulta
determinante en el comportamiento de los dispositivos construidos empleando
dicho transistor. Por esta razon, es importante obtener modelos sencillos que,
ademas de llevar a cabo un ajuste preciso de la funcién a modelar, proporcio-
nen una funcién derivable y suave que reproduzca fielmente el comportamiento
de las derivadas. En este sentido, el modelo a-spline propuesto constituye una
opcion idonea.

Finalmente, en esta Tesis se aborda el problema de las comunicaciones digi-
tales aprovechando el paralelismo existente entre las mismas y la interpolaciéon
funcional; paralelismo que, a pesar de resultar evidente, no ha sido, a nuestro
juicio, explotado suficientemente. Es posible considerar el criterio de Nyquist
de comunicaciones sin interferencia intersimbélica como un caso particular de
interpolacién funcional en el que la expansién en serie de funciones base se res-
tringe a muestras equiespaciadas y funciones limitadas en banda. En aquellas
aplicaciones en las que la restricciéon en banda sea prescindible, la considera-
cion de las comunicaciones desde el punto de vista de la interpolaciéon abre las
puertas a nuevos disenos, tal y como se presenta en esta Tesis.
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1.3.

Organizacién de la Tesis

La presente Tesis se organiza de la siguiente manera:

El Capitulo 2 lleva a cabo un repaso de las distintas técnicas de inter-
polacion, aproximacion y modelado existentes en la literatura, prestando
especial atencién a las polinémicas y, més concretamente, a las basadas
en splines. Asi mismo se presenta la terminologia y notacion a utilizar en
el resto de la Tesis.

En el Capitulo 3 se presenta una serie de ejemplos que pretenden servir
de motivacion al resto de la Tesis y que demuestran que, bajo ciertas
condiciones practicas, las técnicas de interpolacion polinémicas propor-
cionan resultados similares (o incluso mejores) a los proporcionados por
la interpolacion limitada en banda mediante la funcién nicleo sinc(t) (o
versiones truncadas de la misma); es méas, cuando el coste computacional
es un factor a considerar, dichas técnicas polindémicas ofrecen ventajas
sustanciales. En concreto, en el primer ejemplo considerado se compa-
ra el método tradicional de interpolacién de senales limitadas en banda
frente a la interpolacién spline cibica, considerando distintas resolucio-
nes (ntmero de bits) y distintos contenidos espectrales de las sefiales a
interpolar. Un segundo ejemplo dentro del Capitulo 3 presenta una so-
luciéon al problema del retardo fraccionario basada en los polinomios de
Lagrange. Puesto que, en los sistemas reales, las senales adquiridas se en-
cuentran sobremuestreadas con el fin de facilitar el diseno y construccion
de los filtros antisolapamiento, los interpoladores de Lagrange reultan
ser una solucién atractiva. Ademas de comparar sus prestaciones con las
aportadas por otras técnicas habituales de procesado de senal (como la
interpolacion sinc truncada y las técnicas multitasa implementadas me-
diante estructuras polifasicas), se realiza un estudio del error de la inter-
polacién Lagrangiana obteniéndose expresiones que permiten determinar
la longitud del filtro necesaria para obtener o mantener una resoluciéon
determinada para un factor de sobremuestreo dado.

El Capitulo 4 presenta una nueva familia de splines, que denominamos
a-splines, particularizada, en primer lugar, para muestreo equiespaciado.
Se trata de una familia parametrizada de splines que se sitia entre el
spline de orden p y el de orden p + g, de forma que el parametro permite
controlar el grado de influencia de una u otra solucién. Una vez presen-
tadas las expresiones de la funcion base y sus derivadas, y tras demostrar
que constituyen particiéon de la unidad y forman una base de Riesz, el
capitulo se centra en el caso particular p = 1 y ¢ = 2, que representa la
transicién parametrizada entre el spline lineal y el cibico. Se trata del
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caso de mayor interés practico, por lo que se presenta el método de in-
terpolacién correspondiente y las expresiones cerradas de la suavidad, la
varianza y el area residual de dicha interpolacién a-spline. Finalmente,
se generalizan los resultados para muestreo no equiespaciado, se presenta
una serie de simulaciones que demuestran la veracidad de los resultados
tedricos previamente obtenidos y se muestran diversas aplicaciones de
utilidad practica de la interpolacién a-spline.

A partir de la base a-spline, en el Capitulo 5 se propone una extension
del modelo canénico lineal a tramos (CPWL) manteniendo su simplicidad
y precisién, y aportando las caracteristicas de suavidad y derivabilidad.
Para ello se tiene en cuenta el hecho de que la base a-spline con o = 0,
al igual que el modelo CPWL, proporciona funciones lineales a tramos;
y que el pardmetro « posibilita controlar la suavidad de una solucion
que, en todos lo casos, posee continuidad hasta la segunda derivada. Por
lo tanto, se propone sustituir la funcién de activaciéon valor absoluto del
modelo CPWL por una funcién basada en el ntcleo a-spline, generan-
dose asi modelos derivables, con transiciones suaves entre las distintas
regiones del espacio de entrada y con una suavidad controlable gracias al
parametro . En este ambito, se presentan dos aplicaciones: el modelado
a-spline de amplificadores de potencia basado en medidas temporales de
entrada-salida obtenidas mediante técnicas de submuestreo, y el modela-
do a-spline de gran senal de transistores HEMT sometidos a iluminacion
Optica.

En el Capitulo 6 se aporta una vision novedosa de las comunicaciones
digitales, que, haciendo uso del paralelismo existente entre las mismas y
el proceso interpolatorio, permite afrontar desde otra vertiente el disefio
de sistemas de comunicaciones adaptados y libres de interferencia entre
simbolos. De esta manera, se describen las técnicas para el diseno de sis-
temas de comunicaciones mediante el uso de splines para, posteriormente,
generalizar a pulsos conformadores de forma arbitraria. Se demostrara co-
mo los sistemas asi disenados resultan, bajo determinadas circunstancias,
més eficientes y sencillos de implementar que los habitualmente emplea-
dos. Adicionalmente, se propone la aplicacion de la teoria de las parejas
de filtros biortogonales para disenar sistemas de comunicaciones adapta-
dos y sin ISI, implementados exclusivamente con filtros de respuesta al
impulso finita (FIR: Finite Impulse Response).

Por dltimo, el Capitulo 7 resume las principales aportaciones del presente
trabajo de Tesis, asi como las conclusiones que del mismo se derivan y
las futuras lineas de trabajo que pueden completar y ampliar lo aqui
presentado.



Capitulo 2

Conceptos tedricos

2.1. Introduccién

En este capitulo se presentan las técnicas y los conceptos tedricos relativos a
las materias tratadas en esta Tesis. Mas concretamente, se profundizaré en los
conceptos y la teoria asociada a la aproximacién funcional, la interpolacién y el
modelado, con especial atencion a las técnicas polinémicas. Asi mismo, se pre-
sentard la teoria de muestreo en espacios de Hilbert que engloba la formulacion
tradicional de interpolacién-aproximacién-muestreo.

2.2. Espacio de senal

En esta secciéon se presentan los conceptos relativos al espacio de senal
[Davis75, Higgins96, Moon00], definiendo los espacios vectoriales, los espacios
métricos, los espacios vectoriales normados y los espacios normados con pro-
ducto interno, lo que permitira introducir el concepto de proyeccién. Resulta
necesario, ademés, presentar algunos conceptos basicos sobre espacios vectoria-
les.

Definicién 2.1 (Espacio Lineal) Un espacio lineal o espacio vectorial lineal,
X, es un conjunto de elementos (vectores), X, y,..., para los que se definen las
operaciones de suma y producto escalar: dados dos elementos, x,y € X, existe
el elemento suma como x +y € X; y dados un elemento x € X y un escalar
«, existe un unico producto escalar ax € X. Ambas operaciones cumplen las
siguientes propiedades:

1) X+y=y+x;

) x+(y+z)=x+y)+z;
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1) eziste un unico elemento 0 € X tal que x + 0 = x para todo x € X ;
IV) para cada x € X eziste un unico inverso, —Xx, tal que x + (—x) = 0;
V) a(8x) = (af)x para todo o, € R y x € X;
Vl) a(x+y) =ax+ay;

vil) (a+ B)x = ax + 8x;

vin) 1(x) = x.

Un ejemplo, denotado por Lg, es el espacio de funciones o sefiales cuadra-
ticamente integrables en el intervalo [a, b], es decir, el conjunto de senales que

cumplen fab f2(t)dt < oo.

Definicién 2.2 (Independencia Lineal) Dado un subconjunto T de un es-
pacio lineal X, se dice que T es linealmente independiente si para cada subcon-
Junto finito no vacio de T (por ejemplo {x1,X2,...,Xm}) el inico conjunto de
escalares que satisfacen la ecuacion

c1X1+coXo + -+ epXm =0
es la solucion trivial cp = co =--- = ¢, = 0.

En base al concepto de independencia lineal, es posible determinar la di-
mensién de un espacio.

Definicién 2.3 (Dimensién) Un espacio vectorial lineal X posee dimension
n st es posible encontrar como maximo n vectores linealmente independientes.

Cuando se trabaja con senales (o funciones) pertenecientes a un espacio,
resulta de interés disponer de una medida de “distancia” entre ellas que sea
practica desde el punto de vista matematico y significativa desde el punto de
vista fisico. Surge asi el concepto de métrica y la definicion de espacios métricos.

Definicién 2.4 (Espacio Métrico) Un espacio métrico es un espacio lineal
con una métrica asociada d, y se denota (X,d(-,-)),. La métrica es una funcion
utilizada para evaluar la distancia entre dos elementos pertenecientes al espacio
X y que debe cumplir las siguientes propiedades para todo x, y € X :

1) d(x,y) = d(y,x);
1) d(x,y) > 0;
1) d(x,y) =0 siy sélo si x =y;

V) para todo X, y, z € X, d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).
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En el ambito del procesado de senal, es habitual representar las secuencias
discretas como vectores (de dimension finita). Es mas, es posible extender dicho
planteamiento y considerar las senales continuas como vectores de dimensién
infinita. En relacién con los espacios vectoriales, es comtn hablar sobre la lon-
gitud y la direccion de vectores. Asi, el concepto mateméatico asociado a la
longitud de un vector es la norma, lo que nos conduce a considerar los espacios
lineales normados; mientras que el angulo entre dos vectores se asocia con el
producto interno, que conduciré a los espacios dotados de producto interno.

Definicién 2.5 (Espacio Lineal Normado) Un espacio lineal, X, se dice
que es un espacio lineal normado si para cada elemento, x, del espacio estd
definido un nimero real, designado por ||z|| y denominado norma de x. Dicho
espacio lineal normado se denota por (X,||]]), y su norma debe poseer las
stguientes propiedades:

1) ||x]| >0 (positividad);
1) ||x|| =0 si y sélo si x =0 (concrecion);
) ||ax| = |a| - ||x]|| para todo escalar o (homogeneidad);

) [x+yl| < |Ix||+ |lyll (desigualdad triangular).

Es facil observar la similitud entre norma y métrica; de hecho, una puede
definirse en funcién de la otra.! Por ejemplo, si ||x|| es una norma, entonces
d(x,y) = ||x — y| es una métrica. De forma alternativa, si d es una métrica de
un espacio lineal, entonces es posible definir una norma como ||x|| = d(x, 0), es
decir, es la distancia del vector x al origen del espacio vectorial.

En espacios vectoriales n-dimensionales se emplean habitualmente las si-
guientes normas:

» Norma l1: ||x]|, = >0 |2l
1
= Norma ly: [x], = (X7, lif?) /"

» Norma l: ||x||,, = méx |z,
i=1,...,n

El equivalente de las normas anteriores en el caso de funciones definidas en
el intervalo [a, b] son:

« Norma Li: [[z(t)]|, = [7]a(t)|dt.

= Norma Ly: Ja(t)], = (fj |x(t)|pdt>l/p.

ISiendo estrictos, la definicién de norma precisa que estén definidas la multiplicacion por
un escalar y la suma, mientras que en la definicion de métrica esto no es necesario.
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» Norma Lo: [|z(t)||, = sup |z(t)].
t€la,b]

Definicién 2.6 (Espacio dotado de Producto Interno) Un espacio vec-
torial lineal, X, se dice que es un espacio dotado de producto interno si para
cada dos elementos, x ey, se define un nimero real, designado por (x,y) y
denominado producto interno, con las siguientes propiedades:

1) (x+2z,y)=(x,y)+ (z,y) (linealidad);

1) (x,y) = (y,x) (simetria);

1) {ax,y) = a(x,y) para todo escalar o (hormogeneidad);

V) (x,%x) >0 six#0 y (x,x) =0 si y sélo si x =0 (positividad).
Algunos ejemplos de productos internos son:

= Producto interno euclideo en espacio n-dimensional:
n
(x,x) = E TiYi
i=1

= Producto interno de funciones definidas en [a, b]:

Una cuestion de interés es el hecho de que el operador convolucién es un
producto interno, pues

o0

y(to) = (x(t) * h(t)) li=1, = / z(1)h(to — 7)dr = (x(t), h(to — 1)),

— 00

es decir, la operacion de filtrado (y la obtencién del valor de la salida en un
instante de tiempo fijado) es equivalente a evaluar un producto interno.

Definiciéon 2.7 (Espacio Completo) Un espacio, X, se dice que es comple-
to si cada serie de Cauchy 2 converge en X .

En concreto, si X es un espacio lineal normado completo y para cualquier € > 0
es posible encontrar un N > 0 tal que

Ixm — xn|| <€, conm,n >N,
entonces existe un elemento x € X tal que

lim [|x — x,| =0.
n—oo

2Una secuencia {x, } de un espacio métrico X es una serie de Cauchy si cumple que para
cualquier € > 0 existe un N > 0 tal que d(xyn,%xm) < € para cualquier m,n > N.
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Definicién 2.8 (Espacio de Banach) Un espacio lineal normado completo
se denomina espacio de Banach.

Definicién 2.9 (Espacio de Hilbert) Un espacio lineal normado completo
con un producto interno se denomina espacio de Hilbert.

Algunos ejemplos de espacio de Hilbert son:

» El conjunto de todas las secuencias de energia finita ., |z;|* < oo, con
las operaciones habituales de suma y producto escalar y con el producto
interno definido por (x,y) = >, #;¥;, constituye un espacio de Hilbert, y
se denota como Ils.

= El conjunto de todas las funciones definidas en el intervalo [a,b], cua-
draticamente integrables, con el producto interno definido por (f,g) =

f:f(x)g(x)da: y la norma || f||> = (f, f) = f: |f(x)|?dz, constituye un
espacio de Hilbert, y se denota como Lg[a, b].

2.3. Aproximacioén, interpolaciéon y modelado

El tratamiento del muestreo desde el punto de vista de interpolacion y/o
aproximacion hace necesario introducir una serie de definiciones que aclaren la
terminologia a utilizar a lo largo de esta Tesis.

El problema de la aproximacién funcional consiste en encontrar una funcién
P(z) de la forma

P(z) = Z arp®p(x)
k=0

que se “parezca’ lo mas posible a una funcion f(z) dada explicitamente, cuyo
valor, y posiblemente el de sus derivadas, es conocido en todo punto del intervalo
[a,b]. El parecido entre la funcién objetivo f(z) y la soluciéon P(x) se evalua
en funcién de cierta métrica, que determinaré la técnica de aproximacion a
utilizar. En la Figura 2.1.a se puede observar un polinomio de tercer orden que
aproxima a la funcion tan (z).

Por otro lado, la interpolacién consiste en encontrar, partiendo de un con-
junto de N pares de valores (z;,y;), una funcion P(z) de la forma

n

P(z) = ap®i(x)

k=0

que cumpla
P(x) =y, i=1,2,...,N. (2.1)
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a) b) <)

Figura 2.1: a) Aproximacion, b) interpolacion y c¢) modelado.

Este proceso se puede observar en Figura 2.1.b, donde un polinomio de
tercer orden interpola cuatro puntos. En la interpolacion, el comportamiento
de la solucién entre los puntos de interpolacién depende de la funcién base
usada (polinomios en el ejemplo).

Con el término modelado nos referiremos al proceso que en la literatura
también se denomina aproximacion discreta o aproximacion de datos. Partiendo
de un conjunto de N pares de valores (z;,y;), se busca una funcién P(z) de la
forma

P(z) = Z ar Py (x)
k=0

que aproxime a los datos, es decir,
P(zi)=yi+e, i=1,2,...,N;

siendo el error de modelado, ¢;, minimo (en funcién de una métrica determina-
da).

En la Figura 2.1.c se modela un conjunto de puntos ruidosos (cuyo nimero
es superior a los grados de libertad de la solucion) mediante un polinomio de
tercer orden.

Desde un punto de vista conceptual, la tnica diferencia entre la aproxima-
ciéon y el modelado, tal y como se definen en esta Tesis, es que en el modelado se
desconoce el valor de la funcion fuera de los puntos dato de que se dispone, los
cuales, ademés, suelen poseer cierto nivel de ruido. En cuanto a la aproxima-
cion y la interpolacion, es posible establecer un tnico marco teérico basado en
espacios de Hilbert que englobe ambos conceptos, como se vera posteriormente.
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2.3.1. Polinomios como interpoladores y aproximadores

A lo largo de este capitulo se trabajara con el espacio (lineal) de los poli-
nomios de orden n con coeficientes reales definido como

Pn = {pn(:t) = Zcixi; COyvvryCpyX € R} .

=0

Existen multiples razones, ampliamente tratadas en la bibliografia (por
ejemplo, [Schumaker81, Ralston78]), que justifican la intensiva utilizacion de
los polinomios como funciones interpoladoras, aproximadoras o modeladoras.

Es bien conocido que una linea puede hacerse pasar por dos puntos, una
parabola por tres puntos, un polinomio ctibico por cuatro, y asi sucesivamente.
Este hecho se expresa méas formalmente en un antiguo teorema [Davis75]:

Teorema 2.1 (Interpolacién Polinémica) Si se consideran n + 1 puntos
distintos xg,...,T, y n + 1 valores yo,...,yn existe un unico polinomio de
grado n, p,(x) € Py, para el cual

pr(xi) =yi, 1=0,1,...,m;

lo cual sugiere la utilizaciéon de funciones polinémicas como interpoladoras,
pues siempre seré posible encontrar el polinomio de grado n que pasa por n+1
puntos.

Por otro lado, el teorema de aproximacion de Weierstrass establece que
siempre es posible realizar una aproximacién polinémica de una funcién con-
tinua tan exacta como se desee sin mas que aumentar el grado del polinomio
interpolador tanto como sea necesario. De forma mas rigurosa:

Teorema 2.2 (Aproximacion de Weierstrass) Sea una funcidn continua
en el intervalo [a,b], es decir, f(z) € Cla,b]. Dado un e > 0 es posible encontrar
un polinomio p,(x) (de grado suficientemente alto) para el cual

|f(z) —pu(z)| <6, a<az<b

Sin embargo, este teorema debe ser considerado con cautela pues, por un
lado, el grado del polinomio es generalmente muy alto (incluso para obtener un
nivel de precision relativamente bajo) y, por otro lado, no especifica el método
para encontrar el polinomio 6ptimo.

La extraordinaria difusion de los polinomios también se debe, en gran me-
dida, a la posibilidad que brindan para evaluar el valor en un punto de una
funcién analitica arbitraria en base a su desarrollo en serie de Taylor, el cual,
como es bien conocido, se basa en funciones polinémicas.



16 Capitulo 2. Conceptos tedricos

Teorema 2.3 (Taylor) Dada una funcién continua y con derivadas continuas
hasta orden n + 1 en el intervalo [a,b], es decir, f(x) € C"[a,b], y un punto
xo € [a,b] entonces para todo a < x <,

f(Q)(l’o)

00) (o)t

f(@) =f(z0) + fP (z0)(z — w0) +
N f(”)(xo)

1 x
(@ =) + /zo FOY @) (@ — ) dt.

Otra caracteristica interesante de los polinomios es que su derivacion, su
integracion y el escalado o desplazamiento de la variable independiente pro-
porcionan como resultado polinomios. Mas concretamente, si p(z) y ¢(z) son
polinomios, entonces también lo son p(z + «), p(az), dp(z)/dz, [p(z)ds y
pla(x)).

Si anadimos la facilidad con la que las funciones polinémicas pueden ser eva-
luadas (simplemente mediante operaciones aritméticas que se realizan de forma
directa en computadores digitales) y manipuladas (por ejemplo, derivacion o
integracion), es razonable considerar dichas funciones como candidatas para
ser utlizadas en interpolacion, aproximacion o modelado. A modo de ejemplo,
en el ambito del tratamiento de senal los polinomios se han empleado en apli-
caciones de clasificacion, apoyandose en el teorema de Cover [Haykin94|, para
realizar un mapeo no lineal del espacio de entrada a un nuevo espacio de mayor
dimensién con el fin de poder llevar a cabo la clasificacién de forma maés simple.
Mientras que los filtros lineales son de utilidad en gran ntmero de aplicaciones
y resultan simples tanto desde el punto de vista conceptual como de la imple-
mentacion, existen ciertas situaciones practicas que precisan del procesado no
lineal de las senales que intervienen. En [Mathews91, Pantale6n95b] se incorpo-
ran polinomios a filtros adaptativos no lineales y al modelado no lineal. Asi, se
proponen sistemas no lineales basados en serie de Volterra [Schetzen80] trun-
cada o en ecuaciones en diferencias no lineales recursivas. Es posible encontrar
otras aplicaciones de los polinomios en [Mathews00].

En las proximas secciones se llevara a cabo un repaso de las distintas técnicas
de aproximacion, interpolacion y modelado, con especial énfasis en aquellas que
emplean polinomios.

2.4. Aproximacién

Dada una funcién conocida, el problema de aproximacioén consiste en en-
contrar una funcién “méas simple” que la original que permita determinar (po-
siblemente con cierto error) valores de la funcion dada. La simplicidad de la
solucion se puede referir a la facilidad para ser evaluada, para ser integrada
o derivada o cualquier otra caracteristica que pueda resultar interesante. La
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aproximacion tiene, fundamentalmente, un interés tedrico, pues, como se ha
comentado, es preciso conocer explicitamente la funciéon a aproximar. Un ejem-
plo de aplicacién es la integracion o derivacién numeérica o la evaluacion de
funciones en méquinas calculadoras. Piénsese, por ejemplo, en el calculo del
valor de la funcién cos(z) en un punto xg: si se encuentra una funcion poliné-
mica que aproxime, con un error determinado, la funcion en el entorno de x,
podremos obtener su valor realizando iinicamente multiplicaciones y sumas.

A pesar de estas limitaciones, la aproximacion tiene un interés adicional,
pues si una familia de funciones (polinémicas, racionales, serie de Fourier, etc.)
proporciona una aproximacién adecuada, entonces, muy probablemente, serd
una familia de funciones que proporcione buenas prestaciones a la hora de
interpolar o modelar datos.

De una manera formal, se entiende por aproximacién, también denominada
aproximacion funcional en la literatura matemaética, al proceso por el cual dada
una funcion f(z) de forma explicita, se busca una funcion P(x), perteneciente
a la clase de funciones {®x(x)}, que se parezca lo méas posible a f(x), es decir:

P(z) =Y ap®i(x) ~ f(2). (2.2)
k=0

Nos referiremos tnicamente a aproximaciones de tipo lineal, similares a la
expresion (2.2), en las que la aproximacion, P(z), es una combinacion lineal de
las funciones aproximadoras, {®(z)}. El analisis de aproximaciones basadas
en combinaciones no lineales de las funciones base es de una complejidad muy
superior a la del caso lineal, y su estudio se aparta del objetivo de esta Tesis.
El parecido entre la funcion objetivo, f(x), y la solucion, P(z), se evalia en
funcién de cierta métrica, que determinara el tipo de aproximacién.

Ademaés de una eleccion apropiada de las funciones base {®(z)}, el punto
crucial a la hora de resolver un problema de aproximacién es el criterio a usar
para obtener las constantes aj en (2.2). En base a dicho criterio es posible
realizar una clasificacion del tipo de aproximacion. Entre otras muchas, sin duda
los dos tipos mas importantes son la aproximacién de minimo error cuadratico
y la aproximacién uniforme.

2.4.1. Aproximacién de minimo error cuadratico

En la aproximacién de minimo errror cuadratico el objetivo es minimizar
la integral del cuadrado de la diferencia entre f(z) y su aproximacion en un
intervalo [a, b], es decir, buscar el minimo de la expresion del error

b
€ :/ (f(z) — P(z))” dx. (2.3)
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Este proceso de aproximacion funcional equivale a la busqueda de la funciéon
perteneciente al espacio de senal definido por {®(z)} més proxima (en norma
Ls) alafuncién a aproximar f(x), es decir, minimizar (2.3) equivale a minimizar
la norma Ls. Definido asi el error, para obtener los n+1 coeficientes ay, de (2.2)
se deberéa resolver el sistema compuesto por las n + 1 ecuaciones normales

Oe
— =0, k=0,1,...,n. (2.4)
aa b b ) )
k
En ocasiones es interesante minimizar el error de forma ponderada, utilizan-
do para ello una funcién de peso, cuyo cometido seréd asignar distintos grados
de importancia al error de aproximacion en las distintas zonas del intervalo.

Definiciéon 2.10 (Funcioén de peso) Una funcion integrable, w(x), es una
funcion de peso en un intervalo I si w(x) > 0 para todo x en I y ademds w(x)
no es idénticamente nula en ningin subintervalo de I.

Asi, incluyendo en (2.3) la funciéon de ponderacion w(z) se obtiene una
expresion més general del error cuadratico:

b
e = [ wl@) (7@) - P@)? e

En este punto es conveniente introducir el concepto de ortogonalidad de
funciones, propiedad interesante ya que permite calcular la aproximacion de
menor error cuadratico aplicando

1 b
ap = — [ w(z)f(z)Px(x)dz,
Ak Jq
sin necesidad de resolver el sistema de ecuaciones normales (2.4).

Definiciéon 2.11 (Ortogonalidad) Dos funciones f(x) y g(x) son ortogona-
les en el intervalo [a,b] con respecto a la funcidn de peso w(x) si su producto
escalar es nulo, es decir, si

b
<ﬂm:/umwwwmw:o

Definicién 2.12 (Conjunto Ortogonal de Funciones) Se dice que el con-
Junto de funciones {®g,...,P,} es un conjunto ortogonal de funciones en el
intervalo [a,b] con respecto a la funcion de peso w(x) si

/abw(l')q)j(l')q)k(x)dx:{ 0, P4k

ar >0, j=k.

Si, ademds, o = 1 para cada k = 0,1,...,n, entonces se dice que el con-
junto de funciones es ortonormal.



2.4 Aproximacion 19

Algunos ejemplos de conjuntos ortogonales de funciones son:

Polinomios de Legendre, denotados por {P,(z)}, son ortogonales en
[—1, 1] con respecto a la funcion de peso w(x) = 1, siendo su valor

Po(z) =1,
P (z) =z,
Peii(z) = (2k + 1)aPy(z) — kPk_l(x)'

kE+1

Polinomios de Tchebycheff, son ortonormales en [—1, 1] con respecto a

la funcion w(z) = \/1177 Se denotan por {T},(x)} y se obtienen mediante

la recursion
To(z)
Ti(z) =
Tit1(z) = 22Ty (z) — Ti—1(x), k=2,3,...;

L

o bien, de forma explicita, segin la expresion

Ti(z) = cos (karccosz), k=1,2,....

Ademas de utilizarse como funciones base aproximadoras, estos polino-
mios se emplean para determinar la localizacion 6ptima de los puntos de
interpolacion (coincidiendo con las raices de los polinomios de Tcheby-
cheff) con el fin de obtener una solucion cercana a la aproximacion mini-
max.

Polinomios de Hermite, { H,(z)}, son ortonormales en (—oo, 00) con

2
respecto a w(zx) = e %,
Ho(I) = 1,
Hy(z) = 2z,

Hyy1(x) =2xHg(z) — 2kHp—1(x), k=1,2....

Polinomios Trigonomeétricos, son ortonormales en [—7, 7] con respec-
to a la funcién w(x) = 1. Se denotan por {®,(x)} y siguen la expresion

(I)O(I) - 15
1
Op(z) = —=coskx, k=1,2,...,n,
LS
1
D,ik(x) = —=sinkz, k=1,2,...,n
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Dada una funcion f(z) continua en [—m, x|, la aproximacion de me-
nor error cuadrético usando los polinomios trigonométricos es Sy, (x) =
Ziisl ar Py (x). En el limite, cuando n — oo, S, () es el desarrollo en
serie de Fourier de f(z), de trascendental importancia en el &mbito del
procesado de senal.

Funciones Sinc, el conjunto de funciones sinc (z — k) es ortonormal en
(—00,00) con respecto a w(z) = 1, siendo

sinc(x—k)—m%)k» keZ.

Este es el conjunto de funciones base definidas en el Teorema de Muestreo.

2.4.2. Aproximacién uniforme o minimax

En la aproximacion uniforme se minimiza el valor maximo de la distancia
entre la funcion a aproximar, f(x), y la solucién en un intervalo [a, b], es decir,
se minimiza la expresién del error

£ = méx |f(z) - P(z)|,
z€[a,b]

lo que equivale a minimizar la norma L.,. Habitualmente, este tipo de apro-
ximacion también es conocida como aproximaciéon de minimo error maximo o
aproximacién minimax.

Desde el punto de vista del procesado de senal, la norma L3, que se corres-
ponde con la aproximacion de menor error cuadratico, es la més utilizada a la
hora de comparar el parecido entre sefiales (principalmente porque de su defi-
nicién se derivan expresiones analiticamente tratables). No obstante, la norma
Lo, que define la aproximaciéon uniforme, también tiene gran interés, pues
proporciona una medida del valor méximo de la diferencia entre dos senales.

Dada una funcién continua, la existencia de una aproximacion uniforme tan
buena como se desee esta asegurada por el teorema de Weierstrass (Teorema
2.2), aunque su obtencion no resulta, en general, sencilla. De hecho, en la prac-
tica se recurre a soluciones suboptimas, entre las que la mas utilizada es, sin
duda, la aproximacién basada en la interpolacién en los puntos de Tchebycheff,
como establece el siguiente teorema ([Cheney82] y [Davis75]):

Teorema 2.4 (Fejér) Sean x1,x3,...,x, los ceros del polinomio de Tcheby-
cheff de orden n, T, (z), es decir, {xj = cos (%w)} Sea f(x) continua en
[-1,1] y P,(x) un polinomio de grado n tal que P,(zy) = f(xx). Entonces

limp—ooPpn(x) = f(x) uniformemente en [-1,1].
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El concepto fundamental de este teorema es que la aproximacion en los
puntos de Tchebycheff proporciona un polinomio muy proximo al polinomio
minimax, el cual, de entre todos los polinomios de orden n, es el que presenta
la menor desviacién maxima respecto a la funciéon deseada. El procedimien-
to préactico [Press89] consiste en obtener los N coeficientes interpolatorios de
Tchebycheff, c; con j =1,..., N , tales que

9 N
Cj = N Z f(xk)ijl(Ik)a

k=1

de tal manera que la féormula de aproximacién

> 1
fz) = [Z Ckal(x)‘| — 30 (2.5)
k=0

es exacta en puntos de z correspondientes a los N ceros de T (z). Esta so-
lucién obtenida no tiene que ser, necesariamente, la mejor aproximacion de
orden N de la funcién f(x) en el sentido minimax. Pero si suponemos N sufi-
cientemente grande, entonces, en virtud de Teorema 2.4, la expresion en (2.5)
es virtualmente una aproximacion perfecta de f(z).

El hecho de que los coeficientes ¢ decrezcan rapidamente, lo cual es el
caso tipico, provoca que, al truncar la aproximaciéon a m < N términos, el
error esté dominado por el término ¢;,+17m(z), una funcién oscilatoria con
m + 1 valores extremos distribuidos uniformemente en el intervalo [—1, 1]. De
ahi que la aproximacion de Tchebycheff se encuentre muy proxima a la mejor
aproximacion uniforme, que presenta la caracteristica de ser equioscilante.

2.5. Interpolacién

Las técnicas de interpolacién tienen por objeto la bisqueda de una funcién
que pase por una serie de puntos dados. La existencia o no de una funcién
(senial) subyacente de la que provienen los datos (muestras) dependera de cada
aplicacién concreta, pero es claro que el conocimiento de cierta informacién
relativa al comportamiento deseado de la solucién entre los puntos de inter-
polacion (ya sea por las caracteristicas propias de la sefial subyacente o por
suposiciones relativas a qué es lo que se considera como buen comportamiento
de la solucién) resulta de gran importancia a la hora de seleccionar la técnica in-
terpolatoria a usar. Dicho de otra forma, sin esa informacion todas las técnicas
interpolatorias proporcionan resultados validos, pasando a marcar diferencias
aspectos referentes a la implementacion practica.
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2.5.1. El Teorema de Muestreo

En 1949, C. E. Shannon publicé el articulo “Communication in presen-
ce of noise”, sentando las bases de la teoria de la informaciéon [Shannon49,
Shannon98|. Con el fin de formular su teoria, era necesario un mecanismo que
permitiera convertir una senal continua analégica en una secuencia de nimeros,
lo que le condujo a establecer el clasico teorema de muestreo, basandose, en
gran medida, en el trabajo previo de H. Nyquist® | Nyquist28]:

Teorema 2.5 (Teorema de Muestreo) Una funcion f(x) que no contenga
frecuencias iguales o superiores a wmay(Tad/s) queda completamente determi-
nada dado su valor en una serie de puntos equiespaciados T = T /wmaz (S).

Como complemento al Teorema de Muestreo, la férmula de reconstruccién
(interpolacion)

fla) =" f(kT)sinc(z/T — k), (2.6)

kEZ

permite obtener la funcion original, f(z), a partir de sus muestras equiespacia-
das, f(kT). Dicha reconstruccion sera exacta si y solo si la senal original esta
limitada en banda, es decir, si su frecuencia maxima es wyqy < /T, siendo
este limite conocido como la frecuencia de Nyquist.

2.5.2. Técnicas de interpolacién polinémicas

Como se recoge en [Meijering02], los polinomios se han utilizado desde an-
tiguo para interpolar datos . Quiza sea la interpolacién de Lagrange la maés
comun de todas estas técnicas (basada en los trabajos previos de Newton y
Waring), mientras que la interpolacién de Hermite se aplica de forma habitual
cuando se busca un polinomio que interpole tanto el valor de una funcién como
sus derivadas.

El problema de la interpolacién polinémica de Lagrange consiste en:

Definiciéon 2.13 (Interpolacion de Lagrange) Dada una funcion real f(z)
definida en [a,b] y n + 1 puntos distintos xo,x1,...,2, en dicho intervalo,
determinar un polinomio P, € P, tal que

Pn('rk):f(’rk)7 k:1a27"'7n'

3El propio C. E. Shannon recoge en su articulo las contribuciones de M. Whittaker
[Whittaker29], H. Nyquist [ Nyquist28] y D. Gabor [Gabor46]. En [Jerri77| se cita una serie
de autores que, ademas de los ya comentados, llevaron a cabo con anterioridad trabajos rela-
tivos a la teoria del muestreo, como A. L. Cauchy, W. L. Ferrar [Ferrar27] y V. A. Kotelnikov
[Kotelnikov33]
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El problema de interpolacion de Lagrange tiene solucion tnica de la forma

n

> f(@R) Log(@), (2.7)

k=0

5
5
S~—
I

donde el k-ésimo polinomio de Lagrange de orden n es

Lmk(x):H;k__;Z_, k=0,1,...,n, (2.8)
i=0 v
ik

y el error de interpolacién se puede expresar como

ft () s
Y i C) & — ), (2.9)
(n+ D! e Eo

e(x)

siendo £(x) un punto del intervalo [a, b].

La aplicacion directa de (2.7) y (2.8) plantea dos problemas: el primero
de ellos es de precisiéon numérica, mientras que el segundo consiste en que los
calculos realizados para la obtencion del polinomio interpolador de grado n no
pueden ser utilizados para obtener el polinomio interpolador de grado n + 1.
Ambas cuestiones se solventan utilizando el algoritmo de Neville [Press89],
que se basa en la construccién recursiva de polinomios de grado creciente que
interpolan en mas puntos cada vez.

2.5.3. Divergencia de la interpolacién polinémica

A la vista del teorema de Weierstrass, es habitual utilizar técnicas interpola-
torias en aproximacién funcional. Por ejemplo, es posible realizar la aproxima-
ci6on minimax de una funciéon mediante la interpolacién polinémica de ciertas
muestras de dicha funcién. Sin embargo, esta metodologia puede conducir a re-
sultados que divergen conforme se incrementa el grado del polinomio (el nimero
de puntos de interpolacion). De hecho, existen muchos ejemplos en la litera-
tura [Isaacson66, Cheney82] que demuetran que la interpolacién Lagrangiana
diverge,* incluso cuando se emplean puntos de interpolaciéon no equiespaciados
(por ejemplo, en los puntos de Tchebycheff). Este fenomeno de no convergen-
cia puede considerarse como una manifestacion del caracter oscilatorio de los
polinomios [Schumaker81]. Si los polinomios son forzados a seguir una curva
en un intervalo, entonces responderan oscilando, efecto éste que se torna mas
notorio conforme aumenta el grado del polinomio. Para érdenes bajos puede
ser aceptable pero, desafortunadamente, es preciso utilizar polinomios de alto

4Por ejemplo, Runge propuso la funcion (z2 4+ 1)~! en el intervalo [—5,5]; y Bernstein |z|
en [—1,1].
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orden con el fin de obtener una alta precision. Desde otro punto de vista, la
escasa flexibilidad y el caracter oscilatorio de los polinomios se debe a una de
sus caracteristicas, que previamente ha sido considerada como una virtud: los
polinomios son suaves. De hecho, son demasiado suaves como para “seguir’ a
ciertas funciones. En concreto, del estudio del error de aproximacién polindémica
se deduce que, si las derivadas de la funcion a aproximar crecen rapidamente,
el error de aproximacion crecerd conforme aumenta el grado del polinomio.

En definitiva, el teorema de Weierstrass no puede utilizarse para justificar
la aproximacion polinémica basada en la interpolacién en ciertos puntos de la
funcién objetivo. Por otro lado, dificilmente la senal, o funcién, o el fenémeno
fisico subyacente, posee las caracteristicas de un polinomio de alto orden, lo
cual también induce a considerar otro tipo de técnicas interpolatorias.

2.5.4. Splines

En las secciones anteriores se ha constatado que para una aproximacion
precisa son necesarios polinomios de grado relativamente alto, lo cual plantea
serias desventajas debido a su comportamiento oscilatorio. Sin embargo, tal y
como ya se comentd en el Apartado 2.3.1, los polinomios poseen una serie de
virtudes que animan a su utilizacién como interpoladores-aproximadores.

Los splines surgen como una técnica que utiliza polinomios aprovechando
sus indudables ventajas a la vez que solventa la problematica de su divergen-
cia. El procedimiento béasico consiste en dividir el intervalo en un conjunto de
subintervalos y construir un polinomio distinto (y de grado relativamente bajo)
en cada uno de ellos; es decir, se trata de una interpolacion/aproximacion poli-
némica a tramos (piecewise polinomial). La interpolacion a tramos mas simple
es la interpolacion lineal a tramos (piecewise linear) consistente en unir un
conjunto de puntos mediante una serie de segmentos rectos. Esta aproximacién
por funciones lineales ofrece la desventaja de la no derivabilidad en los extre-
mos de los subintervalos, es decir, la solucién no es “suave”. Para solventarlo se
podria optar por llevar a cabo una interpolaciéon de Hermite en cada uno de
los subintervalos, fijando el valor de las derivadas en los nodos hasta un orden
adecuado. Sin embargo, esto requeriria del conocimiento del valor en los nodos
de las derivadas de la funcién a aproximar, lo cual no siempre es posible.

La interpolacién mediante splines es un tipo de interpolaciéon polinémica a
tramos consistente en aplicar un polinomio interpolatorio de grado m en cada
subintervalo (esto es, cada uno de ellos une dos nodos consecutivos) de manera
que los m — 1 grados de libertad sobrantes pueden ser utilizados para forzar la
continuidad de las derivadas hasta orden m — 1. Existe gran cantidad de lite-
ratura relativa a los splines [Schoenberg46, Ahlberg67, Boor78, Schumaker81,
Dierckx95]. Una definicion formal de spline puede expresarse de la siguiente
forma [Dierckx95]:
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Definicién 2.14 Dada una funcién f(x) definida en [a,b] y un conjunto de
nodos a = xg < 21 < -+ <z, = b, S(x) es una funcidn spline de orden m si
cumple con las condiciones siguientes:

1) En el subintervalo [xj,xj+1], para cada j = 0,1,...,n — 1, S(z) es un
polinomio de orden m y se denota S;(x).

11) S(z;) = f(z;) para cada j=0,1,...,n—1.
I11) S](i)l(xj)zsj(k)(xj) para cada 5 =0,1,....n—1yk=1,...,m—1.

Un resultado destacable, debido a I. J. Schoenberg [Schoenberg46], consiste
en el hecho de que todo spline de orden m puede ser expresado como combina-
cién lineal de ciertas funciones base

n+m—1

S@)= > cilBim(x), (2.10)

1=—m-+1

siendo B, (z) la denominada funciéon B-spline (funciéon base spline o funcion
spline basica) de orden m asociada a los nodos z;, ..., Z;1m, cuyo valor es

& (Tt — ;)T
Bism (2) = (Titm+1 — 24) T )
3=0 T (witj — itr)
k=0
o

en cuya definicién aparece la funcién potencia truncada:

0, z < c.

Conviene hacer notar que en (2.10) es imperativo introducir 2(m — 1) nodos
adicionales (concretamente x_,,41,...,2_1 < b a la izquierda del intervalo y
Tnt1,- -+, Tntm—1 > a a la derecha) con el fin de hacer dicha representacion
tnica. En funcién de la eleccion de dichos nodos adicionales nos encontraremos
ante diversas condiciones de frontera (periddica, especular, libre,...).

Entre las propiedades de las bases spline se encuentran:

» Positividad:
Bim (x) >0, V.

= Soporte finito:
61‘#” ($) = 07 X ¢ [xi; zier]-
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Valores de frontera:

B (2:) = B (wigm) =0, 1=0,...,m—2.

Recursion [Boor78|:

r — Z; Litm — T
i,m = —Pim— ——Dit1,m— ; (211
Bim (x) P—— xiﬁ, 1 () + P $i+1ﬁ+17 1(z); (2.11a)
1u HAS [miaxi-‘rl];
Bia (z) = (2.11b)
0, z=¢ [z mit1)-

» Derivacion:

/Gi,mfl (93) _ ﬂi+1,m71 (93)

Titm—1 — T4 Tipm — Ti41

)

B () = (m — 1) [

Particion de la unidad en el intervalo [a, b]:

n+m—1

S Bim(@) =1, zelab].

i=—m-+1

Una propiedad de las funciones spline de gran importancia surge del si-
guiente teorema:

Teorema 2.6 De todas las funciones, g(x), con derivada seqgunda continua que
interpolan a una funcion f(x) en los puntos a =21 < a2 < ...<xp_1 <x, =
b, la funcion spline cibica es la inica que minimiza

/ab (g(z)(m)>2 dx. (2.12)

Demostracion 2.1 La demostracion de este teorema se puede encontrar en
[Boor78].

Se trata de la propiedad de la interpolacién spline cibica para proporcionar
la interpolaciéon mas suave, puesto que (2.12) puede ser considerada como una
aproximacion de la energia de tension (strain energy). Este hecho constituye
una de las razones que han impulsado su utilizacién en numerosas aplicaciones;
e, incluso, ha motivado su nombre, pues el spline cibico aproxima la posicién
de una tira flexible (o de una curva a mano alzada o draftman’s spline) que se
fuerza a pasar por unos puntos dados.

Entre las aplicaciones de los splines en el tratamiento de senal, sin duda
son aquellas relacionadas con el procesado de imagen las que mayor impacto
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han tenido, gracias en gran medida a los trabajos de M. Unser. En concreto, y
tal y como se describe en [Unser99], los splines se emplean en aplicaciones de
transformacion geométrica de imagenes, ampliacién, compresién, procesamien-
to multiescala, detecciéon de bordes y contornos, etc.

Hasta nuestros dias, los splines no se han empleado con igual intensidad en
el resto de areas del procesado de senal. Entre las excepciones se encuentran
aplicaciones relativas al disefio de filtros [Pang94]; el muestreo spline en siste-
mas de adquisicion no ideales [Unser94] y sistemas multicanal|Unser98]; y la
generacion de seniales spline cuadraticas [Kamada95] aplicada a la reproduccion
de sonido de alta fidelidad.

A modo de resumen, se enumeran alguna de las ventajas més importantes
de la representacion de funciones mediante combinacion lineal de B-splines
[Unser97, Unser99, Neubauer04]:

= El soporte finito de las funciones B-spline posibilita una evaluacién exacta
de la senal a partir de los coeficientes de la expansion, en contraste con el
soporte infinito de la funcion sinc(z) asociada al Teorema de Muestreo.

= La representacion spline de una sefial es computacionalmente mas eficien-
te que las técnicas basadas en la funcion sinc(x).

= La representacién spline engloba la representaciéon basada en la funcién
sinc(z), pues este tltimo es el caso particular para splines de orden infinito
[Unser92].

= La funcién B-spline de orden m es derivable hasta orden m.

= La integracion y derivaciéon de funciones spline se realiza de forma sencilla
a partir de los coeficientes de la expansion y mediante simples manipula-
ciones de funciones B-spline.

= Los splines cubicos (es decir, de orden m = 3) poseen la propiedad de
minima curvaturae o, de forma equivalente, de mdzima suavidad.

La principal desventaja de la representacién spline es su no invarianza res-
pecto a desplazamientos no enteros de las senales. En esta linea, en los tltimos
anos han aparecido diversos trabajos que evaltan el error producido por dichos
desplazamientos [Blu99a, Blu99b, Wang00, Neubauer04].

2.5.4.1. Algoritmo de interpolacién spline

Para interpolar mediante una funcién spline una serie de datos es preciso
llevar a cabo dos procedimientos. El primero de ellos, conocido como problema
directo, consiste en obtener los coeficientes spline de la combinacion lineal da-
da por (2.10). El segundo, llamado problema indirecto, consiste en evaluar la
funcién spline en los puntos necesarios.
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Respecto al segundo de los problemas, el indirecto, y debido al soporte
compacto de las bases splines, la evaluaciéon de la funcién spline en un punto
x € [x;,2; + 1) se lleva a cabo mediante la suma

Sy =Y ilBim(z), (2.13)

i=j—m+1

que depende Unicamente de m + 1 coeficientes y de los valores de las m + 1
bases splines, que pueden ser calculados muy eficientemente (y de forma estable)
mediante (2.11). Esta es una de las grandes virtudes de la representacion spline,
en contraste con el soporte infinito de la funcién base del Teorema de Muestreo
(2.6). Por ello, la representacion de una senal en el espacio spline es més eficiente
computacionalmente que su representacion basada en la funcion sinc(x).

Para la obtencién de los coeficientes splines, problema directo, se pueden
plantear dos estrategias diferentes. Originalmente la solucién del problema di-
recto se basada en inversion y multiplicacién matricial [Schoenberg46, Boor78|.
En dichas referencias se aprovecha el soporte compacto de las bases spline que
intervienen en la representacion spline (2.13), pues este hecho provoca que las
matrices asociadas al problema tengan caracteristicas de banda (anicamente las
m diagonales centrales son no nulas), posibilitando la utilizacion de algoritmos
eficientes como la eliminacion Gaussiana o la factorizacion LU [Golub89].

Quizé haya sido este enfoque matemaético el que, durante afios, ha limitado
la aplicacion de los splines en el ambito del procesado de sefial. Sin embargo,
los trabajos desarrollados por M. Unser [Unser93a, Unser93b], en los que se
particularizaba la teoria spline para conjuntos de nodos equiespaciados y se
proponian técnicas para determinar los coeficientes spline mediante filtrado
lineal, posibilitaron y promovieron la utilizacion de los splines en el mundo del
procesado de senal.

En efecto, si se consideran nodos equiespaciados, es decir, si z,, = n,Vn € Z,
y los valores de la funcién a interpolar en esos puntos son f[n]= f(x)|,_,,,
entonces la representacion spline (2.10) resulta

S(x) =Y c[n]fm (x —n), (2.14)
nez

donde la base spline, 3, (z), idéntica en todos los intervalos, obedece a la

expresion
1" fm+1 :  om+1\"
CEE-> M G S CEF R I
et Jj .
A la vista de (2.14), se puede interpretar la expansion spline como la con-

volucién de los coeficientes spline, ¢[n], con la funcion base spline, 3, (z), re-
sultando éste el punto de conexién entre la teoria spline y el procesado de
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senal. Asi, es evidente que los coeficientes spline que verifiquen la condicién de
interpolacion dada en la Definicion 2.14.2 se obtienen mediante filtrado inverso

donde (by,)~![n] es el filtro inverso de la base spline de orden m discretizada,
es decir,

(bM)il 1] < 1/Bim(2),

siendo by, [n] el ntcleo spline discreto

neZ

Por lo tanto, la solucién al problema directo, es decir, el calculo de los
coeficientes spline, se puede llevar a cabo mediante el filtrado de las muestras
de la funcion (o, mejor, de la senal) con el denominado filtro directo spline,
(by) ~Y[n], un filtro todo polos que puede ser implementado muy eficientemente
utilizando una conexion en serie de filtros recursivos [Unser93b]. Este es el
procedimiento que se utilizara a lo largo de esta Tesis, proporciondndose una
descripcion mas detallada del mismo (y del método matricial alternativo) en el
Capitulo 4.

2.5.4.2. Spline suavizado o regularizado

Cuando los datos de partida son ruidosos, un ajuste perfecto (es decir,
la interpolacion) puede no ser deseable, pues podria provocar sobreajuste u
oscilaciones. Una solucién consiste en relajar la restriccién interpolatoria en la
Definiciéon 2.14.1 y buscar la funcion spline, S(x), que minimice

S () = Sl +A

j —o0

oo

(S<m> (z)) ’ de. (2.15)

Este es un problema regularizado de minimos cuadrados en el que el primer
término cuantifica el error entre el modelo, S(x), y los datos, f(x;), mientras
que el segundo término impone una restriccién de suavidad sobre la solucién.
La eleccién de un valor concreto del factor de regularizacién A depende de
la informacion disponible a priori: en base al conocimiento de la varianza de
ruido en los datos, o de la suavidad de la funcién original (si es que es conoci-
da). La solucion al problema planteado en (2.15) se denomina spline suavizado
(smoothing spline), pues lleva a cabo un suavizado de los datos.
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2.6. Muestreo y reconstruccién en espacios de
Hilbert

Muestreo es el proceso consistente en representar funciones de una variable
continua mediante secuencias de niimeros. En este sentido, el Teorema de Mues-
treo (Teorema 2.5) proporciona el enfoque clasico de procesado de senal a este
problema; mientras que otras técnicas de interpolacion (o, de forma equivalente,
de muestreo y reconstruccion), entre las que se encuentran la interpolacion de
Lagrange, de Hermite y las basadas en splines, no han encontrado, hasta el mo-
mento, una amplia difusién en el tratamiento de senal. Es evidente que existen
puntos en comun entre las diversas técnicas, y que es deseable un marco formal
que las englobe. En esta seccion se revisa el Teorema de Muestreo con el fin de
enunciarlo en términos de espacio de senal y de proyecciones para, posterior-
mente, presentar un marco general de muestreo y reconstruccién en espacios de
senal invariantes con los desplazamientos. En todo caso, se considerard tnica-
mente muestreo de tipo uniforme, en el que las muestras se toman a intervalos
equiespaciados. Asi mismo, se utilizara como variable independiente el tiempo,
denotado por ¢t (n para el caso de la variable independiente discreta), con el
fin de emplear una notacién propia de procesado de senal. Existen numerosas
referencias en los dltimos anos relativas a estos conceptos que han supuesto un
enorme impacto en el area del procesado de senal, encontrandose entre las més
destacadas [Jerri77, Higgins96, Unser98, Unser00, Vaidyanathan(0la].

2.6.1. Revision del Teorema de Muestreo

El Teorema de Muestreo establece que una funcién limitada en banda, x(t),
resulta completamente caracterizada por sus muestras, z[n], tomadas a una
determinada frecuencia [Shannon49, Jerri77]. Junto con el procedimiento de
muestreo de la senal continua, del teorema también se desprende el método
de reconstruccioén, que posibilita la recuperacion, sin error, de la senal original
a partir de sus muestras. Este teorema es aplicable siempre que la senal sea
limitada en banda. En caso contrario, la practica habitual consiste en aplicar
un filtro paso bajo previo al muestreo con el fin de evitar el solapamiento espec-
tral. La solucién optima es el filtro paso bajo ideal (con respuesta frecuencial
H(Q) = rect(QT) y respuesta al impulso h(t) = sinc(t/T)/T) que elimina com-
pletamente el solapamiento sin introducir distorsién en la banda de interés.
En este apartado se proporciona una interpretacién geométrica en el espacio
de Hilbert del paradigma de muestreo tradicional. Para comprender este nuevo
punto de vista se considera, por simplicidad notacional, un periodo de muestreo
unidad, T' =1, y se trabaja con senales pertenecientes al espacio de Hilbert Lo
consistente en todas las funciones cuadraticamente integrables en el sentido de
Lebesgue (es decir, las senales de energia finita). La correspondiente norma Lo



2.6 Muestreo y reconstruccién en espacios de Hilbert 31

es

b 1/2
()] = (/ Il‘(t)lzdt> = V{a(t), 2(t)) = VEnergfa(a(1)),

inducida por el producto interno Lo

(@l u®) = [ oy
—0o0

Si se supone que la senal que se desea muestrear pertenece a Lo, un espacio
de senal considerablemente mas amplio que el subespacio de las senales limi-
tadas en banda (al que denotaremos por V') entonces seréd necesario llevar a
cabo cierta aproximacion para representar una senal no limitada en banda en
el espacio limitado en banda V. Haciendo una analogia, Ly es a V' 1o que R (los
nameros reales) es a Z (los enteros).

La naturaleza discreta de V' se manifiesta claramente si se reescribe (2.6)

con T' =1 como
z(t) = clnlp(t —n),
newz

siendo (t — n) = sinc(t — n) las funciones base y ¢[n] ciertos coeficientes. Es
sencillo comprobar que las funciones base son ortonormales, pues

oo
(p(t —n), ot —k)) = / o(t —n)p(t — k)dt = sinc (n — k) = d[n — k].
—o0

Esta propiedad ortonormal simplifica enormemente la implementacion del
proceso de aproximacion consistente en proyectar una sefal z(t) € Lo sobre el
espacio V. En concreto, se define el operador proyeccion ortogonal Py : Ly — V

como
Py(w(t) = 3 (@(t), ot — n) olt — n), (2.16)
neZ

donde el producto interno c[k] = (z(t), o(t — k)) representa la contribucion de
la senal z(t) segun la direccion representada por ¢(t — k). Por lo tanto, debido
a la ortogonalidad de las funciones base, este problema de aproximacién se
encuentra desacoplado; es decir, es posible evaluar la contribucién de la senal
segln la direccién de una de las funciones base independientemente de las
demas. El teorema de proyeccion [Kreyszig78| asegura que esta operacion de
proyeccién estd bien definida y que proporciona la aproximacién con menor

error de z(t) en V, es decir,

() = Py (2(t)) = arg min [a(t) —y(0)]*.
y(t)eVv

El producto interno en (2.16) es equivalente a filtrar la sefial de entrada con
el filtro paso bajo ideal y muestrear posteriormente. De forma mas genérica,
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Y onez 0t —n)

Figura 2.2: Esquema de muestreo y reconstruccion dictado por el Teorema de
Muestreo, donde h(t) = ¢(—t) = ¢(t) = sinc(t) [Unser00].

cualquier combinacién de prefiltrado y muestreo puede ser reescrita en términos
de productos internos

(h(t) * 2(t)] =y = /I(t)h(n — t)dt = (z(t), h(n — 1)) ;

es decir, las funciones de analisis, h(n — t), se corresponden con versiones des-
plazadas e invertidas de la respuesta al impulso h(t) (que puede ser arbitraria).
En el caso del Teorema de Muestreo, resulta que h(t) = h(—t) = sinc(t) y que
h(t) * 2(t) representa la version filtrada paso bajo ideal de la senal z(t).

En resumen, el paradigma del Teorema de Muestreo con un prefiltro pa-
so bajo ideal coincide con la aproximacion Z(t) = Py (x(t)), que resulta ser
la proyeccion ortogonal de la senal de entrada sobre V' (el espacio de las se-
nales limitadas en banda). En otras palabras, Z(t) es la aproximacion mini-
mo cuadratica de z(t) en V. A la luz de esta interpretacion geométrica, es
obvio que z(t) € V si y solo si z(t) = Py(x(t)). Finalmente, y tal como re-
presenta el esquema de la Figura 2.2, el esquema de muestreo-reconstruccion
puede contemplarse en tres etapas: primeramente, la senal continua de entra-
da, x(t), es prefiltrada con un filtro antisolapamiento con respuesta al impulso
h(t) = p(—t); seguidamente, el proceso de muestreo proporciona la represen-
tacion discreta c(t) = > ., c[n]o(t — n); y, por ultimo, la sefial reconstruida
T(t) = >, czcln]p(t —n) se obtiene mediante el filtrado de c(t) con el filtro
©(t). En caso de trabajar de acuerdo al Teorema de Muestreo, tanto el prefiltro
como el postfiltro son paso bajo ideales, h(t) = ¢(t) = sinc(t).?

Si la funcién a procesar no esté limitada en banda, por ejemplo, si z(t) per-
tenece a Lg, el procedimiento consiste en utilizar un prefiltro (filtro paso bajo
ideal) que evite el solapamiento espectral (como muestra la Figura 2.2). De esta
forma, la sefial reconstruida, Z(¢), no es mas que la proyeccion ortogonal de x(t)
en el subespacio de las funciones limitadas en banda, lo que sugiere interpre-
tar el Teorema de Muestreo como si de un procedimiento de aproximacion se
tratara. Este punto de vista conduce a la formulacién de la teoria de muestreo

5Sin embargo, desde un punto de vista més amplio, los filtros pueden elegirse libremente sin
maés que considerar la restriccion de biortogonalidad, es decir, (p(t — n), h(k —t)) = d[n — k],
tal y como se comentara posteriormente.
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de los splines de menor error cuadratico [Unser92], asi como de un conjunto de
senales més amplio, las generadas mediante traslaciones enteras de una base
o nucleo generador, ¢(z) [Aldroubi94]. De forma similar, Ogawa desarrolla su
teoria de muestreo generalizada para aproximar funciones en espacios vecto-
riales de dimension finita [Owaga86]. El principio de aproximacion funcional
con minimo error (proyeccion ortogonal) es utilizado también en la teoria de
wavelets. Todas estas representaciones comparten la caracteristica de que los
coeficientes discretos de la expansion se obtienen mediante el producto inter-
no (convolucién) de la funcion (senial) de entrada, x(¢), y una funcion (filtro)
de analisis apropiado; lo que es equivalente a prefiltrar la senal y muestrearla
posteriormente. De esta formulacion se ocupa el siguiente apartado.

2.6.2. Muestreo en espacios invariantes frente a despla-
zamientos

Es posible ampliar el marco descrito en la seccién anterior para incluir otras
clases de funciones generadoras. A pesar de que es posible considerar cualquier
conjunto arbitrario de senales como funciones base, es deseable obtener un
esquema de muestreo y reconstruccion que resulte practico y que mantenga el
principio de invarianza ante desplazamientos del Teorema de Muestreo. Esto
se consigue reemplazando la funcion sinc(t) por una funcion generadora, p(t),
que define su propio espacio de senal

V(p) = {s(t) = Z c[nlep(t—mn) : cn] € lg} .

n=¢EZ

Esto significa que cualquier funcion s(t) € V(y) puede expresarse como
combinacion lineal cuyos coeficientes, c[n], no tienen que ser necesariamente
las muestras de la senal; es decir,

s(t) = Z c[nle(t —n). (2.17)

nez

Por otro lado, la funcién generadora o(t) puede ser distinta de sinc(t), es
maés, es posible trabajar con funciones mas simples y mas eficientes desde el
punto de vista computacional (por ejemplo, las bases spline).

Para que este modelo de representacion de senales tenga sentido es necesario
imponer al menos tres condiciones [Unser00|. En primer lugar, la secuencia de
coeficientes debe poseer energia finita; es decir, ¢[n] € la:

> L]l = lellf, < oo;

neZ
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y, en segundo lugar, la representacion (2.17) tiene que ser estable y no ambigua.
Estas dos primeras condiciones son equivalentes a que la familia de funciones
{p(t —n)}, oy forme una base de Riesz del espacio V(¢p).

Definicién 2.15 (Base Riesz) El conjunto de senales {p(t —n)}, o, es una
base de Riesz si existen dos constantes estrictamente positivas 0 < A, B < 400
tales que

2
Veln] €, Allellf, < ||D_ elnle(t —n)|| < Bllell7,, (2.18)
nez
0, de forma equivalente, si
A< |®(Q - 2nk)|* < B, (2.19)

kEZ
donde ®(Q2) = TF {p(t)}.

Una consecuencia directa de la desigualdad inferior de (2.18) es que si la
sefal es nula (s.(t) = >, c[n]p(t —n) = 0) entonces necesariamente los coefi-
cientes, c[n], deben ser nulos. Por lo tanto, las funciones base son linealmente
independientes, lo que también significa que toda sefal s(t) € V(p) esta to-
talmente determinada por sus coeficientes c[k] € l. La cota superior de (2.18)
implica que la norma Lo de la senal s(t) es finita, por lo que V (¢) es un subes-
pacio valido de Lo. Notese que las bases son ortonormalessiy sélosi A = B =1,
en cuyo caso existe una equivalencia entre la norma en el dominio continuo y
la norma en el dominio discreto (relacién de Parseval).

Es preciso imponer una tercera y ultima condicién a la funcién generadora,
counsistente en que (2.17) sea capaz de aproximar cualquier senal de forma tan
precisa como sea necesario sin mas que seleccionar un periodo de muestreo sufi-
cientemente pequenio. Como se demuestra en [Unser00], esta condicion equivale
a que las funciones base formen particion de la unidad.

Definicion 2.16 (Particion de la unidad) El conjunto {¢o(t —n)}, o, for-
ma particion de la unidad si

Z(p(t—n)zl, ViteR.

neZ

En la practica, esta ultima condicién es la més dificil de cumplir en la
bisqueda de funciones generadoras. Ejemplos de funciones base admisibles son
la propia del Teorema de Muestreo, sinc(t); las funciones base spline, 3 (t); y
las funciones de escala de la teoria de wavelets.

El siguiente paso consiste en obtener los coeficientes c[n] en (2.17) de forma
que el modelo de senal sea una representacién adecuada de una senal de entrada
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x(t) € Lo. La solucién 6ptima, en el sentido de menor error cuadratico, es la
proyeccién ortogonal dada por

Py (o) (@(®) = 3 (1), (t = n)) (t =), (2:20)

neEZ

donde S% (t — n) es la funcion base dual de ¢(t — n). Esta expresion es muy
similar a (2.16) salvo por el hecho de que las funciones de anélisis y sintesis

[e]

(¥ (t —n) y ¢(t — n), respectivamente) no son idénticas. El conjunto de bases
duales

{57 (t — n)}nEZ con ¢ (t—n) € V(p)

es Unico y queda determinado por la condicién de biortogonalidad

<<§’> (t —n), ot — k)> — 5[n — K],

De hecho, las funciones base duales pueden evaluarse de forma simple en el
dominio de la frecuencia como

()

LA S YR

(2.21)

siendo @ (Q) =TF {&7 (t)} y ®(Q) = TF {©(t)}. Noétese que la condicion de
base de Riesz (2.19) garantiza que esta solucion siempre esté bien definida.
De forma similar a lo comentado en la interpretacién geométrica del Teo-
rema de Muestreo, el algoritmo de muestreo y reconstruccion dado por (2.20)
admite una interpretacién basada en conceptos de procesado de senal, tal y
como muestra la Figura 2.3.a. En efecto, el procedimiento es similar al dictado
por el Teorema de Muestreo excepto por el hecho de que el filtro de andlisis

(filtro antisolapamiento) 6ptimo en el sentido de minimos cuadrados, @ (1),

z(t) | Z(t) z(t) Z(t)
— 51 —?— o) —— —?— olt)

3, 0(t—n) a0t —n)
(2) (b)

Figura 2.3: Esquemas de muestreo: a) aproximacién minimocuadratica; b)
interpolacion.
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queda completamente especificado por la eleccion de la funcion generadora (o
filtro reconstructor), ¢(t); pues su respuesta frecuencial viene dada por (2.21).
Si ¢(t) fuera ortonormal, entoces él mismo seria su propia funcion de analisis

(es decir, ¢ (t) = ¢(t)), por lo que el prefiltro poseeria una respuesta al impul-
S0 consistente en una inversién temporal del filtro reconstructor. En cualquier
caso, esta condicion de ortonormalidad sélo se cumple en ciertas ocasiones (por
ejemplo, al considerar como funcion generadora la funcién sinc(t), o la funcion
pulso rectangular de duracion unitaria), aunque en otras muchas no ocurre, sin
perder utilidad por este motivo (un ejemplo evidente son las funciones base
spline).

En definitiva, una base generadora, ¢(x), define el subespacio de senal des-
tino y determina de forma univoca cuél debe ser el prefiltro, @ (z), a aplicar a
la senal, de forma que, si ésta no pertenece al subespacio considerado, el error
cuadréatico que se cometa sea el menor posible. Si el prefiltro no es el adecuado
apareceran errores adicionales en forma de distorsion y solapamiento (aliasing).
En este sentido, si no se utiliza prefiltro estaremos ante una situacién de inter-
polacion estricta (Figura 2.3.b), de tal manera que, si la senal 2(¢) no pertenece
al subespacio definido por la funcion generadora, el resultado no sera el éptimo,
es decir, existira otra sefial perteneciente al subespacio V,, mas proxima a z(t)
que la obtenida mediante la interpolacién de sus muestras.

2.7. Modelado

El problema del modelado, también conocido como ajuste de curva (curve
fitting), puede ser plantedo de la siguiente forma: dado un conjunto de valores
yi, t = 1,..., N, de la variable dependiente y, correspondientes a los valores x;,
i=1,...,N, de la variable, o vector, independiente x, determinar una funciéon
f(x) = f(x;0) de forma conocida y con un vector de n parametros, O, que
se ajuste a los y; de tal forma que f(xi) ~ y;. Esta ultima condicién debe ser
especificada en funcion de una cierta métrica.

Existen diversos motivos que justifican acometer un problema de modelado,
entre los que se encuentran los siguientes:

Estimaciéon de parametros: la forma de la funcion modeladora f(z)
puede estar determinada por la aplicacion o el proceso a modelar, en cuyo
caso, los parametros O, k = 1,...,n posiblemente tendran un significado
fisico. El objetivo consistird en estimar dichos parametros de forma tan
precisa como sea posible a partir de los datos disponibles.

Suavizado de datos: si el conjunto de datos de partida y; fuera suficien-
temente preciso, podria bastar con determinar una funciéon interpolatoria
f(z) de tal forma que f(z;) = y; parai =1,..., N. Sin embargo, en la
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mayoria de las aplicaciones los valores y; estan corrompidos por errores de
medida, en cuyo caso seria deseable que el proceso de modelado suavice
dichos errores.

Representacion funcional: la representacion de un conjunto discreto
de pares de datos (z;, y;) mediante una funciéon f(x) tiene ciertas ventajas,
entre las que se encuentran el hecho de que se puede obtener de forma
inmediata el valor en cualquier punto x dentro del rango o determinar el
valor de la derivada, llevar a cabo la integral, etc.

Compresion de datos: si los resultados deben ser almacenados o trans-
mitidos, resulta util que el nimero de parametros Oy sea significativa-
mente menor que el namero de datos (modelado parsimonioso).

2.7.1. Técnicas polinémicas de modelado: consideraciones
generales

Existe en la literatura gran cantidad y diversidad de técnicas de modelado,
siendo ejemplos recientes las redes neuronales (Neural Networks) [Haykin94] y
las maquinas de vectores soporte (Support Vector Machines) [Vapnik00]. Sin
embargo, esta seccion, y el resto de la Tesis, se centraré en las técnicas de mode-
lado polindémicas. Para realizar una clasificacion de las distintas metodologias
es util establecer una representacion del modelo en forma de combinacion lineal
de funciones base, pues resulta aplicable a todas las técnicas a considerar. De
esta manera [Cherkassky96], el modelo se puede expresar como

R M
f(X) = Za’JBJ(vag)a
7=0

donde
1. x es el vector de variables de entrada.

2. a; son los coeficientes de la expansién que deberan ser determinados a
partir de los datos.

3. Bj(x,p,) son las funciones base.
4. p; son los parametros de cada funcién base.
5. M es el nimero de funciones base del modelo.

Los métodos basados en esta representacion son conocidos como métodos
diccionario, pues el conjunto de funciones base (diccionario) utilizado es lo que
diferencia a los distintos métodos. Es posible realizar una clasificacion de los
mismos de la siguiente manera:
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Métodos no adaptativos utilizan funciones base preestablecidas (y con
sus pardmetros p; prefijados), de forma que tnicamente los coeficientes
a; se ajustan a los datos utilizando, habitualmente, el criterio de minimos
cuadrados, resultando un problema lineal.

= Métodos parameétricos globales, como por ejemplo la regresién poli-
nomica. Este tipo de modelado tiene una flexibilidad muy limitada y
proporciona modelos precisos unicamente cuando la funciéon subya-
cente al proceso a modelar es similar a la preestablecida. Por contra,
a su favor juega su sencillez, la necesidad de pocos datos para la ob-
tencién de los parametros, la facilidad de interpretacion y la rapidez
de computacion.

= Métodos parameétricos locales, como la regresion lineal a tramos
(PWL) o los splines. Estos métodos extienden los principios del mo-
delado parameétrico global mediante su aplicacién local a regiones o
tramos del espacio de entrada y la imposicién de ciertas condicio-
nes de continuidad y/o suavidad. La aplicabilidad de este tipo de
modelado se limita a problemas de baja dimension en el espacio de
entrada (tipicamente una o dos variables de entrada) pues el nimero
de coeficientes o parametros del modelo crece exponencialmente con
la dimension, lo cual, ademas de resultar problematico, requiere de
un niamero exponencialmente creciente de datos para su evaluacion
de forma robusta. Es el conocido problema de “la maldicion de la
dimensionalidad” (“the curse of dimensionality”). Los splines se uti-
lizan frecuentemente en problemas de modelado y ajuste de curvas
(spline curve fitting). El método més simple basado en splines con-
sidera prefijados los puntos de ruptura o nodos, lo que lo convierte
en un problema lineal respecto de los coeficientes de las funciones
base spline, que se resuelve de manera simple. Se trata, por tanto,
de un método de modelado paramétrico local no adaptativo. Sus
prestaciones (relativas a la precision del ajuste) dependen enorme-
mente del namero de nodos considerado y de sus posiciones (que se
deben prefijar de antemano). El planteamiento y resolucion de este
problema se contempla en [Boor78, Dierckx95].

Meétodos adaptativos, en los cuales, ademés de los coeficientes a;, tam-
bién se ajustan a los datos las funciones base y/o sus pardmetros p;. Se
trata, por tanto, de un problema no lineal, de considerable dificultad y en
el que la estrategia de optimizacion a utilizar adquiere gran importancia.
Asi mismo, y de forma similar a los métodos no adaptativos, la eleccion
de un conjunto de funciones base (diccionario) adecuado adquiere gran
importancia. Estos métodos adaptativos también pueden clasificarse en:
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= Globales, que utilizan funciones base definidas en todo el dominio de
x. Entre ellos se encuentran las redes neuronales (como el perceptron
multicapa) y la regresion por busqueda de proyeccion (PPR: Projec-
tion Pursuit Regression) asi como otros méas proximos al ambito de
la estadistica como los modelos aditivos o el producto tensorial de
splines (MARS: Multivariate Adaptative Regression Splines).

= Locales, que hacen uso de funciones base locales (en el dominio del
espacio de entrada) como en el caso de las redes neuronales que uti-
lizan funciones base radiales o la regresién por vecino mas cercano
(NNR: Nearest Neighbors Regression), el método adaptativo regu-
larizado, el CART, etc. Si se utilizan modelos spline en los que la
posicién de los nodos puede adaptarse para ajustarse a los datos,
entonces se plantea un problema no lineal que se engloba dentro del
grupo de métodos locales adaptativos. La obtencién de una posi-
cion 6ptima en el modelado spline no es una tarea trivial. Numero-
sos autores [Boor78, Jupp78, Dierckx95, Friedman91, Yiu01] se han
planteado el problema no lineal en el que la posicién de los nodos
debe ser optimizada, resultando algoritmos de gran coste computa-
cional y con una elevada sensibilidad ante minimos locales.
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Capitulo 3

Técnicas polinémicas en
procesado de senal:
consideraciones practicas

3.1. Introduccion

En la actualidad, son numerosas las técnicas polinémicas que se emplean
con éxito en aplicaciones de procesado de senal [Mathews00]. Sin embargo,
dichas aplicaciones se restringen, principalmente, al procesado de imagen (de
la mano de los splines) y al modelado no lineal, no habiendo encontrado gran
difusién en otros campos como la reconstruccion/interpolacion de sefiales y las
comunicaciones digitales.

De hecho, y motivado en gran medida por la simplicidad, elegancia y enor-
me difusion e impacto del Teorema de Muestreo, en numerosas ocasiones se
asumen las condiciones que impone (limitacion en banda) y se considera su
metodologia (basada en la funcién interpolatoria sinc (t)) como primera, y en
la mayoria de los casos tnica, aproximacion a la resolucién de los problemas de
procesado de senal. En este capitulo se presentardn una serie de ejemplos que
demuestran que, bajo determinadas condiciones précticas, existen técnicas po-
linémicas que proporcionan resultados iguales o incluso superiores (en términos
de precision y requerimientos computacionales) que los proporcionados por la
aplicacién “automatica” del Teorema de Muestreo. Dichos ejemplos pretenden
servir de motivaciéon de esta Tesis, justificando la busqueda de nuevas técnicas
polinémicas en procesado de senal.

En primer lugar se realizard un estudio comparativo entre el método “tradi-
cional” de interpolaciéon de senales limitadas en banda y la interpolacién spline
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cubica. En la comparacion se considera la dependencia con el tipo de senal a
interpolar (més concretamente, con su contenido espectral) y el efecto de la
precisién finita de las muestras debida a la resolucién limitada de los converso-
res analogico-digitales reales. Asi mismo, se tomaré en cuenta la degradacion
que introduce la utilizacién de filtros antisolapamiento realizables y el efecto
del sobremuestreo.

Como segundo ejemplo que ilustra las ventajas en ciertas aplicaciones del
procesado polinémico, se presenta una solucién al problema del retardo fraccio-
nario basada en la interpolacion de Lagrange, obteniéndose, de nuevo bajo con-
diciones practicas habituales, resultados superiores a la interpolacion sinc (t).

3.2. Interpolacién sinc frente a la interpolaciéon
spline

En este apartado se realiza una comparacion, bajo condiciones practicas
reales, entre el método de interpolacion tradicionalmente empleado en el pro-
cesado de senal (basado en el Teorema de Muestreo y, por tanto, en la funcion
sinc(t)) y la interpolacion spline cibica. Asi, se tomara en consideracion la dis-
minucién que provoca en el rendimiento de las distintas técnicas la precision
finita de los valores de las muestras motivada por la cuantificacion introduci-
da por los conversores analogico-digitales. Igualmente, se tendré en cuenta el
efecto de la utilizacién de filtros antisolapamiento realizables en lugar de los
filtros paso bajo ideales que exige el Teorema de Muestreo. Por ultimo, resulta
evidente que, en funcién del tipo de senal a interpolar, més concretamente, de
su contenido espectral, las prestaciones de los distintos métodos de interpola-
cion variaran. Por ello es preciso considerar, en primer lugar, un modelo de las
senales a interpolar que permita llevar a cabo un estudio preciso de los distintos
métodos y extraer conclusiones significativas.

3.2.1. Modelo de la senal a interpolar

A la hora de establecer modelos o familias de sefiales para evaluar el com-
portamiento de las distintas técnicas de interpolacién-reconstruccion se tomara
como caracteristica diferenciadora su densidad espectral de potencia (DEP),
pues de ello depende, en gran medida, el error cometido en la interpolacién.

3.2.1.1. Senales blancas con frecuencia maxima variable

El Teorema de Muestreo se aplica a senales limitadas en banda. El modelo
mas sencillo de sefiales que pertenecen a esta familia es el que considera senales
con densidad espectral de potencia constante en la banda [— f., f.] y nula para
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frecuencias superiores, es decir,

3 I < fes
— 2fe
S /) {0, f]> fe- 3D

Dicha senal es muestreada a fs muestras por segundo, por lo que la potencia
de senal solapada (aliasing) se obtiene como

=2 [ S0,

2

por lo que, considerando sefiales con DEP como en (3.1), la anterior expresion

resulta P
0 c < 5
P, :{ ’ fe=3 (3.2)

fS fS
1-— 57> Je> 5.

En muchas aplicaciones practicas, existe cierto desconocimiento acerca de la
méaxima frecuencia de las senales de entrada, o, dicho de otro modo, la frecuen-
cia maxima de la senal puede variar en un cierto rango. Por ello, consideraremos
que las senales con las que el sistema de muestreo-interpolacién debe trabajar
tienen una densidad espectral de potencia plana (3.1) con una frecuencia de
corte f. modelada como una variable aleatoria, a la que denotaremos ®, con
una determinada funcién densidad de probabilidad, fe(¢) con ¢ € [0, c0).

Dado el modelo de senal presentado anteriormente, la potencia de solapa-
miento espectral es, a su vez, una variable aleatoria, P,, que toma valores en
funcién de la frecuencia de corte, ®; es decir, P, es una funcién de variable
aleatoria:

P, =g(®), (3.3)

donde, teniendo en cuenta (3.2),

0, 0 <<k
g(¢)_{1 fs .)%s
— 45 o> L.

La potencia media de solapamiento espectral vendra dada por la esperanza
matematica de (3.3), es decir,

P=El(®) = [ a0/} = :2 (1-2) fatoras.

Finalmente se obtiene

L3y (i CCCOPYS (3.4)

Y i
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El proceso de interpolacion-reconstruccion mediante la funcion sinc(t) im-
pone la limitacion en ancho de banda de las senales a muestrear, lo que supone
en el modelo de sefial considerado fg(¢) = 0 para todo ¢ > fs/2, resultando
una potencia de aliasing nula, segun (3.4).

Aunque no es posible hablar de una densidad espectral de potencia repre-
sentativa del conjunto de senales planteadas, pues no se cumple la condicién
de estacionariedad, si que es posible estimar como se distribuye en media la
potencia de sefial con la frecuencia a partir de su dependencia con la frecuencia
de corte, ®. Para ello, partiendo de (3.1) y considerando una frecuencia de
corte f. = ¢:

1 .
247 ‘f| < ¢7
0, [fI>¢.
Esta expresion nos indica que la DEP a una frecuencia determinada, f,

es una variable aleatoria, o, mas concretamente, una funciéon de la variable
aleatoria ®; por lo tanto, es posible obtener su valor medio:

Jo gb) dé. (3.6)

Sa(f,0) = { (3.5)

oo

SU)=Es0@)= [ s op@an= [ 1

A partir de esta expresion es posible calcular la potencia de aliasing de
manera alternativa a (3.4) sin mas que evaluar la potencia por encima de la
mitad de la frecuencia de muestreo, es decir,

Po=2 [ S.(pdf= Oo( de¢> df, (3.7)
fo/2 2 \Jip @

resultado que, obviamente, coincide con el obtenido mediante (3.4).

3.2.1.2. Ejemplos de senales blancas con frecuencia maxima variable

A. Uniforme

La frecuencia méaxima de la senal, ¢, se modela mediante una variable
aleatoria, ®, uniformemente distribuida en [0, ¢max]. En este caso, la fun-
cién densidad de probabilidad y la funcién distribucién toman la forma

—, 0< ¢ < bmax;
fo(d) = {“”“* N (3.8)
0, en otro caso;
0, ¢ < 0;
F<I>(¢) = ¢jax7 0< (b < ¢maw; (39)

L ¢ > Pmax-
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Utilizando (3.4) y las expresiones precedentes de la funciéon densidad de
probabilidad y funcién distribucion uniformes se obtiene la potencia de
aliasing

- L :
Pa _ 1 Troon (1 In 2¢max> 3 ¢max > fs/27 (310)
0, ¢maw < fs/2

Considerando que la méxima frecuencia de la senal de entrada es ¢pax y
denotando por R al minimo factor de sobremuestreo

po _f
2mas

entonces la expresion de la potencia de aliasing puede escribirse en fun-
cion de R como

p _J1-RA-hR), R<I
“ o, R>1.

Utilizando (3.6) y (3.8) se obtiene el espectro promedio

ln ¢max

1
=20

f < Gmax;

o bien 1
Se(f) = —Rn(2Rf), f< .

B. Exponencial

Si se considera que la frecuencia maxima de la senal, ¢, sigue una distri-
bucién exponencial de parametro ¢, entonces
1 s
folo)=-eF, 620, (3.11)
¢

Fe(¢p)=1—¢"=, ¢2>0. (3.12)

por lo que, utilizando (3.4), la potencia de aliasing resulta

P,=—e % — %E <%) : (3.13)

donde E; representa la funciéon integral exponencial

oo —t
Ei(x):/ ert.
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Teniendo en cuenta que la media de la variable aleatoria exponencial es
c y denotando por R al valor medio de sobremuestreo,

fs
R==—=
2¢’

entonces la expresion de la potencia de aliasing queda

P, = e ® — RE;(R).

Por otra parte, el espectro promedio se obtiene utilizando (3.6) y (3.11)

2c c

5.0 = 3-8 (L) = rmi2Ry),

3.2.1.3. Senal de Voz

En varios de los ejemplos que se presentan a continuacién se emplea la se-
nal de voz. En aplicaciones tales como la telefonia, esta senal es muestreada
con 8 bits de resolucién a 8000 muestras por segundo. La voz es una senal no
estacionaria (vocales, consonantes y silencios se suceden en el tiempo con ca-
racteristicas estadisticas totalmente distintas), por lo que hablar de densidad
espectral de potencia carece de significado. Sin embargo, al promediar la densi-
dad espectral de potencia de multitud de senales de voz de distintos y variados
locutores se obtiene un espectro medio (en la banda [0,11025] Hz) como el
mostrado en la Figura 3.1.a. Por otro lado, cuando se trabaja con este tipo de
senales es necesario tener en cuenta la forma en la que el oido humano percibe
los sonidos, resultando que son percibidos de forma muy distinta en funcién de
su frecuencia. Para tener en cuenta estos efectos se utiliza el llamado filtro de
ponderacién sofométrica, que reproduce la sensibilidad del oido, cuya respuesta
en frecuencia esté definida en la recomendacion ITU-T G223 y se representa
en la Figura 3.1.b.

Como se puede observar, la voz es fundamentalmente paso bajo, aunque
contiene potencia no despreciable a frecuencias medias y altas, es decir, no es
adecuado considerar esta senal como estrictamente limitada en banda, lo que
implica que, si no se utiliza un filtro antisolapamiento, se producird un cierto
solapamiento espectral.

3.2.2. Simulaciones

Las simulaciones llevadas a cabo para comparar las prestaciones de la in-
terpolacién mediante la funcion sinc y la interpolacion spline cibica siguen el
esquema de la Figura 3.2, en el cual se dispone de M muestras por segundo
de la sefial a interpolar, z[m], siendo M un valor elevado (M > 100). Dicha
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10 0 2 4 6 8 10
Frecuencia (kHz)

4 6 8
Frecuencia (kHz)

(a) (b)

Figura 3.1: La sefial de voz: a) espectro promedio, b) filtro de ponderacion
sofométrica.

sefial es filtrada por un filtro paso bajo ideal con frecuencia de corte w, = 7/M
(implementado mediante técnicas FFT-IFFT) y posteriormente diezmada por
un factor M, obteniéndose asi una secuencia, x[n], muestreada a f; = 1. La
secuencia original x[m], muestreada a f; = M, servira de referencia a la hora
de comparar las distintas técnicas interpolatorias aplicadas sobre x4[n].

El proceso de cuantificacién se modela mediante un ruido aditivo unifor-
me y blanco, ny[n|, de media nula y varianza equivalente a la provocada por
un cuantificador con b bits de resolucion. Para el caso de senales cuya ampli-
tud siga una distribucion Gaussiana de media nula y potencia o2, el ruido de
cuantificacién poseerd una potencia ! [Jayant84]

7—6b

02 =02107m | (3.14)

mientras que cuando se trabaje con sefiales con distribuciéon Laplaciana (uti-
lizada habitualmente para modelar la senal de voz), la varianza del ruido de
cuantificacién sera? .

02 = 021070 . (3.15)

Finalmente, la interpolacion sinc se realiza mediante un proceso de FFT,
relleno con ceros e IFFT, mientras que la interpolacién spline cubica se lle-
va a cabo considerando condiciones de contorno que impliquen periodicidad,
pues tanto la sefal de referencia, x[m], como la senal interpolada, xginc[m], son
periddicas.

1Se considera una probabilidad de sobrecarga de P(|X| > xsc) = 5-1072, lo que implica,
para el caso Gaussiano, que el valor de sobrecarga del cuantificador es zsc = 40.
2Para una sefial Laplaciana con P(|X| > zs.) = 5- 1075 resulta zgc = 705.
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Figura 3.2: Esquema de la interpolacion de senales estrictamente limitadas
en banda.

3.2.2.1. Resultados con senales blancas estrictamente limitadas en

banda

En primer lugar, se considera que la sefial a interpolar, z[m], es una se-
cuencia blanca estrictamente limitada en banda y con un cierto factor de so-
bremuestreo, R, que representa la relacion entre la maxima frecuencia presente
en la senial, f., y la frecuencia de Nyquist, fs/2; es decir,

s
R = . 3.16
27, (3.16)
Este tipo de sefales se generan mediante el filtrado ideal paso bajo (con

frecuencia de corte f. = 2fR) de secuencias Gaussianas y blancas. Posterior-

mente, la senal z[m] atraviesa el filtro antisolapamiento ideal (que en este caso
no tendra efecto alguno siempre que R > 1), se muestrea y se cuantifica, obte-
niéndose muestras ruidosas de la sefial original, z,4[n], que seran interpoladas
mediante los dos métodos considerados (sinc y spline) con el fin de obtener el
error cometido con cada uno de ellos para distintos valores de sobremuestreo.

En las simulaciones realizadas se han empleado N = 100 secuencias de
LM muestras (con L = 1000 y M = 100) para cada valor de sobremuestreo,
R € [1,32] y para cada resolucion considerada, b € [2,16]. En Figura 3.3 se re-
presenta la curva en el plano R—b donde las prestaciones de la interpolacién sinc
y la interpolacién spline son idénticas en términos de error cuadratico medio.
Puntos del plano R—b a la izquierda de la curva presentan mejores prestaciones
para la interpolacién spline. A modo de ejemplo, para una resolucién tipica de
b = 8 bits, la interpolacién spline obtiene una solucién mas precisa siempre que
el factor de sobremuestreo sea superior a R = 2,2; hecho éste bastante habitual
en la préactica, dada la no idealidad de los filtros antisolapamiento.

Es necesario comentar que, en la regiéon R — b donde la interpolacién spline
supera a la interpolacion sinc, la mejora no es muy sustancial (entre 0,5 y 1 dB),
mientras que las prestaciones de la interpolacién spline se degradan conside-
rablemente en cuanto consideramos puntos R — b relativamente alejados de la
curva y por debajo de la misma. Otro aspecto muy importante a la hora de
comparar ambas técnicas de reconstruccién es el coste computacional de cada
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Figura 3.3: Interpolacion de senales estrictamente limitadas en banda. Valores
para los que se igualan las prestaciones de la interpolacién spline y sinc (linea
continua); y spline y sinc truncada (linea discontinua).

una de las dos interpolaciones, siendo éste un factor decisivo en muchos casos
practicos. En este sentido, la interpolacién spline requiere del orden de 9 mul-
tiplicaciones y sumas por cada muestra, mientras que una interpolacién sinc
precisa de la realizacion de FFT’s de longitud L e IFFT’s de longitud LM, lo
que, ademas de requerir una gran cantidad de operaciones, resulta impractica-
ble en sistemas en tiempo real en los que el retardo admisible sea pequeno, al
tratarse de un algoritmo bloque. En la practica se recurre a implementar la in-
terpolacién sinc mediante filtros FIR cuya respuesta impulsiva es la funcién sinc
truncada (o una aproximacién de la misma), lo cual disminuye sus prestaciones
incluso para filtros de longitudes considerables. En la Figura 3.3 se representa
con linea discontinua los valores de sobremuestreo y ntimero de bits para los
cuales se obtienen idénticas prestaciones al interpolar mediante splines ctibicos
y mediante un filtro con forma de sinc truncada en el que se consideran 80 16-
bulos. Se observa c6mo, en este caso, para valores de sobremuestreo superiores
a R = 2 la interpolacién spline proporciona resultados iguales o superiores, con
un coste computacional seis veces inferior.

3.2.2.2. Resultados con senales blancas con frecuencia maxima va-
riable

Utilizando el modelo de senal presentado en el Apartado 3.2.1.1 (sefiales
blancas con frecuencia méxima siguiendo una distribucion exponencial), las si-
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Figura 3.4: Interpolacion sinc y spline de senales blancas con frecuencia ma-
xima distribuida exponencialmente.

mulaciones siguen el esquema de la Figura 3.2. En esta ocasion, a la hora de
generar las sefiales a interpolar, x[m], se utilizan secuencias blancas Gaussianas
filtradas con un filtro paso bajo ideal con frecuencia de corte dada por la dis-
tribuciéon correspondiente, es decir, por la variable aleatoria ®. El parametro
de la funcion densidad de probabilidad (el parametro ¢ en la variable aleatoria
exponencial) se escoge de tal manera que la potencia de solapamiento dada por
la formula correspondiente ((3.13) en este caso) sea inferior a la potencia del
ruido de cuantificacion generado por un cuantificador de b bits (3.14).

En la Figura 3.4 se muestra la relacion sefial a error (SER: Signal to Error
Ratio) de la interpolacion sinc y spline de sefiales cuya frecuencia de corte si-
gue una distribucién exponencial para distintos bits de resolucién. Se observa
como la interpolacion spline (mucho menos costosa computacionalmente ha-
blando) obtiene resultados idénticos que la interpolacion sinc ideal. Asi mismo,
se comprueba que, para resoluciones superiores a 8 bits, las prestaciones de la
interpolacién spline son mucho mejores que las de la interpolacién mediante un
filtro sinc truncado a 40 l6bulos laterales, que implica un coste computacional
4 veces superior a la interpolacién spline.

En la Figura 3.5 se compara la SER obtenida por la interpolacién sinc,
la interpolacién spline y la interpolacién sinc truncada cuando las senales a
interpolar son blancas estrictamente limitadas en banda cuya frecuencia méa-
xima, ®, sigue una distribucion uniforme en [0, f;/2]. Se puede observar que
el rendimiento de la interpolacién spline se degrada de forma leve y progresi-
va respecto a la interpolacion sinc ideal conforme aumenta el nimero de bits.
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Figura 3.5: Interpolacién sinc y spline de senales blancas con frecuencia méa-
xima distribuida uniformemente.

Dicha degradacién se sitia en torno a los 2 dB para 8 bits y en torno a 5 dB
para resoluciones de 16 bits. Sin embargo, al interpolar este tipo de senales con
filtros sinc truncados las prestaciones obtenidas rapidamente alcanzan un valor
de saturacién, que en el caso presentado en la Figura 3.5 se sitia en torno a
47 dB.

3.2.2.3. Voz

En este apartado se realiza la interpolacion de senales con densidad espec-
tral de potencia como la mostrada en Figura 3.1.a muestreadas a f, = 8000
muestras por segundo y con b bits de resolucion. Con el fin de comparar sus pres-
taciones se emplean tres métodos distintos: interpolacién sinc ideal mediante
FFET-relleno con ceros-IFFT; interpolacién spline cibica; e interpolacién me-
diante filtro FIR con respuesta al impulso truncada a 20 l6bulos. En la Figura
3.6 se presenta la relacion senal a error obtenida por las tres técnicas para dis-
tintos bits de cuantificacion. Asi mismo se puede observar la SER cuando se
pondera el error de muestreo-interpolacién mediante el filtro sofométrico de la
Figura 3.1.b.

Como se puede observar, la interpolacién spline cibica de senales de voz
alcanza un valor maximo de SER de 27 dB. Sin embargo, al aplicar el filtro
perceptual, una parte importante del ruido de interpolacion es eliminada, pues
éste, para el spline cibico, es més importante en las altas frecuencias, alli donde
el oido humano es menos sensible. De esta forma, si consideramos el filtro
sofométrico, la interpolaciéon spline cibica ofrece las mismas prestaciones que



52 Capitulo 3. Técnicas polinémicas en procesado de senal

90 T
— Sinc
8ol —— Sinc truncada
—©— Spline
Sinc Pond.
70[| --o-- Sinc trunc. Pond. 1
O - Spline Pond

SER (dB)
g

4 6 8 10 12 14 16
Ne° de bits

Figura 3.6: Interpolacion de la senal de voz. Filtro antisolapamiento ideal.

la interpolacién sinc truncada a 20 l6bulos (que tiene un coste computacional
doble). Cabe resaltar que, para una resolucion de 8 bits (tipica en aplicaciones
telefonicas), el rendimiento de la interpolacion spline ctibica es tnicamente 4 dB
inferior a la interpolacion sinc ideal sin truncar.

En las simulaciones anteriores se ha considerado un filtro antisolapamiento
paso bajo ideal con frecuencia de corte f. = fs/2. Este tipo de filtro es el 6p-
timo para la interpolacién basada en sincs, pero, evidentemente, es irrealizable
desde el punto de vista practico. Un filtro real utilizado en sistemas comercia-
les de adquisicion de voz (por ejemplo, en tarjetas de sonido de ordenadores
personales) consiste en un filtro de orden ocho, frecuencia de corte f. = 0,4
y respuesta en frecuencia

1
1t (/)

Utilizando este filtro antisolapamiento, las prestaciones de los tres métodos
de interpolacién son las mostradas en la Figura 3.7. Puede observarse que la
interpolacién sinc ideal alcanza una relacién sefial a error maxima de 60 dB
motivado por el aliasing residual debido al filtro no ideal. Dado que dicho alia-
sing afecta en mayor medida a las frecuencias proximas a fs/2 = 4000 Hz, el
filtro sofométrico reduce su efecto, alcanzandose un nivel maximo de 70 dB.
En cuanto a la interpolacion spline ctbica, los resultados obtenidos son sensi-
blemente mejores que los correspondientes al filtro ideal, pues para todas las
resoluciones consideradas su rendimiento supera al de la interpolacion sinc de
20 16bulos. En concreto, para 8 bits de resolucién la interpolacién spline obtiene

|Ho(f)]
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Figura 3.7: Interpolacién de la senal de voz. Filtro antisolapamiento de orden
ocho.

la misma SER que la interpolacién sinc ideal y supera en 2,5 dB a la obtenida
con la interpolacion sinc truncada.

3.2.3. Discusion de los resultados

A la vista de los resultados de las simulaciones previas, es evidente que, bajo
determinadas circunstancias, que se presentan en la practica de forma muy ha-
bitual (en cuanto a factores de sobremuesreo o ntimero de bits de cuantificacion
considerados), la interpolacion spline ctibica proporciona resultados superiores
a la interpolacion basada en la funcién sinc. Si la capacidad de computo fuera
un bien escaso (y lo es en gran nimero de aplicaciones) las prestaciones de
la interpolaciéon sinc se degradarian gravemente al truncar el filtro interpola-
dor. Sin embargo, dada la eficiencia computacional de la interpolacion spline,
ésta mantendria sus prestaciones, al requerir tinicamente cinco multiplicaciones-
acumulaciones (MAC) por muestra para obtener los coeficientes spline y cuatro
MAC’s para obtener cada valor interpolado. En definitiva, ante un compromiso
entre prestaciones y coste computacional, la interpolacién spline proporciona en
muchas ocasiones mejores resultados que la interpolacion derivada del Teorema
de Muestreo.

En las simulaciones presentadas se ha llevado a cabo la interpolacion spline
a partir de las muestras de la senal filtrada paso bajo, que no son méas que la
proyeccioén de la senal original en el espacio generado por la funcion base sinc. Si
en su lugar se utilizaran las muestras resultantes de filtrar la senal original con
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el prefiltro spline adecuado (o, al menos, con un filtro realizable que aproxime
su respuesta) los resultados obtenidos serian superiores, ya que en ese caso se
obtendria la aproximacién spline de menor error cuadratico de la senal original.

De hecho, como se discutié en el Capitulo 2, dado un espacio de senal
definido por un conjunto de funciones base generadoras (la funcién sinc, la base
spline cubica o cualquier otra) la solucion 6ptima (con el criterio del menor error
cuadratico medio) al problema de muestreo y reconstruccion consiste, en primer
lugar, en la proyeccion ortogonal de la senal en el espacio de representacién
considerado [Unser92, Unser94, Unser00]. Esto implica la utilizacion de un filtro
adecuado a cada base, por ejemplo, el filtro paso bajo ideal para el caso de la
interpolacion sinc.

3.3. Muestreo simultadneo mediante filtros de La-
grange

Retardar una senal una fracciéon del periodo de muestreo es una necesidad
habitual en muchas aplicaciones del procesado de senal, entre las que se en-
cuentran: remuestreo con factores irracionales [Ramstad84], sincronizacién en
modems digitales [Gardner93, Erup93]|, estimacion del periodo fundamental de
la voz (pitch) [Kroon91], conformacion de haz [Murphy97], modelado en tiempo
discreto de tubos acusticos [Valiméki95], o sistemas de adquisicion multicanal
[Barwicz90].

En particular, un sistema de adquisicién de miltiples canales de entrada de
bajo coste tipicamente esta formado por un multiplexor analégico seguido por
un tnico dispositivo de muestreo y retencion (sample-and-hold) y un conversor
analogico-digital (ADC). Esta arquitectura introduce un retardo fraccionario
entre los distintos canales que debera ser corregido en aquellas aplicaciones que
requieran el muestreo simultaneo de las seniales de entrada.

Existe una solucién de tipo hardware obvia, a la vez que costosa, basa-
da en la utilizacion de un sample-and-hold por cada canal. En contraposicion,
es posible aplicar técnicas de procesado digital de senal que, manteniendo la
simplicidad y bajo coste del hardware, permiten obtener un muestreo simul-
taneo efectivo de las distintas senales, a costa, evidentemente, de una mayor
complejidad software.

En este apartado nuevamente mostramos que una técnica de diseno de fil-
tros de retardo fraccionario basada en interpolacién polinémica (interpolacion
de Lagrange) permite obtener mejores resultados, en términos de prestacio-
nes y de coste computacional, que técnicas de diseno basadas en interpola-
cion de senales limitadas en banda [Luengo97a, Luengo97b, Luengo00]. Dichas
técnicas polinémicas han sido aplicadas con éxito en sistemas de monitoriza-
cién en tiempo real de turbo-generadores hidroeléctricos con el fin de obte-
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ner un muestreo simultaneo efectivo de sefiales adquiridas no simultaneamente
[Pantaleén95a, Ibanez98, Cobo98, Lopez-Higuera98, Lopez-Higuera99].

3.3.1. Compensacién de retardo fraccionario

El problema planteado puede ser descrito de la siguiente manera: se dispone
de una senal, z(t), muestreada uniformente a una frecuencia f; = 1/T%, es decir,
z[n] = z(nTy). El objetivo consiste en calcular el valor de dicha senal en puntos
equiespaciados distintos a los instantes de muestreo o, de forma equivalente,
obtener la secuencia z;[n — D] = z(nTs — D), donde D € R. La solucién, en
forma de filtrado digital, se puede expresar como

+o0
y[n] = x;[n — D] = hin] x z[n] = Z hlk]z[n — K]. (3.17)

k=—o0

La soluciéon exacta a este problema es un filtro ideal paso todo que intro-
duzca un retardo D, es decir, un filtro con respuesta en frecuencia

H (V) = e 9P w| < T

y cuya respuesta al impulso es una version retardada y muestreada del nacleo
interpolador definido por el Teorema de Muestreo

hideal [n] = sinc [TL - D] (318)
Es posible, por tanto, obtener la senal retardada como

+o0
x;[n — D] = higeal[n] * x[n] = Z sinc [k — D]x[n — k. (3.19)

k=—o00

Resulta evidente la dificultad practica de este procedimiento, pues el filtro
(3.18) es anticausal y de longitud infinita. Es claro que el Teorema de Mues-
treo nos aporta la solucién ideal, pero, en esta ocasiéon, su aplicaciéon directa
es imposible, por lo que resulta necesario aproximar el filtro ideal. Este siste-
ma admite una implementacién muy eficiente utilizando estructuras polifasicas
[Crochiere83], aunque presenta el inconveniente de admitir inicamente retardos
racionales(D = N/M) pudiendo requerir cargas computacionales prohibitivas
cuando los factores de interpolaciéon y diezmado resulten elevados.

Una alternativa consiste en utilizar otro tipo de filtros de retardo fraccio-
nal (FDF’s: Fractional Delay Filters), disenados de acuerdo a otro criterio o
empleando otra técnica de interpolacién [Laakso96]. Por otra parte, en siste-
mas de adquisicion reales, las senales de entrada habitualmente se encuentran
sobremuestreadas, con el fin de relajar las especificaciones y facilitar el dise-
no de los filtros antisolapamiento. Por tanto, inicamente una pequena porcién
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del espectro, la zona de bajas frecuencias, contiene informacién util. En este
caso los interpoladores de Lagrange se convierten en la solucién mas atracti-
va, debido a su respuesta frecuencial méximamente plana y a su capacidad de
aproximar el filtro paso todo ideal en bajas frecuencias utilizando filtros con
pocos coeficientes [Laakso96].

3.3.2. Filtro de Lagrange de retardo fraccionario

En las ecuaciones (2.7) y (2.8) se presenté la interpolacion de Lagrange,
P, (z), de una funciéon f(z) en n + 1 puntos distintos. Si en dichas ecuaciones
consideramos la variable independiente ¢ en lugar de x, y denotamos la senal
a interpolar como x(t) en lugar de f(z) y la senal interpolada como x;(t) en
lugar de P,(z) obtendremos una notacién mas convencional desde el punto de
vista del procesado de senal, pudiendo reescribir la senal interpolada como

N
zi(t) = z(ty) L k(t),
k=0

donde el k-ésimo polinomio de Lagrange de orden N es

N

t—1t;
LN,lc(t):l_[m7 ]’C:O,l,...,N.
i=0 v
iZk

Considerando que la sefial z(¢) ha sido muestreada uniformemente, el valor
de z(nTs — D) puede obtenerse mediante interpolacion de Lagrange utilizando
N + 1 muestras. Escribiendo las expresiones en forma de filtrado digital (3.17)
en el que interviene un filtro FIR, obtenemos

y[n] = zi[n — D] = Z hilklxz[n — k], (3.20)

donde hy[n] representa los coeficientes del filtro de retardo fraccionario de La-
grange de orden N

hiln] = 1 1}3__; — ()N (g) <D];f ) 1). (3.21)

En la Tabla 3.1 se muestran los coeficientes de (3.21) para N = 0, 1, 2
y 3. Como se puede observar, el filtro de retardo fraccionario de Lagrange de
orden cero se corresponde con un esquema interpolatorio en el que se asocia a un
punto el valor de la muestra mas cercana. Igualmente se comprueba que el filtro
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de orden uno equivale a la interpolacion lineal. Ademas, como se demuestra en
el Apéndice A.1, el resultado obtenido mediante interpolacion de Lagrange
coincide con el que proporciona la técnica de diseno siguiendo el criterio de
respuesta en frecuencia maximamente plana [Oetken79).

3.3.3. Analisis del error de interpolaciéon

El filtro interpolador de Lagrange de retardo fraccionario proporciona una
solucién exacta en w = 0, pero su comportamiento se va degradando conforme
aumenta la frecuencia de la senal a retardar. En este apartado se presenta una
cota del error de interpolacion en funcion del orden del filtro, del factor de
sobremuestreo de la sefial y del retardo fraccionario [Luengo00]. Dicha cota
podra ser utilizada para asegurar que el filtro disenado mantenga una precision
determinada.

3.3.3.1. Planteamiento del problema

Se considera una sefial continua y analdgica de entrada z(¢) limitada en
banda en el rango [0, fo] Hz (periodo minimo Ty = 1/ fy) y muestreada a fg >
2 fo Hz (factor de sobremuestreo R = fs/2fo = To/2Ts) mediante un conversor
analogico-digital con una cierta resolucién. Dicha senal de entrada debe ser
retrasada un cierto retardo D compuesto, en general, por un ntimero entero
de muestras y un retardo fraccionario. Este problema, como se ha comentado
en secciones anteriores, puede ser resuelto mediante un filtro interpolador de
Lagrange de orden N (N + 1 coeficientes) que proporcionara un retardo total

N
D= 5 +d,
donde N/2 es el retraso de un filtro FIR causal, que proporciona un retardo
fraccional en el caso de ser NV impar, y d es el retardo fraccional adicional. Este
retardo d tomaré valores en el rango [—0,5, 0,5] con el fin de obtener un region
de interpolacion en torno al centro de simetria del filtro (IN/2). Al restringir el
rango de interpolacion a dicha region (entre los dos coeficientes centrales para
N impar y alrededor del coeficiente central para N par) se obtienen los mejores
resultados, tal y como se demuestra en [Laakso96].

[ N [1] 2 ] 3 [ 4 |
he0] | 1 | 1-D | D-1)(D—-2)/2 | —(D—-1)(D —2)(D—3)/6
he[l D D(D —2) DD —2)(D —3)/2
he[2 (D —1)(D=2)/2 —D(D —1)(D=23)/2
h[3 DD —1)(D=2)/6

Tabla 3.1: Coeficientes del filtro de retardo fraccionario de Lagrange.
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El objetivo consiste en obtener expresiones que relacionen el error de in-
terpolacién con el factor de sobremuestreo, R, y con el orden del filtro, N. De
esta manera, si el error de interpolacién no excede el nivel méximo del ruido
de cuantificacion impuesto por el ADC, entonces se preservaré la resoluciéon del
conversor. Seréd posible, por tanto, asegurar que la senal ha sido retardada sin
pérdida de resolucion.

3.3.3.2. Cota superior del error

Con el fin de garantizar que, dado un cierto factor de sobremuestreo y un
determinado orden del filtro, se mantenga la resolucion del ADC, es necesario
encontrar las condiciones bajo las cuales se produce el mayor error de inter-
polacion. De esta manera serd posible obtener una cota superior del error y
desarrollar ecuaciones ttiles a la hora de disefar el filtro de retardo fracciona-
rio.

El error de interpolacién viene dado por la diferencia entre la senal inter-
polada usando el filtro interpolador ideal (3.19), denotada por z;, y la sefial
interpolada usando el filtro de Lagrange de retardo fraccional (3.20), xy,,

e[n] = x;[n — D] — z1[n — D] = x[n] = (h;[n] — hr[n]),

donde h;[n] es el filtro retardador paso bajo ideal (3.18) y hp[n] el filtro de
retardo fraccionario de Lagrange (3.21).

El error de interpolacién depende de dos factores: la senal de entrada y la
diferencia entre el filtro ideal y el utilizado, siendo este ultimo factor dependien-
te del retardo fraccional y de la frecuencia (o, de forma equivalente, del factor
de sobremuestreo). Dado que la respuesta del filtro interpolador se aparta de la
ideal de forma monétona conforme aumenta la frecuencia, como se demuestra
en el Apéndice A.1, el error méaximo tiene lugar cuando la senal de entrada es
una sinusoide cuya frecuencia es la maxima permitida [Ramstad84]

z[n] = Acos (won).

El caso peor, en lo que respecta al retardo fraccional, se produce cuando la
distancia entre el punto de interpolacién y la muestra mas cercana sea méxima
[Laakso96], es decir, cuando d = 0 para N impar y d = 0,5 para N par. Sin
embargo, y por simplicidad, en las siguientes expresiones se mantendrd D como
parametro.

En estas condiciones, el error de interpolacion, ey, se puede escribir como

N
erln] = A <cos [(n — D)wo] — Y _ hulk]cos[(n — k)w0]> :
k=0

Al tratarse de un sistema lineal e invariante en el tiempo, el error, obvia-
mente, podrd expresarse como un senal sinusoidal de la misma frecuencia que
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la entrada y con una cierta amplitud y fase:
er[n] = Ae, cos (won + ¢.).

En esta expresion la fase es irrelevante para el propoésito de obtener una
cota superior del error. Esta cota puede obtenerse de forma directa tomando
el valor absoluto de la formula del residuo de Lagrange (2.9)

[a+D ()] 0| &
lezln]] = jv+1 Ilﬁ—iu (3.22)

donde £(t) es un punto sin especificar perteneciente al intervalo de interpolacion,
en este caso |t —tx| = |D — k|Ts. Teniendo en cuenta que el valor absoluto de la
(N +1)-ésima derivada de una sinusoide siempre es menor o igual a (27 fo) V!,
es posible obtener una cota superior a (3.22) de la forma

A 27 fo ) N+1 N

erln]| £ —— D —k|.

el < vy () Lo+
Reordenando términos, se puede calcular una cota superior de la amplitud

de la senial de error
- N+1
A, <Al ————— , 2
- (RCN(D)> (3.23)

donde Cn (D) es una funcion que no depende del factor de sobremuestreo, R,
y cuyo valor viene dado por

1
(N +1)! ) A
—_—~ .
[Ti—o D — K|

En el siguiente apartado se relaciona la amplitud del error con la resolucién

del conversor analdgico-digital con el fin de obtener las ecuaciones de diseno
que se buscan.

Cn(D) = <

3.3.3.3. Ecuaciones de diseno

Se considera un ADC bipolar con b+ 1 bits significativos y un rango de
entrada de [—Z,,, ] 0, en su caso, un ADC unipolar con b bits significativos y
un rango [0, x,,]. Con el fin de evitar que la etapa de compensacion de retardo
fraccionario introduzca distorsion adicional, el error méximo de interpolacién
debera ser menor que el error introducido por el cuantificador del ADC.

El error de cuantificacién puede alcanzar un valor maximo de 1/2 bit menos
significativo (LSB: Least Significant Bit), es decir, su valor estd comprendido
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en el rango [—A/2,A/2], siendo A la distancia entre dos niveles contiguos de
cuantificacion y cuyo valor es

2Tm
= W’
por lo que la amplitud del error de cuantificacion, A, estd acotada por
LTm
Aeq < g1 (3.24)

El objetivo del proceso de interpolaciéon es obtener una senal retardada de
forma que la amplitud del error de interpolacion sea menor que el error de
cuantificaciéon. Por tanto, considerando que la senal de entrada cubre el rango
completo del ADC (A = z,,, para el caso bipolar y A = x,,/2 para el caso
unipolar) y comparando las expresiones (3.23) y (3.24) se obtiene la relacion

N+1 A
< [ — < <
A, A( CN’( )> A < o7

a partir de la cual es posible obtener, por ejemplo, el valor del factor de sobre-
muestreo necesario para alcanzar una precision determinada usando un filtro
de retardo fraccionario de Lagrange de cierto orden
s b+1
R> ——2NF1, (3.25)
Cn(D)
De forma inversa, es posible obtener la resolucién, b + 1 bits, alcanzada
utilizando cierto factor de sobremuestreo y cierto orden del filtro

b+1< (N +1)log, (@) ) (3.26)

es decir, esta expresion asegura que para unos valores concretos de D, R,y N
la resolucién que se obtendra serd mayor que la proporcionada por un ADC de
b+ 1 bits de precision.

La obtencién de una expresion que proporcione el orden del filtro para un
factor de sobremuestreo y una cierta resolucion es mas complicada debido a la
dependencia de la funcién Cn (D) con el orden del filtro N. Sin embargo, al
dibujar dicha funcién frente a N para el caso de mayor error (d = 0 para N
impar y d = 0,5 para N par, es decir, Dpeor = | N/2] 4 1/2) se puede observar,
Figura 3.8, que el maximo es /8 para N = 1 y que tiende a 2 conforme N
crece.

Por tanto, y dado que el escenario tipico de trabajo implica disenar para el
caso peor, estos dos valores pueden ser utilizados como cotas superior e inferior
para estimar el valor de N

b1 b1
L VI P

log>(VER/) — = Toga(2R/m) (3.27)
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Figura 3.8: C'x(D) en funcion del orden del filtro para un retardo fraccional
de d = 0,5.

Estas cotas superior e inferior, que podran consistir en nimeros no enteros,
pueden ser usadas para obtener iterativamente el orden necesario del filtro. El
proceso consistird en:

1. Inicializar N al minimo valor entero mayor o igual que el término de la
izquierda de la desigualdad (3.27).

2. Calcular la resolucién obtenida por medio de (3.26). Si se cumplen los
requisitos de diseno se finaliza.

3. Hacer N = N + 1 y volver al paso 2.

Las ecuaciones (3.25)—(3.27) son validas para el caso de conversores unipo-
lares sin més que sustituir (b+ 1) por b.

3.3.4. Simulaciones

Con el fin de validar las expresiones previas, se ha realizado una serie de
simulaciones en las cuales se ha generado una senal sinusoidal discreta x[n] de
fase aleatoria y amplitud A = 1 y factores de sobremuestreo en el rango de 1 a
100. Dicha senal ha sido filtrada utilizando filtros interpoladores de Lagrange
de diversos o6rdenes (N entre 0 y 6) y considerando el retardo que introduce
més error (d = 0 para los filtros de orden impar y d = 0,5 para los de orden
par). Los resultados se han comparado con una réplica idealmente retardada
x[n — D] mostrandose en la Figura 3.9 los resultados de dicha simulacion (en
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Figura 3.9: Numero de bits significativos para ciertos 6rdenes del filtro en
funcién del factor de sobremuestreo. Simulaciéon en linea solida y teodrica en
linea discontinua.

forma de resolucion efectiva: bits) asi como la resolucién tedrica obtenida de
(3.26).

La cota superior obtenida es tan precisa que ambos conjuntos de curvas
(tedricas y simuladas) son indistinguibles para factores de sobremuestreo me-
dios y altos (Figura 3.9a). Dichas curvas muestran que un interpolador lineal
(N = 1) trabajando con un factor de sobremuestreo tan alto como R = 100
apenas permite mantener una resoluciéon de 13 bits, mientras que la utilizacién
de un filtro de sexto orden con R=10 posibilita una resoluciéon de 20 bits.

En la Figura 3.9b se considera la aproximacién para valores de factores
de sobremuestreo bajos. Dado que las ecuaciones de diseno ofrecen una cota
superior del error de interpolaciéon, dicho error es sobreestimado y, por tanto,
las curvas teéricas subestiman la verdadera resolucién obtenida.

Por dltimo, se compara el coste computacional del filtro de retardo frac-
cionario de Lagrange con un esquema multitasa (mostrado en la Figura 3.10
para un retardo D = r/M) e implementado mediante su descomposicién po-
lifase en M ramas. El filtro paso bajo ha sido disefiado usando la técnica de
Parcks McClellan con una banda de paso de [0,7/(MR)], una banda de re-
chazo de (27 — m/R)/M,2x], un rizado en banda r, = 2~ y un rechazo
de A =6,02(b+ 1)+ 1,76 dB. La Tabla 3.2 muestra el namero de coeficientes
del filtro interpolador de Lagrange necesarios para cinco resoluciones distintas
y para seis valores de R y los compara con el numero de coeficientes de la
correspondiente rama del filtro polifase requerido para obtener el retardo. Los
valores del filtro polifase se corresponden a M = 16, y se observa que el coste
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g;[n] Filtro I[n — J\LI]
— M Paso Bajo o, B | M
e = 37

Figura 3.10: Esquema de la interpolaciéon multitasa.

Resolucion (b + 1 bits)

R| 8 [ 12 | 16 | 24 | 32
2| 17(6) | 27(9) | 38(12) | 60(18) | 82(24)
5 4(4) | 7(6) | 9(8) | 14(12) | 18(15)
10 | 3(3) | 4(5) 6(7) 9(10) | 12(13)
25 | 2(3) | 3(5) | 4(6) | 6(10) | 8(12)
50 | 2(3) 3(5) 4(6) 5(10) 7(12)
100 | 23) | 2(3) | 3(6) | 409 | 6(12)

Tabla 3.2: Comparaciéon del namero de coeficientes del FDF de Lagrange y
del filtro polifase (entre paréntesis) requeridos para obtener una determinada
resolucion.

computacional de los filtros de retardo fraccionario de Lagrange es inferior a la
estructura polifase cuando los factores de sobremuestreo son mayores que diez.
Asi mismo, se ha comprobado que el nimero de coeficientes del filtro poli-
fase se incrementa cuando, debido al valor deseado del retardo, D = r/M, se
precisen valores superiores de M. Sin embargo, la longitud del filtro interpola-
dor de Lagrange no depende del valor del retardo (las expresiones propuestas
proporcionan la longitud minima considerando el caso peor), por lo que, en
estos casos, se incrementaran las ventajas computacionales de esta técnica.

3.3.5. Discusion de los resultados

El muestreo simultdneo de diversos canales adquiridos mediante un multi-
plexor y un tnico ADC, asi como el retardo arbitrario de una sefial pueden
ser implementados utilizando filtros de Lagrange de retardo fraccionario. El
rendimiento de este método es funciéon del factor de sobremuestreo de las se-
nales de entrada y del orden del filtro interpolador. En aquellas aplicaciones
donde resulte habitual un factor de sobremuestreo elevado, los filtros de retar-
do fraccionario de Lagrange resultan ventajosos debido a su suavidad a bajas
frecuencias y al bajo orden necesario para obtener una aproximacién suficien-
temente buena al filtro ideal.

En esta seccién se ha obtenido una cota del error de interpolacién del fil-
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tro de retardo fraccionario de Lagrange, mediante la cual se han desarrollado
expresiones que relacionan el namero de bits significativos con el factor de so-
bremuestreo, el orden del filtro y el retardo fraccionario. Se ha demostrado que,
para un determinado factor de sobremuestreo, es posible alcanzar cualquier re-
solucién deseada incrementando el orden del filtro; o, de forma inversa, para
un determinado orden del filtro, incrementando el factor de sobremuestreo.

Los resultados obtenidos han sido validados mediante simulaciones, com-
probandose que la cota proporciona un valor muy préximo al valor real, espe-
cialmente cuando el factor de sobremuestreo es superior a cinco. Por otro lado,
el coste computacional del método propuesto se ha comparado con una alterna-
tiva basada en técnicas convencionales multitasa implementadas mediante su
estructura polifase, obteniéndose un numero inferior de coeficientes cuando el
factor de sobremuestreo es superior a diez. Es méas, dado que el coste computa-
cional del retardador de Lagrange, para una resolucién y sobremuestreo dados,
es independiente del valor de retardo, D, resulta que el filtro de retardo frac-
cionario de Lagrange proporcionara una solucién computacionalmente mucho
menos costosa que las técnicas tradicionales en aquellas aplicaciones en las que
el retardo sea un namero no racional (o racional con denominador elevado).

3.4. Conclusiones

Con el objeto de motivar la busqueda de nuevas técnicas polinémicas en
procesado de senal que esta Tesis lleva a cabo, en el presente capitulo se han
planteado dos ejemplos que muestran que, en aplicaciones practicas, las téc-
nicas de interpolacién polinémicas pueden ofrecer prestaciones superiores al
considerar simultdneamente precision y gasto computacional.

En concreto, en el primer ejemplo se ha comprobado la superioridad (bajo
los condicionantes practicos comentados) de la interpolacion spline ctbica frente
a la interpolacion basada en el truncamiento de la funcion sinc. De igual forma,
en el segundo ejemplo se ha demostrado la utilidad de los interpoladores de
retardo fraccionario basados en los polinomios de Lagrange.



Capitulo 4

a-splines

4.1. Introduccion

La interpolacién spline se aplica de forma habitual en problemas de recons-
truccion de sefiales (principalmente de imagenes). El orden de la interpolacion
spline se escoge en funcion de las caracteristicas que se deseen en la solucién,
por ejemplo, splines lineales (orden uno) para aplicaciones simples en las que
no se precise continuidad en las derivadas, splines ctibicos (orden tres) para ob-
tener maxima suavidad en la solucién, etc. Sin embargo, Ginicamente es posible
escoger entre 6rdenes enteros, y las limitaciones précticas (fundamentalmente
el coste computacional) restringen la eleccién a valores relativamente bajos. En
esta Tesis se propone una nueva familia de splines [Ibafiez04], los a-splines,
dependientes de un parametro que posibilita una transicion suave entre la in-
terpolacion spline de dos o6rdenes cualesquiera y que aporta, por tanto, una
flexibilidad adicional a la interpolacién spline. De esta forma, si la interpola-
cion spline de cierto orden proporciona determinadas propiedades que puedan
ser complementadas por las aportadas por la interpolacion spline de un or-
den distinto, entonces seré posible controlar la preponderancia de unas y otras
caracteristicas gracias al parametro de control de la interpolacién a-spline.

Sin duda es la interpolacion spline cibica la técnica spline méas habitual. Sin
embargo, la solucién obtenida puede producir oscilaciones o sobredisparo entre
muestras, generando de esta manera una senal reconstruida que no preserva
ciertas propiedades estadisticas de los datos originales [Kashyap96, Waele00],
ni otras propiedades interesantes como pueden ser la monotonicidad o la conve-
xidad. Estos efectos indeseables son minimizados en el caso de aproximaciones
lineales a tramos, a costa, obviamente, de discontinuidad en las derivadas. Por
esta razon, resulta especialmente interesante el caso particular de la familia
a-spline propuesta en el que se transiciona entre el spline lineal y el spline ci-
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bico. La interpolacién mediante splines ctbicos y la interpolacion lineal a tra-
mos (splines de orden uno) tienen caracteristicas y propiedades diferenciadas
y, en ciertos aspectos, opuestas. Mientras la primera es ampliamente utilizada
y presenta las ventajas de su derivabilidad y suavidad, la segunda proporciona
una solucién simple y un comportamiento robusto frente al ruido en los datos.
Ciertamente, aquellos aspectos que resultan positivos en una de las soluciones
se tornan negativos en la otra, y viceversa. Por ello, cobra un interés especial
la interpolacién a-spline que se sitiia entre el spline ctubico y el spline de orden
uno, de forma que el parametro permite controlar el grado de influencia de una
u otra solucién. Dicho pardmetro puede ser fijado, por ejemplo, para obtener
la aproximaciéon mas suave que mantenga cierto grado de sobredisparo o que
preserve la varianza de las muestras originales.

En este capitulo se presenta esta nueva familia de funciones nucleo de in-
terpolacién denominada a-spline, considerando, en primer lugar, muestreo uni-
forme. Ademés de las expresiones de las funciones base a-spline, se prestara
especial atencion a las propiedades del espacio de senal generado por ellas. Da-
do el interés de los splines lineales y ctbicos, se particularizaran los resultados
para la transicion entre orden uno y orden tres, desarrollandose las expresiones
de la funcién base y sus derivadas; la metodologia de interpolacién; y las expre-
siones cerradas de la suavidad, la varianza y el area residual de la interpolacién.
Finalmente, se generalizan los resultados para muestreo no equiespaciado.

4.2. Familia a-spline

Los splines de orden p se definieron originalmente [Boor78] como una se-
nal a tramos, constituida en cada uno de ellos por un polinomio de orden p
y con continuidad hasta la derivada p — 1. Por otro lado, la base spline (B-
spline) de orden p, B, (t), se representa en la literatura como la convolucién
de p + 1 pulsos rectangulares idénticos de duracion unidad, 3o (¢).* Dicha base
spline desempeifia un papel fundamental, pues su forma y caracteristicas deter-
mina las propiedades de los splines que genera. Asi, se dispone de un conjunto
infinito pero discreto de bases spline, desde orden cero hasta orden infinito,
que proporcionan soluciones que abarcan desde senales escalonadas (zero-order
hold) hasta sefiales estrictamente paso bajo (sinc), pasando, entre otras, por
soluciones lineales a tramos y por los splines ctibicos.

En la practica se utilizan mayoritariamente splines lineales (orden 1) o spli-
nes cibicos en funcién de la suavidad o la complejidad requerida. La obtencién
de una familia de splines que no estén restringidos a érdenes enteros supondria
una mayor flexibilidad a la hora de encontrar la solucién que mejor se adapte
a los requisitos de cada aplicacion. En esta linea, en [Horbelt00] se presentan

1Se considera, salvo que se diga expresamente lo contrario, muestreo uniforme con periodo
de muestreo T' = 1.



4.2 Familia a-spline 67

los llamados nucleos convolucionales B-spline (B-spline convolution kernels),
formados a partir de la convolucion de dos bases spline de orden p; y p2 y
anchuras h; y he. Sin embargo, no existe un desarrollo amplio de los mismos,
y su utilizacion se limita a aplicaciones de imagen.

De forma paralela al trabajo de [HorbeltOO] y con un objetivo similar, es-
ta Tesis presenta una nueva familia de bases spline, denominadas a-splines y
denotadas como gP P4 (t), que supone una transicion continua entre la base
spline de orden p y la base de orden p+ ¢: la base a-spline de orden [p — p+¢]
se define como la convolucién de p+ 1 pulsos rectangulares de duracién unidad,
Bo(t), y g pulsos rectangulares de duracion 0 < a < 1, es decir,

p+1 q
B () = Bo (O - fo (D pa () ¥ pa (), (41)
donde
s <
Pa (t)—{()’ 1> 5. (4.2)

Con el fin de obtener una expresion cerrada de esta base, se parte de su
transformada de Fourier

. p+1 . q
[p—p+d] _ plo—ptd) _ (sin (Q/2) sin (Qa/2)
tr (g (0} = Bl @) = (T2 (T g
y se define la siguiente funcién causal

tP, t>0:;
th=4¢ 7 7 4.4
)% {0, t<0; (44)

cuya transformada de Fourier, denotada como X7 (f2), cumple la igualdad
[Unser99]
(XD (Q) = p.
Haciendo uso de esta identidad, es posible reescribir (4.3)
p+1l+q
TF {ﬁ[p—»p-i—lﬂ (t)} _ 5@
¢ P+ al

y, utilizando la férmula del binomio de Newton, expandir los términos expo-
nenciales

TR { Bl (1)}

. . p+1l o . . q
6]9/2 _ 6_]9/2:| |:e]Qoz/2 _ e—]Qa/2

ptlta g P+1 q
_ X ( p +1 k oIk~ (;D+1)/2)Z q (_1)le—jﬂa(l—q/2)
P+a) ot & = \!
pqu“ (k—(p+1)/2+a(i—q/2)] xp+1
_1\k+l —iQ[k—(p+1)/24a(l—q/2 p+1+q
(p+q'aq ;<k><>( Ve o

=0
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Figura 4.1: Base a-spline, ﬁ,[f_)p—’_q] (t), para p = 1,3,5, ¢ = 2 y « variando
entre 0 y 1.

Finalmente, considerando las exponenciales complejas en el dominio fre-
cuencial como desplazamientos temporales, se obtiene la expresion cerrada de
la base a-spline de orden [p — p + (]

B (¢) (4.5)
1 pt+1 ¢ p-l—l q ftd p+1 q p+q
LSS () () (ke 2 )
P+l at =\ k l 2 2) .

que aparece representada en Figura 4.1 para distintos valores de p, ¢ y a.

4.2.1. Propiedades

Cualquier funcién arbitraria (incluida la base a-spline) es susceptible de ser
considerada como funcién base, ya sea para interpolar, aproximar o modelar.
Sin embargo, es conveniente que el esquema de muestreo que se deriva de dicha
base posea cierto paralelismo con la teoria clasica de muestreo (cuya funcion
base es la funcion sinc) y, a la vez, resulte practico. A partir de la base a-spline
de orden [p — p + ¢, se define una sefial a-spline como

+oo

salt) = Y cllg=? (¢ =), (46)

n=—oo
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y se define el espacio de senales a-spline

—+oo

v (plp—praly = {sa(t)_ > et (t—n) : cln ezz}. (4.7)

n=—oo

Este espacio esta constituido por senales (continuas en el tiempo) caracte-
rizadas por una secuencia de coeficientes c[n]. Dichos coeficientes a-spline, que
constituyen la representacion discreta de la senal s, (t), no tienen que coincidir
necesariamente con las muestras de la seflal (como ocurre en el caso sinc).

A continuacion, se demuestra que la familia de funciones base a-spline

{ﬂ([fﬁpﬂ] (t — n)} ) forma una base de Riesz del espacio V(84).
ne

Proposicion 4.1 (Base de Riesz a-spline) El conjunto de funciones base
a-spline {f, (t —n)}, o, es una base de Riesz, siendo

. <%>2(p+1) e (%)7

92(p+1) (22(p+1) _ 1)

Bt 5 )

Bpi1,

dos valores que verifican

2

Allellz, < < Bllelli,, ¥ cln] € lz;

> cln]sy Pt (t —n)

nez

siendo B,, el n-ésimo numero de Bernoulli.
Demostracion 4.1 La demostracion se encuentra en el Apéndice B.1.

Como se comentd en el Apartado 2.6.2, es preciso imponer una condicion
adicional a las bases a-spline, consistente en que (4.6) sea capaz de aproximar
cualquier senial de forma tan precisa como sea necesario sin méas que seleccionar
un periodo de muestreo suficientemente pequefio. Tal y como se demuestra en
[Unser00], esta condicion equivale a que las funciones base formen una particion
de la unidad.

Proposicion 4.2 (Particiéon de la Unidad a-spline) El conjunto de fun-
ciones base a-spline {Ba (t —n)},c, forman una particion de la unidad.

Demostracion 4.2 Haciendo uso de la formula estandar del sumatorio de

Poisson
Z x(n) = Z X (27k),

ne”z kEZ
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donde X (2) = TF {x(t)}, y teniendo en cuenta (4.8), se obtiene

Zﬁ,[f_)erq] (t—n) = ZB,[J{)_“"HI] (27k) o g2kt

nez kEZ

_ Z sin (k) 17" [sin (ark) qeijﬂkt -1
7k ark ’

kEZ

puesto que sin (wk)/(nk) = d[k].

Estos resultados aseguran que la representacion (4.6) es estable y que el
espacio (4.7) definido por las bases a-spline es un subespacio cerrado de Lo, y
establecen la base teorica sobre la que se fundamenta el resto del capitulo.

4.3. Base a-spline

Sin duda, los splines lineales y los splines ctibicos son, de todos los splines,
los mas empleados. Por esta razon, en esta Tesis se prestard especial atenciéon
a los a-splines que transicionan entre el spline lineal y el cubico. Asi, de forma
general, se considerara la base a-spline, denotada , (t), como la convolucién
de dos pulsos rectangulares de duracién unitaria y dos pulsos rectangulares de
duraciéon 0 < a < 1, es decir, se trata de una particularizaciéon de los a-splines
presentados en la anterior secciéon parap =1y q = 2

Ba (8) = BLT(8) = Bo (8) % pa (t) * Bo () *pa (1) (4.8)
Particularizando (4.5) se tiene

‘é?ii<)<) D —k+1—all—1)%,  (49)

k=0 1=0

y desarrollando se obtienen la siguientes expresiones de la base a-spline,

1= [t] = gaz (a = [t])?, te T
1- |t|a te TQ;
« —(a—2)%—3t? —1)24¢2
5 (6) = (a+1)(3 6(a2 2)%—3t2) 4 (e 21;2+t i, teTs w10)
1— |t] + 5oz (o — 1+ [t])3, t e Ty;
g o+ 1= [t])?, teTs:
0, t e Tg;

donde Th = {|t| < min(e,1 —a)}, e ={a<|t|<l—-a}, Ts={l—a < |{| <
a}t, Ty = {méx(a,1—a) <|t| <1}, Ts ={1 < |t| < 1+a}y Ts = {|t| > 1+a}.
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Figura 4.2: Base a-spline, §, (t), para distintos valores del parametro c.

Por otro lado, su transformada de Fourier es

sin (22/2)]7 [sin (Qa/2) 2.
| [Fae]

Bo () = TF{f, (t)} = [ Q)2 Qa2

(4.11)

Se puede comprobar facilmente, tanto en las expresiones (4.8) y (4.10) co-
mo en la Figura 4.2, que la base a-spline propuesta es idéntica a la base lineal,
51 (t), cuando a = 0; e igual al B-spline ctbico, f5 (t), cuando « = 1. Para va-
lores intermedios del parametro « se obtienen funciones base que se encuentran
entre ambas soluciones, intercambiando la curvatura 6ptima de la interpolacion
mediante splines cibicos por una solucién mas proxima a la interpolacién lineal
a tramos; pero siempre, excepto para el valor limite de o = 0, manteniendo la
continuidad de la primera y segunda derivadas.

En concreto, la expresion de la primera derivada de la base a-spline es

sgn(t)(a_ﬂ#, t e Ty

—sgn (), teTy;

" —sgn (t) 40(7(047‘2:‘,(L~;»1)2+2x2 , e T37
By (t) = (0|t =1)—202 (4.12)

—sgn(t)%, t € Ts;

0, t e Tg;
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mientras que la segunda derivada se escribe como,

el ey,
0 t € Tho;
—a+43]t|—1 teTh
@ (1) = ot . 4.13
/804 ( ) oc-ﬁ—(|)ét2|—17 te 1—147 ( )
%, t € Ts;
0, t e Tg.

Se puede apreciar, tanto en (4.13) como en la Figura 4.3b, que, como en
el caso del spline cubico, toda la familia a-spline posee una derivada segunda
continua y lineal a tramos. Este hecho resulta evidente al expresar dicha funcion
como suma de pulsos triangulares, es decir,

1 t+1 t t—1
«a @ @ @
Por dltimo, la tercera derivada de la funcion base a-spline viene dada por,

2sgn (t)/a?, t€Ty;
0, t e Ty
ﬁ&?)) (t) — 3sgn (t)/O[27 tels; (414)
sen (t)/a?, t e Ty;
—sgn (t)/a?, teTs;
0, teTg.

Esta es una funcién escalonada (ver Figura 4.3.c), es decir, la derivada ter-
cera de la interpolacion a-spline es constante a tramos. Por ello, puede resultar
clarificador expresarla en términos de funciones pulso rectangulares,

1
B () = — [Pa(t+1+0/2) = pa(t+1 = /2) = 2pa (t + a/2)
+2pa (t = a/2) +pa (t =1+ a/2) —pa (t =1 —a/2)].

(4.15)

Conviene recalcar que la base a-spline hereda las propiedades de la familia
a-spline, L” —ptd) (t), puesto que no es mas que un caso particular de la misma.
En concreto, el conjunto de bases a-spline, {4 (t —n)}, o, forma una base de

Riesz del espacio

+oo
V(Ba) = {sa(t) = Z cn)Ba (t—n) : cln] € lg},

n=—oo
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(c) Derivada 3%, @(13) (¢).

Figura 4.3: Derivadas de la funcion base a-spline, para distintos valores del
parametro .
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pues se cumple que

2

Allell?, < ||1D_ eln)Ba (¢ =n)|| < Bllelli,, ¥ ¢ln] € bs;
neZ
con
A= <z> sinc? ),
T
g2

OO

Asi mismo, las bases a-spline constituyen una particién de la unidad, lo que,
unido a lo anterior, asegura un adecuado comportamiento de la interpolacién
a-spline.

4.4. Interpolacién a-spline

La interpolacion a-spline, s,(t), de una senial z(t) se puede escribir como

= c[n]Ba (t—n), (4.16)

neZ

donde S, (t — n) es la base a-spline centrada en ¢ = n, y ¢[n] son los coeficientes
a-spline que cumplen la condicién de interpolaciéon

Sq (n) =x(n), VneLZ. (4.17)

Esta expresién hace referencia a senales, o funciones, de duracién infinita.
Dado que en la préctica las sefiales manejadas (piénsese, por ejemplo, en ima-
genes) tienen duracion finita (z(n),n = 1,..., N) se hace necesario imponer
un conjunto de condiciones de contorno. La resolucion de este problema puede
afrontarse de una forma similar a la tradicional interpolacién mediante spli-
nes cabicos [Boor78], es decir, planteando un sistema de ecuaciones tridiagonal
que se resuelve usando técnicas numéricas estandar, con el fin de obtener los
coeficientes c[n] de (4.16).

Asi mismo, puede utilizarse la metodologia (més eficiente) planteada en
[Unser93a] y [Unser93b| basada en filtrado digital, aunque, evidentemente, con
ciertas modificaciones que se presentaran posteriormente.

4.4.1. Solucién matricial

Habitualmente, los problemas de interpolaciéon y aproximacion mediante
splines se resuelven utilizando formulaciones matriciales [Boor78]. De forma
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totalmente equivalente se puede afrontar el problema de interpolacion mediante
a-splines.
Se considera la interpolaciéon de N puntos, es decir,

8¢ (n)=z(n), ¥Yn=12,...,N. (4.18)

Para simplificar la notacion, los valores de la base a-spline en los instantes
de muestreo (valores enteros de t) se denotan como
33—«
a= 604 (t)|t:0 = 3 ’
b= Ba (t)|t:+1 = Ba (t)|t:—1 =

a .
6 )
siendo el resto de valores (8, (1), V |n| > 2) nulos. El soporte compacto de las
funciones base a-spline provoca que en cada una de las condiciones de interpola-

cion de (4.18) intervengan tinicamente tres funciones base: las correspondientes
al punto en cuestién, al anterior y al posterior; resultando

+oo
20) = sal) = 3 clHBa(n—P)
k=—oc0
=ben—1]+acn]+ben+1], 2<n<N-1. (4.19)

En los extremos del intervalo se deben considerar las condiciones de frontera.
Asumiendo que la sefial original es periodica de periodo N

x(t) =x(t+kN), Y k; (4.20a)
y, por tanto, también los coeficientes a-spline

c[n] =cn+kN], Vk; (4.20b)
entonces, en los extremos de la interpolacién deben cumplirse las condiciones

x(1) = bcl0] + ac[1] + be[2] = be[N] + ac[l] + be[2],
2(N) = bc[N — 1] + ac[N] + bc[N + 1] = be[N — 1] + ac[N] + be[1].

Expresado en forma matricial, el sistema a resolver cuando se consideran
condiciones de frontera periodicas es

a b 00 ... 0% 1] (1)
b b 0 ... 00 2] x(2)
0 bab ... 00 Bl | = | =B3) |, (4.21)
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La simetria especular en los extremos (situacion ésta habitual en procesado
de imagen) fuerza que

x(t) =x(2N —t), N <t<2N-—1;
cln] =¢c[2N —n], N <n<2N-—1;

y que tanto la senal original como la secuencia de coeficientes de la interpolacién
sean periddicas de periodo 2N — 1, es decir,

z(t) =2+ k(2N —-1)), Yk
cn] =cn+ k(2N -1)], Vk;

resultando que, ademas de las condiciones dadas por (4.19), en los extremos
debe cumplirse

z(1)
x(N) =

be[0] + ac[1] + be[2] = be[1] + acl] + be[2],
¢[N — 1] 4+ ac[N] + be[N + 1] = be[N — 1] + ac[N] + be[N —1].

Por lo tanto, el sistema matricial correspondiente a la interpolaciéon a-spline
con condiciones de frontera especulares es

a+b b 0 0 0 0 c[1] z(1)
b a b 0 0 0 c[2] z(2)
0 b b 0 0 Bl | = | =) |, (4.22)
0 00 0 2 a C[N] z(N)

Es posible imponer otras condiciones de frontera, tales como fijar el valor de
la derivada (o de la derivada segunda) en los puntos extremos del intervalo. En
cualquier caso el sistema de ecuaciones puede ser resuelto muy eficientemente
mediante eliminacion Gaussiana o factorizacion LU [Golub89].

4.4.2. Solucién mediante filtrado digital

A partir de la expresion (4.16), es posible considerar la interpolacién como
una convolucion (filtrado) de los coeficientes de interpolacion ¢[n] con la funcion
base a-spline

sa(t) = Y c[n]Ba (t—n) = c[n] * Ba (t). (4.23)
n=€cZ

Este proceso de interpolacién, desde el punto de vista de filtrado digital,
se muestra en la Figura 4.4: resulta evidente que, para cumplir las condiciones
de interpolacion (4.17), es preciso que el denominado filtro directo a-spline,
denotado por d,[n], sea el inverso del filtro indirecto, 3, (t), discretizado.
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0| o || i
¢/D a-spline

Conv c(t) Filtro Salt)
D/C Indirecto —
! a-spline

Figura 4.4: Esquema de interpolacion a-spline.

Muestreando la base a-spline en los instantes t = n € 7Z, se obtiene
bo [n] = (ad[n + 1] + (6 — 2a)d[n] + ad[n — 1]) /6, (4.24)
cuya transformada z es
Bo(2) = (az + (6 — 2a) + az™ ') /6.

Por lo tanto, para obtener los coeficientes c[n| es necesario filtrar la secuencia
x[n] mediante el filtro inverso de by, [n], es decir, un filtro digital con la siguiente
funcion de transferencia

6 6 1 —Z1

-1
= = = — 4.2
Da(z) = (Ba)  (2) az+ (6—2a)+az"!  al—zz711—2z2’ (4.25)

que posee un par de polos reales reciprocos {(z1,2; '), |21] < 1}, es decir, 2
denota el polo situado dentro del circulo unidad y cuyo valor es

a—3++v9 —6a cR.

(67

z1 =

(4.26)

Dado que 0 < a < 1, entonces z; toma valores negativos en el rango
—24+3=-0,26795 < z; < 0.

Por otro lado, es posible obtener el valor de « a partir de z1, sin mas que

despejar de (4.26),
621
= . 4.27
@ (1 — 21)2 ( )
Considerando esta expresion y realizando la transformada z inversa de
(4.25), se obtiene la respuesta al impulso del filtro directo a-spline
. —621

dali) = =2 el « (s ufn]) = (el

(4.28)
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z[n] ctn] ¢ [n] cln] salt)

—  df[n] d; [n] (1—2)? Ba(t—n) ——

Figura 4.5: Interpolacion a-spline mediante filtrado digital.

que representa un filtro digital simétrico que decae exponencialmente y que
puede ser implementado mediante un algoritmo recursivo [Unser93b| mas efi-
ciente, en cuanto a numero de operaciones requeridas, que la resolucién del
sistema matricial equivalente. En concreto, esta solucién alternativa se basa en
la descomposicion del filtro directo spline en dos filtros: uno causal y otro anti-
causal. Como muestra la Figura 4.5, los coeficientes, ¢[n], de la interpolacion de
una secuencia, x[n], se pueden obtener mediante el filtrado de dicha secuencia
con el filtro digital dy[n] de (4.28), es decir,

c[n] = z[n] * do[n] = x[n] * df [n] * d, [n],
donde el filtro causal, d [n], y el anticausal, d_ [n], toman la forma
dtn] = zli"u[:lzn],

con transformada z 1
DE(z) = ———. 4.2
« (Z) 1 212$1 ( 9)

Por lo tanto, (4.28) puede ser reescrita como

da[n] = _Zzl df[n] * dg [n] = (1 = 21)%d{ [n] * d; [n]. (4.30)

Esta metodologia fue desarrollada por M. Unser y otros autores [Unser93b|
para realizar la interpolacion spline de cualquier orden imponiendo condiciones
de frontera especulares (tipicamente utilizadas en el procesado de imégenes).
En esta Tesis, segin se ha descrito en el presente apartado, se adapta dicho mé-
todo recursivo a la interpolacién a-spline y se extiende de manera que permita
utilizar condiciones de frontera periddicas (més adecuadas para el procesado
de senales unidimensionales), tal y como se presenta a continuacion.

4.4.2.1. Condiciones de frontera periodicas

La interpolaciéon a-spline de una secuencia x[n] de N puntos con condiciones
de frontera periddicas, es decir, de una sefial que cumple

xz(t) =x(t+kN), VEk;
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puede resolverse recursivamente de forma muy eficiente, pues requiere tnica-
mente (5N — 2) operaciones.

En primer, lugar es preciso realizar el filtrado de las muestras x[n] mediante
el filtro causal IIR d [n] (ver la Figura 4.5) con el fin de obtener los N valores
de la secuencia c*[n]. Segin (4.29), es evidente que ¢t [n] = z[n] + z1¢t[n —1];
sin embargo es necesario obtener un valor inicial para comenzar la recursién.
Haciendo uso de la condicion de periodicidad se obtiene

ct[1] = z[1] + z1¢T[0] = z[1] + 21T [N,
y, siguiendo la recursion,

ct[1] = z[1] + z1¢T[N] = z[1] + 21 (z[N] + 21" [N = 1]) = - --

N1
= z[1] + Z [N —n 1] 4 2V et (1],
n=1

resultando un valor

N-1
ct[1] = I ! ~ (a:[l] + Z zix[N —n+ 1]> , (4.31a)
- Zl n=1

que permite iniciar el filtrado recursivo
ct[n] =z[n] +21¢tn—1], n=2,3,...,N. (4.31b)

En segundo lugar, se realiza el filtrado de la secuencia ¢~ [n] con el filtro
anticausal IIR d [n]. En esta ocasion es preciso calcular el valor ¢~ [N] que
posibilite iniciar la recursion ¢ [n] = ¢t [n] 4+ z1¢7 [n + 1] dada por (4.29). Asi,
puesto que ¢~ [N + 1] = ¢7[1], se tiene

¢"[N] = ¢ [N+ z1¢7 [N + 1] = ¢"[N] + 2107 [1]
T[Nl + z1(cT [N = 1] + 217 [2)) = - -

N-1
=c"[N] + Z 20c¢T[n] + 2N e [N],
n=1

obteniéndose el valor inicial

= N
1—2

¢ [N] = ! <c+[N] + Z_ z?cﬂn]) , (4.31c)

de la recursion

cn)=ctn]+zicn+1], n=N-1,N—-2,...,1; (4.31d)
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Finalmente, se aplica la constante multiplicativa a la secuencia ¢~ [n] para
obtener los coeficientes a-spline

cln] =1 —2)%[k], n=1,2,...,N; (4.31e)
y evaluar (4.16) para obtener el valor de la interpolacion a-spline en los puntos

deseados.

4.4.2.2. Condiciones de frontera especulares

En aplicaciones de procesado de imagen, resulta habitual imponer condi-
ciones de frontera especulares que eviten discontinuidades en los bordes de la
imagen interpolada, para lo cual se extiende la funciéon x[n] por ambos lados
utilizando su imagen especular, es decir,

x(t)=x(2N —t), N <t<2N -1,
resultando una senal periédica de periodo 2N — 1, es decir,
z(t) =zt + k(2N -1)), VEk.

En estas circunstancias, [Unser93b] desarrolla el algoritmo recursivo para
obtener los coeficientes de la interpolacion spline. Resulta inmediata su modi-
ficacion para adaptarlo a la interpolacion a-spline con simetria especular

2N-3
c+[1]: 2N 5 Z ziz[n
c+[n]:m[n]—|—zlc [n—l], n=23,...,N;
¢IN = = ("IN — 1]+ 21" [N — 2]);
— 22

cn]=ctn]+zicn+1], n=N—-1,...,1;
cn]=(1—-2)%"[n], n=1,2,...,N.

El algoritmo es idéntico al presentado para el caso de condiciones periédicas
salvo por los valores iniciales de las recursiones (ct[1] y ¢ [N]).

4.4.3. Interpolacién rapida mediante a-splines

Los splines cibicos se utilizan ampliamente en la interpolacién de datos
multidimensionales (principalmente de imagenes). Sin embargo, en aplicaciones
en las que la capacidad de computo sea un recurso escaso, la interpolaciéon
lineal (splines de orden uno) se convierte en una opcién habitual, debido a su
simplicidad. Como ya se ha comentado, el uso de splines requiere solucionar dos
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problemas: un problema directo para obtener los coeficientes de las funciones
base; y un problema indirecto que genera la senal interpolada a partir de dichos
coeficientes. La interpolacién lineal presenta la doble ventaja de no precisar la
solucion del problema directo (los datos son en si mismos los coeficientes de
las bases triangulares) y de la simplicidad y eficiencia a la hora de generar las
muestras de salida.

Cuando se precisa un alto grado de suavidad, la solucién mas habitual son
los splines ctibicos: por ejemplo, en redimensionamiento y transformaciones geo-
métricas de imagenes, una interpolacién lineal genera imégenes compuestas por
planos y aristas, mientras que la interpolacién spline cibica produce imégenes
con curvas y transiciones suaves. En la interpolacién spline cibica es preciso
solucionar el problema directo (bien sea mediante inversion matricial [Boor7§]
o filtrado digital [Unser93b]), para lo cual son necesarias multiplicaciones y
sumas en aritmética de punto flotante, mientras que el problema indirecto se
puede implementar en punto fijo.

En [Ferrari99] se presenta una técnica que permite calcular de manera efi-
ciente los coeficientes de la interpolacién spline mediante sumas y desplaza-
mientos en aritmética de punto fijo, lo que simplifica (y en algunos casos posi-
bilita) la implementacion hardware, sobre todo en aplicaciones en tiempo real
o similares.

En concreto, si el filtro digital interpolatorio posee una raiz del tipo

Zj == (%)m (4.32)

entonces los coeficientes de dicho filtro son de la forma
1 mn
dn] = (§> , (4.33)

pudiéndose implementar mediante sumas, diferencias y desplazamientos (equi-
valentes a divisiones por potencias de 2) en punto fijo. Con este fin, [Ferrari99)
propone un conjunto de bases splines, que denomina (1/2)™-splines, que cum-
plen con el requisito (4.32), que poseen caracteristicas proximas a los splines
ctubicos y que posibilitan una implementacién computacionalmente més eficien-
te. Dentro de la familia de a-splines presentada en esta Tesis, esta implemen-
tacion surge de forma natural, pues existen infinitos valores del parametro de
suavidad « que proporcionan interpolaciones cuyo filtro directo posee raices
como en (4.32).

Asi, utilizando las expresiones (4.26) y (4.27) que relacionan « con la raiz
z1 del filtro a-spline se tiene

0" 3
=—|= = =2,3,4,... 4.34
z1 (2> S o iggmt Mm=234 (4.34)



82 Capitulo 4. a-splines

| m | polo z; | pardmetro o | filtro d,[n] |

2 | -1 0,9600 (=L
3| -1 0,5926 9 (=
1| -4 0,3945 7 (— L)
1 33 1\
5 —= 0,1763 3 (—3)

Tabla 4.1: Filtros directos a-spline con coeficientes potencia de dos.

y haciendo uso de (4.28) se obtienen los coeficientes del filtro digital directo,
dn[n] , necesario para calcular los coeficientes de interpolacion a-spline, con la
particularidad de que sus valores son siempre de la forma (4.33). La Tabla 4.1
muestra algunos casos de a-splines con esta propiedad.

Es posible, por tanto, implementar la interpolacién a-spline mediante arit-
mética de punto fijo manteniendo la flexibilidad aportada por el parametro de
suavidad o, que permite obtener desde un resultado muy proéximo al spline ci-
bico (m = 2) hasta soluciones menos suaves, proximas a la interpolacion lineal
(cuando m se hace grande).

La aplicaciéon de esta técnica a la interpolacién de imagenes permitira la
utilizacion de circuitos integrados mas simples (con aritmética de punto fijo) con
el fin de obtener imagenes remuestreadas (desplazamientos, ampliaciones, .. .)
con una calidad, tanto desde el punto de vista subjetivo como de relacién senal
a error, practicamente idéntica a la interpolaciéon spline cibica si se utilizan
a-splines con a = 0,96.

4.5. «-spline cardinal

El a-spline cardinal se introduce con el fin de establecer paralelismos y
similitudes entre el esquema clasico de interpolacion (basado en la funcion
sinc (z)) y la interpolacién a-spline; lo que permitira, entre otras cosas, extender
estas técnicas de interpolacién a las comunicaciones digitales, tal y como se
verd en el Capitulo 6. Se contintia considerando, sin pérdida de generalidad,
una frecuencia de muestreo unitaria (T' = 1). Recordando que la interpolacion
de senales limitadas en banda se puede expresar como

x(t) = Z x(n) sinc (t — n),

neZ
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1l — 0=0.00

- — 0=0.25

o=0.50

08¢ - 0=0.75

—o— 0=1.00
0.6r
0.4r
0.2r

0 V_UJacex __ L=a 6
_02 L

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
t/ T (segundos)

Figura 4.6: a-spline cardinal: respuesta al impulso.

el objetivo consiste en encontrar una formulacién equivalente para el caso de
la interpolacién a-spline, del tipo

z(t) =) a(n)nalt —n),

nez

donde 7, (t) representa el a-spline cardinal. Claramente, este filtro viene dado
por la convolucién del filtro directo con el filtro indirecto a-spline, por lo que
su expresion matematica se puede representar como

Na(t) = da[n]Ba (t —n). (4.35)

nez

Su respuesta al impulso para distintos valores de «, calculada mediante las
expresiones (4.10) y (4.28), se representa en la Figura 4.6. En dicha grafica se
comprueba que el a-spline cardinal cumple la propiedad de interpolacién: valor
unitario en el origen y valores nulos en los multiplos enteros del tiempo entre
muestras. Asi mismo, cuando se varia el parametro o entre 0 y 1, el a-spline
cardinal transiciona entre la forma triangular con soporte localizado en [—1, 1]
y una forma muy proxima a la funcion sinc (t).

La respuesta en frecuencia del proceso interpolatorio nos puede aportar
alguna informacion adicional. Para su calculo es preciso obtener la transformada
de Fourier de (4.35), que equivale a calcular el producto de las transformadas
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Figura 4.7: a-spline cardinal: respuesta en frecuencia.

de Fourier del filtro a-spline directo, d,[n], y del filtro a-spline indirecto, 8, (t).
Por un lado, y a partir de (4.25), se obtiene
3

TF {dalnl} = Da()ecor = 50T woos (o] (4.36)

Por otro lado, el hecho de que el ntcleo a-spline en tiempo continuo proceda
de la convolucion de cuatro pulsos permite obtener su transformada de Fourier
(4.11), la cual, combinada con (4.36),% proporciona la respuesta en frecuencia
de la interpolaciéon a-spline

sinc 2(2/27) sinc 2 (a2/27)
3—a+acos () '

Ho(9) = TF {na(t)} = ° (4.37)

La Figura 4.7 representa dicha respuesta en frecuencia para distintos valores

de a. Se puede observar el comportamiento paso bajo de la interpolacion, siendo
el caso a = 1 el més préximo al filtro paso bajo ideal.

4.6. Suavidad de la interpolacién a-spline

La suavidad es una caracteristica que, inicialmente, resulta deseable en mu-
chas aplicaciones de interpolacién y que, por tanto, es conveniente evaluar. En

2Téngase en cuenta que, a lo largo de todo el capitulo, se esta considerando T = 1, por lo
tanto Q = w.
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esta seccion se estimaré el grado de suavidad de la interpolacion a-spline y su
dependencia con el pardmetro «v. En primer lugar, se definird cuantitativamente
la suavidad de una senal para, posteriormente, calcular el valor correspondiente
a la interpolacién a-spline. Conviene resaltar que la evaluacién a priori de la
suavidad (o, como se vera mas adelante, de la varianza o del area residual) de
la interpolacién a-spline permite proponer una serie de técnicas que buscan el
valor del parametro a que genera una solucion con la suavidad (u otra caracte-
ristica) requerida, lo cual abre un amplio abanico de aplicaciones practicas de
los a-splines.

4.6.1. Concepto de suavidad

Como se coment6 en la introducciéon de esta Tesis, los splines cibicos sur-
gieron originalmente como un modelo matematico que simulara el trazado de
curvas a mano alzada, ya que los splines ctibicos imitan la posicion de una tira
flexible forzada a pasar por un conjunto de puntos dados. La energia de ten-
si6n® (strain energy) de la tira, que es inversamente proporcional a la suavidad
de la misma, viene dada por la integral de la curvatura

Y A O
E_/b T3 GOWTT dt. (4.38)

La eldstica es el spline ideal, es decir, la funcion z(¢) que minimiza (4.38).
Debido a la inherente dificultad de trabajar con esta formulacién, es habitual
utilizar una versiéon linealizada, y por lo tanto mas simple, de la energia de
tensién

Ep = /b a[:z:(Q) (t))?dt. (4.39)

Esta expresion es valida inicamente si se cumple (;E(l)(t))z < 1. A pesar
de que dicha suposicién es violada en muchas ocasiones practicas, su uso es-
td muy extendido, dado que facilita la busqueda de funciones que minimicen
(4.38). En realidad, es la energia linealizada, Er,, dada por (4.39) la que resulta
minimizada por la interpolacién mediante splines ctibicos (con condiciones de
frontera libres)[Boor68].

A continuacion, se evalaa la energia de tension de la interpolacion a-spline,
demostrando que la suavidad es inversamente proporcional al parametro a. Se
afrontara el problema desde dos puntos de vista: el primero de ellos considerara
senales deterministas periddicas, mientras que el segundo tendrd en cuenta
senales aleatorias.

3Se define la energia de tensién como la energia almacenada en un cuerpo en virtud de
una deformacion elastica o, de forma equivalente, como el trabajo que debe realizarse para
producir cierta deformacion elastica.
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Figura 4.8: Derivada segunda de la interpolacion a-spline determinista: a)
derivacion continua, b) derivacion discreta.

4.6.2. Suavidad de la interpolacién a-spline de senales de-
terministas periddicas

Se considera la interpolacién de una secuencia de N muestras que represen-
tan M periodos de una senal o funcién senoidal, z[n], con frecuencia discreta
wo = 27T/T0 = 27TM/N,

x[n] = Asin (won + ®¢) = Asin (277%11 + dp), (4.40)

siendo 0 < M <N -1y 0<wy <27

La interpolacién a-spline de esta secuencia proporciona una senal continua,
sa(t), cuya suavidad es inversamente proporcional a la potencia de tension,
definida en este caso como

Ps (sa(t) = MlTO /MT (sﬁf)(t))th. (4.41)

Debido a la linealidad e invarianza del procedimiento interpolatorio (véase
la Figura 4.8) y considerando condiciones de contorno periodicas (4.20), la
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derivada segunda de la interpolacion a-spline es

(67

) +o0 +o0 1 t—n
s =3 enlpP t-n)= > Pnj-A <—> (4.42)

n=—oo n=—oo

donde A (t) representa la funcion pulso triangular y ¢®[n] es la diferencia
segunda de la secuencia discreta de los coeficientes a-spline

c? [n] = c[n] * haln] = z[n] * do[n] * ha[n],

siendo hg[n] el filtro discreto derivador de segundo orden, cuya respuesta en
frecuencia es

Hy(w) = TF {[n + 1] — 2d[n] + d[n — 1]} = 2cos (w) — 2. (4.43)

Puesto que la senal de entrada, x[n], es senoidal, también lo seran la se-

cuencia de coeficientes, c[n], su diferencia segunda, ¢ [n], la sefial interpolada,
(2)

34(t), y su segunda derivada, s’ (t). Por ello, se puede escribir
P [n] = 2] Da(2)Hz(2)] . oo
3
3+ a(coswy — 1)

= Asin (won + Dg) (2coswy — 2).

Introduciendo ahora (4.42) en (4.41), la potencia de tension se puede rees-
cribir como

N . 2
Pg (sa(t)) = %/N lz 0(2)[”%A (%)1 dt.
n=1

Si el pardmetro de suavidad estd comprendido en 0 < o < 1/2, entonces los
pulsos A ((t — n)/a) no se solapan, es decir, toman valores nulos en t < n—1/2
y t > n+ 1/2. Por lo tanto, el orden del sumatorio y de la integral pueden
intercambiarse, resultando

1 N 2 n+1/2 1 t—n 2
Ps (sa(t) = > [c<2> [n]} / [EA (Tﬂ dt. (4.44a)
n=1 n

—1/2

Por el contrario, si 1/2 < a < 1 entonces el pulso triangular n-ésimo solapa
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con el anterior y el posterior, por lo que

Nt 2 —n\ c@n -n— ’
Pstsa = 1> [ l“if”%(lfa ) “L“M(f d 1)] s

Puesto que se consideran condiciones periédicas (en concreto ¢? [N +1] =
c¢?1]), y dada la simetria de la funcion pulso triangular, es posible reescribir
la expresién anterior como

Ps 1%{@) ]/:H léA(%)]th

n=1
N n+1
1 1 t—n t—nm—1
15 @@ 1
+Nn§:1c [n]c [n+1]/n a2A< a)A( - )dt.
(4.44b)

Sabiendo que la autocorrelaciéon determinista de la diferencia segunda de
los coeficientes a-spline vale

S 2 6A(coswy — 1) \? &
712_:1< ) <3+a(cosw0—1 ) ;Sm (won + @)

2 \3+ afcoswy —1

N 2
A2 6(coswy — 1
1P [n+1]= N— 0 -
ZC n+1] 2 (3+a(coswo -1) cose;

n=1

y que las integrales que intervienen en (4.44) son
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Ino = /Z [A (é)th — %a; (4.452)

oo 0 0<a<1/2

z—1 T ’ == '
IM:/ A< - )A(a)daz— 2a—1) (4.45b)
602 '

—00 1/2<a<1;

entonces, la potencia de tension de la interpolacion a-spline (considerando con-
diciones de frontera periddicas) de una secuencia senoidal de amplitud A y
frecuencia discreta wg resulta

2
1242 coswy — 1
Ps (54(1)) = @), 4.4
s (sa(t)) o <3+ a(coswy = 1)> G(a,wo) (4.46a)
donde
1, 0<a<1/2;
Gla,w) = (20 —1)3 (4.46Db)
1+ cosw, 1/2<a<l.

203

Mediante (4.46), la potencia de tension de la interpolacion de una senal

sinusoidal de potencia unidad puede ser evaluada de manera exacta en funciéon
de su frecuencia, w, y del parametro de suavidad, «, utilizando la expresion

2
24 cosw — 1
PS (a,w) = E (m) G(a,w). (447)

Esta expresion decrece monétonamente con «, salvo una pequena region
de valores proximos a la frecuencia de Nyquist (wp = 20 M /N = 7) y con el
parametro « comprendido entre 0.5 y 0.67, tal y como muestra la Figura 4.9.
Conviene resaltar que, en dicha region, la potencia de tensién crece de forma
muy leve, manteniéndose practicamente constante con respecto a a.

El resultado anterior puede generalizarse para una secuencia z[n] cualquiera.
Dado que una secuencia finita siempre puede ser expresada como combinacién
lineal de exponenciales complejas de distintas frecuencias (mediante su Trans-
formada Discreta de Fourier), y que la potencia de la derivada segunda de la
interpolacion resulta igual a la suma de las potencias resultantes de interpolar
cada una de las exponenciales por separado (debido a la ortogonalidad de las
funciones base de dicho desarrollo), entonces es posible evaluar la potencia de la
derivada segunda de la interpolacién a-spline de cualquier secuencia arbitraria,
x[n], de longitud N con condiciones de contorno periddicas. La Transformada
Discreta de Fourier (DFT) de dicha secuencia arbitraria viene dada por

N—-1
X[k] — Z x[n]efj%rkn/N,

n=0
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Figura 4.9: Region (area sombreada) donde la suavidad de la interpolacion
a-spline decrece con a.

donde w = 27wk/N representa la frecuencia discreta; por lo que, debido a la
ortogonalidad de las exponenciales complejas, la potencia de tensién puede ser
evaluada a partir de la DFT de la secuencia y de (4.47)

N-1
Ps (sa(t)) = % > X[k Ps (a,w = 27k/N) . (4.48)
k=0

En términos generales, esta potencia de tensién disminuye con « para cual-
quier senial considerada (salvo para valores extremos de wp proximos a 7), es
decir, la suavidad de la interpolacién aumenta conforme crece «.. En la practica,
aunque la secuencia a interpolar posea componentes frecuenciales pertenecien-
tes a la region de no decrecimiento, el pequeno incremento de la potencia de
tension provocado por dichas componentes cuando aumenta « se verd com-
pensado con el mayor decremento provocado por el resto de las componentes
frecuenciales de la senal que no pertenecen a dicha regién.

4.6.3. Suavidad de la interpolacién a-spline de senales
aleatorias

En este apartado se obtiene una expresiéon de la energia de tension lineali-
zada de la interpolacion a-spline considerando procesos estocasticos, X(t), en
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lugar de senales deterministas, z(t). De esta manera, mediante el operador es-
peranza matemaética, la expresion de la energia de tension (4.39) se transforma
en potencia media de tensién

2
Ps(Sa) = E [(S&Q)(t)) } =0g g0 = Rg@(0),

donde g, 02(2) y Rge (1), representan, respectivamente, la media, la varian-
zay la autocorrelacion de la derivada segunda de la interpolaciéon a-spline. El
interés se centra, por tanto, en el valor de la potencia de la derivada segunda
de la interpolacién a-spline y en demostrar que, nuevamente, decrece de forma
monétona conforme aumenta «.

El esquema de interpolacién mostrado en la Figura 4.8 sirve para ilustrar
la interpolacién de procesos estocasticos sin mas que sustituir las senales de-
terministas (por ejemplo x(t) y c[n]) por sefiales aleatorias (X(t) y C[n]).

El proceso estocastico constituido por la interpolaciéon a-spline, S((f) (t), no
es estacionario en sentido amplio pero, introduciendo una variable aleatoria ©
uniformemente distribuida en [0, 7]* e independiente de S(t), es posible formar
el proceso estocastico, Z, (t), estacionario en sentido amplio

Z2t) =8Pt +©). (4.49)

Dado que, tanto la derivacién como las operaciones involucradas en el pro-
ceso de interpolacion (filtrado directo y filtrado indirecto) son lineales e inva-
riantes en el tiempo, es posible expresar el proceso estocéstico derivada segunda

de la interpolacion, VA (t), en forma de convolucion

200 - Y COpia <§—e>,

n=—oo

donde C[n] es la secuencia aleatoria formada por la diferencia segunda de los
coeficientes de la representacion a-spline de X(t), y A (¢) representa la funcion
pulso triangular.

Es necesario, en primer lugar, calcular la autocorrelacion de la derivada se-
gunda de la interpolacion a-spline, R, e (1), mediante convolucién de la auto-

correlacion de C®[n] y la autocorrelacion determinista de A (t/a),

= <1 t—n+71\1 ¢
RZS,?) (T) = Z Rc(z) [n][m EA (T) EA <a> dt,

n=—oo

4Como ya se comento, se considera, sin pérdida de generalidad, un periodo de muestreo
T=1.
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donde la autocorrelacion de los coeficientes a-spline, R (2)[n], resulta de filtrar
el proceso discreto de entrada, X[n], con el filtro directo, d*[n], y aplicar el
operador diferencia de orden dos (ver Figura 4.8b). Haciendo uso de la auto-
correlaciéon determinista de la diferencia segunda del filtro directo a-spline,

pg)[n], dada en (C.2), se tiene
R [n] = Rx|[n] * p'P[n)]. (4.50)

Por consiguiente, la potencia de la derivada segunda de la interpolacién se
corresponderd con su autocorrelacién particularizada en 7 = 0

P (Zo) = Rz53>(0) - % i Re[n] /OO A (%) A (é) dt,

n=-—o00 -

y puesto que la integral Gnicamente toma valores no nulos para n = —1,0,1,
entonces se puede escribir

1 o t+1 t
Ps (Z.) = ~3Rce [—1}/ A (T) A (&) dt
1 o0 t
+ —Rce 0] /_ N A? (E) dt
1 o0 t—1 t

. [Rco [011a0 + (Ree [—1] + Ree [+1]) 1a1] -

a2

Finalmente, se obtiene

1
Ps (Z.) = pe) (Rc@ [0]Ia0 + 2Rc [1]1a1) , (4.51)

donde los términos no nulos de las integrales toman el valor dado en (4.45).

En definitiva, es posible calcular la potencia de la derivada segunda de la
interpolacién a-spline a partir de la autocorrelacion de la secuencia aleatoria
a interpolar, Rx[n], sin mas que hacer uso de la expresion (4.51) junto con
(4.50). En posteriores secciones se llevara a cabo dicho célculo particularizado
para sefiales con una autocorrelacion determinada. Seria posible realizar estos
célculos en el dominio de la frecuencia, aunque, salvo casos triviales, resulta
mas complicado que el procedimiento descrito.
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4.6.3.1. Senales blancas

Si el proceso a interpolar, X[n], es blanco de media nula, es decir, si su
autocorrelacion es de la forma,

Rx[n] = o%d[n],

entonces, usando (4.50), la autocorrelacion de la diferencia segunda de los co-
eficientes a-spline es
Rom[n] = o%pd Inl,

con lo que (4.51) resulta

2
-
Ps(Za) = % (p§3> [0]7a0 + 20 [ml) . (4.52)

Este valor depende exclusivamente de la varianza de la entrada, o%, y del
parametro de suavidad « a través de las expresiones de Ia, y de p((f) [n] dadas
en (4.45) y (C.2) respectivamente. Desarrollando dichas expresiones, se obtiene
un resultado mas simple expresando (4.52) en funcién del polo z; en lugar de
en funcion del parametro «. Asi resulta que la potencia de la interpolacién
a-spline de una secuencia aleatoria blanca toma el valor

s 5i0 <« <1/2, entonces

2 2(21 +3) (21 —1)°

P (Zy) = — : 4,
s (Za) ox 9021 (21 + 1) (4.53a)
= si1/2 < a <1, entonces
—1)6
Ps (Za) 2 (a1—1) (4.53b)

T X044 00z, 1 1)
(28 4 3127 + 33120 + 130327 + 1189z — 49127 — 57523 — 59z, — 2).

Se comprueba facilmente que la derivada de la potencia de tensiéon es posi-
tiva para todos los posibles valores de z1, es decir,

dPs (Z,) -0

_2 .
20 Yz € [-2+V/3,0);

y puesto que existe una relacion monoétona decreciente entre el paradmetro o y
el polo z (4.26)

do z1+1
— < v -2+ 4.54
dz1 6(21 —1)3 = 0, Vai el V3,0], (4.54)
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Figura 4.10: Potencia de tension de la interpolacién a-spline de senales blan-
cas de potencia unidad y su derivada frente a «.

entonces es posible afirmar que la potencia de tension decrece conforme crece
el valor de a, puesto que

dPs (Zo) __

v 0,1].
da s U, aE[,]

En la Figura 4.10 se muestra la dependencia de la potencia de la derivada
segunda de la interpolaciéon a-spline de una funcién blanca. Se concluye, por
tanto, que la suavidad de la interpolaciéon a-spline de una secuencia aleatoria
blanca decrece conforme disminuye el valor de zi, es decir, crece conforme
aumenta el pardmetro de suavidad «.

4.6.3.2. Senales aleatorias senoidales

Si el proceso a interpolar es senoidal de frecuencia wy y fase aleatoria, su
autocorrelacion se puede escribir como

Rx[n] = 0% cos (won), Vke€Z, 0 <w< .

Dado que la respuesta en frecuencia del filtro directo a-spline es (4.36)

9
[3+ alcosw — 1)]?’

|Da(w)|* =

y que la respuesta en frecuencia del filtro diferencia segunda es

|Hy(w)|* = |TF {6[n+ 1] — 20[n] + d[n — 1]}]* = (2 cosw — 2)?,
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entonces

Ree [F] = 0% cos (won) [Da(wo)|* [Ha(wo) |

3
3+ a(coswy — 1

= 0% cos (won) ( ))2 (2coswy —2)%;

con lo que, aplicando (4.51), la potencia de la derivada segunda de la interpo-
lacion a-spline de una senal senoidal se puede expresar como

1
Ps(Z.) = pe) (Re@ [0]Ia0 + 2Re [1]1a1)

ﬁ 6(coswy — 1)
a2 \ 3+ a(coswy — 1

2
)> (Ino + 2 coswolar) .

Finalmente, considerando (4.45), la anterior expresion resulta

2
24 coswp — 1
Ps(Za) = agcg (3 - a(cong — 1)> G(a, wo), (4.55)
expresion idéntica a (4.46) referente a la potencia de tension de sefiales determi-
nistas senoidales. Por consiguiente, al igual que ocurria en el caso determinista,
es posible afirmar que la suavidad de la interpolacién a-spline de procesos es-
tocésticos senoidales aumenta conforme crece el valor de « salvo en la pequena
regiéon del plano o — w, representada en Figura 4.9, en la que la suavidad es
practicamente constante con respecto a .

4.7. Varianza de la interpolacién a-spline

En determinadas ocasiones, las técnicas de interpolacién generan oscilacio-
nes y sobredisparos en la soluciéon. Existen diversas medidas que se pueden
obtener con el fin de cuantificar numéricamente estos efectos, siendo la varian-
za y el area residual dos de las maés significativas. En esta seccién se calculara
la varianza de la interpolacién a-spline y su dependencia con el pardmetro «
considerando como entrada secuencias de duracion finita y procesos estocas-
ticos, particularizando, en este ultimo caso, para senales aleatorias blancas y
sinusoidales.

Proposicion 4.3 Sea z[n| una secuencia finita de N muestras 1 < n < N,
con transformada discreta de Fourier (DFT) X [k], la interpolacidn a-spline con
condiciones de frontera periddicas de dicha secuencia proporciona una senal

N
sa(t) =y clnlfa (t —n),

n=1
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cuya varianzo es

N-1
1 2
Var (sa(1)) = 73 > IX[K]f? Var (o,w = 27k /N), (4.56)
k=1
siendo
9o+ 2cos(w)l; +2cos (2w)ls + 2 cos (3w) 1.
Var (o, w) = o @) (2w) 22 (8w) 3), (4.57)
[3 4+ a(cosw — 1)]
y donde la integrales
o0
I, = / Lo () Ba (x — n) dz, (4.58)
— 00
son polinomios del parametro de suavidad o
31a®—700%+140 1.
IO — 7210 o ) 0 S « S 2
—35a"+238a°—6720° +9800* —2800® +840° —14a+1 leoag<1:
630a% ) 2="=7
—620°+1050%+105 1.
T — 630 ) O S « S 2
1 400a” —2296a°+47040° —3080a* +19600° —5880a% +98a—7 loa<1:
50400% ) 2="=7
31a® 1.
I, = 1260 7, 0<a<y;
—97a"+4480°—6720° 45600 —2800® +840° —14a+1 leoag<1:
1260a% ) 2="=7
, 0, 0<a<y;
3 = (2a—1) 1
5040a% ;sasl

Demostracion 4.3 La demostracion se encuentra en el Apéndice C.2.

Proposicion 4.4 Sea el proceso estocdstico discreto, X[n], estacionario y con
autocorrelacion Rx[n], su interpolacion a-spline con condiciones de frontera
periddicas proporciona una senal

+oo
Sa(t)= > ClnlBa(t—n),

n=—oo

cuya VArianza es
Var(Sa) = Re[0)lo + 2Rc (1] + 2Rc[2)]: + 2Rc[3] 15, (4.59)

donde el valor de las integrales I, viene dado por (4.58) y la autocorrelacion
de los coeficientes a-spline es

Rc[n] = Rx[n] * paln], (4.60)
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siendo p[n] la autocorrelacion determinista del filtro d,[n),

(1= =)z (Inl + 1+ (1~ |n])2})
(z1+1)3

paln] =
Demostracion 4.4 La demostracion se encuentra en el Apéndice C.3.

Proposicion 4.5 Sea el proceso estocdstico discreto, X[n], estacionario y blan-
co con autocorrelacion Rx[n| = o%d[n], la interpolacion a-spline con condicio-
nes de frontera periddicas de dicha secuencia aleatoria proporciona una senial
cuya varianza es

n si0<a<i 5, entonces

5 352 + 4882% + 107923 + 59522 + 702, — 35

Var (Sa) = —20% 105(21 — 1)2(z1 + 1)

. (4.61a)

< a <1, entonces

2
—0-
Vi Sa = X 16 71 15 2175 14
W (Se) = 16320605701 = T2(e T 17 L1+ 7121 21752

+ 3738721% + 391727212 + 253073121" + 95910432{°
+ 1908897527 + 215191172% + 1505050127 + 496638127

—190887927 — 177215521 — 6866327 — 414327 — 13921 — 2] .
(4.61b)

donde z1 (4.26) es el polo del filtro directo a-spline.
Demostracion 4.5 La demostracion se encuentra en el Apéndice C.3.1.

Proposicion 4.6 Sea el proceso estocdstico discreto, X[n], estacionario senoi-
dal de frecuencia wqy y fase aleatoria con autocorrelacion

Rx[n] = 0% cos (won) Yn€Z, 0 <wy <,

la interpolacion a-spline con condiciones de frontera periodicas de dicha se-
cuencia aleatoria proporciona una senal cuya varianza es

o2 9 (Io + 2 cos (wo)I1 + 2 cos (2wp)I2 + 2 cos (3wp) I3)
[34 a(coswy — 1)]?

Var(Sa) = , o (4.62)

donde el valor de I, viene dado por (4.58) .

Demostracion 4.6 La demostracion se encuentra en el Apéndice C.3.2.
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4.8. Area residual de la interpolacién a-spline

El area residual es una medida de cuanto se aparta la funcion interpolatoria
de la solucién lineal a tramos. En esta seccién se obtendra una expresion de la
dependencia de dicha medida con el parametro a.

El area residual, A, (z(¢)), de una sefial x(t) se calcula como la integral
del cuadrado de la diferencia entre la propia funcién y la interpolacion lineal a
tramos correspondiente, es decir,

n+1 5
A) =3 [ ) - Lofe)de, (163

donde L, (t) es la expresion de la recta que une los puntos x(n) y z(n + 1).

La utilizacién de un criterio basado en el area residual fue presentado en
[Kashyap96] con el fin de evitar el problema del sobredisparo provocado por la
interpolacién spline cibica. Basicamente, el procedimiento propuesto en dicho
articulo consiste en utilizar splines de orden mayor que el cibico con el fin
de disponer de parametros libres que son utilizados para minimizar el area
residual.

Dado que la familia a-spline propuesta en esta Tesis permite obtener solu-
ciones intermedias entre la solucion interpolatoria con area residual nula (in-
terpolacion lineal a tramos: a-spline con a = 0) y la solucién mas suave (in-
terpolacion cubica: a-spline con o = 1) resulta de interés conocer cuél es la
dependencia del area residual de la interpolaciéon con el pardmetro de control o
para distintos tipos de senales de entrada, tanto deterministas como aleatorias.

Proposicion 4.7 Sea xz[n] una secuencia finita de N muestras 1 < n < N,
con transformada discreta de Fourier (DFT), X[k] para k =0,...,N —1, la
interpolacion a-spline con condiciones de frontera periddicas de dicha secuencia
proporciona una senal

N
sa(t) = Z c[n)Ba (t —n),

n=1
cuya darea residual es
1 Nl
2
A, (sa(t)) = N2 Z | X k]| Ar (0, w = 27k /N) , (4.64)
k=1
siendo
A, (0, w) = 9 (Io +2cos (w)I1 + 2cos (2w) Iz + 2 cos (3w)I3)

[3 + a(cosw — 1)]?
6 ({40 + 2cos (w)la1 + 2cos (2w)I42) N 2 + coswy
3+ acosw — 1) 3 ’
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donde I,, viene dado por (4.58) e Ia, representa
Iy, = / Bo (@) A (x —n)de =Ta_p, (4.65)

cuyos valores no nulos son

302 — 10a2 + 40

Jpo=22 "2 77
A0 60 )
7 _—2a3+5a2+10
Al — 60 ’
3
«
IA2—1—20.

Demostracion 4.7 La demostracion se encuentra en el Apéndice C.4.

Proposicion 4.8 Sea el proceso estocdstico discreto, X[n], estacionario y con
autocorrelacion Rx([n], su interpolacion a-spline con condiciones de frontera
periddicas proporciona una senal

+o0
Sa(t) = Y ClnlBa (t—n).,

cuya drea residual es
Ay (Sa) = Var(Sa) + Var(Sa)|,—o — 2 Rx[n] xna(7) * A (7)],_,, (4.66)

donde 0 (7) es el a-spline cardinal (4.35) y las varianzas de la interpolacion
a-spline se calculan segin la Proposicion 4.4.

Demostracion 4.8 La demostracion se encuentra en el Apéndice C.5.

Proposicion 4.9 Sea el proceso estocdstico discreto, X[n], estacionario y blan-
co con autocorrelacion Rx[n| = o%d[n], la interpolacion a-spline con condicio-
nes de frontera periddicas de dicha secuencia aleatoria proporciona una senal
cuya drea residual es
n 1 0<a< %, entonces
53529 — 3529 — 37621 + 38023 + 198527 + 89521 + 140
2 .
! 105(2; — 1)4(21 + 1)3 ’
(4.67a)

A, (Sy) = 20%




100 Capitulo 4. a-splines

m 57 % < a <1, entonces

2
-0
AT Soc = X 18 69 17 2034 16
(Sa) 1632960211(21 —1)4(z + 1)3 [zl + 092" + 21

+ 3310821° + 31912821* + 178466421% 4 38326682,
+ 243762021 — 837415821" — 250106302) — 319201442
— 2335395621 — 1040625625 — 278779227 — 55033227

—6051627 — 386727 — 13521 — 2] ;
(4.67b)

donde z1 (4.26) es el polo del filtro directo a-spline.
Demostracion 4.9 La demostracion se encuentra en el Apéndice C.5.1.

Proposicion 4.10 Sea el proceso estocdstico discreto, X[n|, estacionario se-
noidal de frecuencia wy y fase aleatoria con autocorrelacion

Rx[n] = 0% cos(won) Vne€Z, 0<wy <,

la interpolacion a-spline con condiciones de frontera periddicas de dicha se-
cuencia aleatoria proporciona una senal cuya drea residual es

A, (S.) = 03(9 (Io 4 2 cos (wo) 11 + 2 cos (2w ) I2 + 2 cos (3wo ) I3)
[3 + a(coswy — 1)]?
5 6 (Tap + 2cos (wo)la1 + 2cos (2wo)la2) e 2 + coswy
o

X 3+ a(coswy — 1) ox 3 ’

donde las integrales I,, e Ia, son polinomios en « dados por (4.58) y (4.65)
respectivamente.

Demostracion 4.10 La demostracion se encuentra en el Apéndice C.5.2.

4.9. Comportamiento de las caracteristicas de la
interpolacién

Las expresiones presentadas en esta Tesis relativas a la suavidad, varianza y
&rea residual de la interpolacién a-spline permiten estudiar su comportamiento
respecto al parametro «. Asi, cuando la senal a interpolar es blanca, la poten-
cia de tension (4.53) (el inverso de la suavidad) decrece monodtonamente con
o, mientras que la varianza (4.61) y el area residual (4.67) crecen monoétona-
mente. Este comportamiento mondtono se muestra en la Figura 4.11, en la que
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Figura 4.11: Comportamiento respecto a « de la potencia de tension (izda.),
varianza (centro), area residual (dcha.) y las correspondientes derivadas (abajo)
de la interpolaciéon a-spline de senales blancas de varianza unidad.

simplemente se dibuja el valor de las tres expresiones para una senal de entrada
de varianza unitaria.

En lo que respecta a senales deterministas, el comportamiento de suavi-
dad, varianza y area residual respecto a a dependera de cada senal concreta.
Con el fin de considerar un caso lo més genérico y representativo posible, en
esta Tesis se ha estudiado el comportamiento de secuencias senoidales, pues
posibilita extender los resultados en base a la transformada de Fourier de la
secuencia a interpolar, tal y como se describe en el Apartado 4.6.2, en la Pro-
posicion 4.3 y en la Proposicion 4.7. Particularizando estos resultados, si se
considera una secuencia senoidal de frecuencia w € [—m, 7] y fase arbitraria se
comprueba que tanto la suavidad, como la varianza y el area residual de la
interpolaciéon a-spline crecen mondtonamente respecto a o para cualquier valor
de frecuencia considerado. Unicamente para valores de la frecuencia discreta
muy proximos 7 y ciertos valores de o comprendidos en [0,5, 1] (representados
en la Figura 4.12) las caracteristicas estudiadas se tornan decrecientes, aunque
practicamente constantes.
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Figura 4.12: Regiones (areas sombreadas) donde la suavidad (izquierda), la
varianza (centro) y el area residual (derecha) de la interpolacién a-spline de-
crecen con «.

4.10. Generalizacién para muestreo no uniforme

Hasta el momento, en esta Tesis se ha presentado una nueva familia de
splines, los a-splines, considerando el muestreo uniforme de la senal o funcién
a interpolar. En esta secciéon se generalizara la familia a-spline para el caso en
el que las muestras no se encuentren equiespaciadas.

4.10.1. Base a-spline no uniforme

Sea un vector de cinco nodos (knots) no decrecientes [to, t1, ta, t3,4]; €l ob-
jetivo de este apartado consiste en encontrar la correspondiente base a-spline.
Para ello se impondrén una serie de condiciones que permitan obtener su ex-
presion analitica. La base asi obtenida deberad poseer una derivada segunda
continua y lineal a tramos, por lo que la derivada tercera serd de tipo escalo-
nada.

En el caso no uniforme, la derivada tercera de la base a-spline toma la forma

R I R )

t1 —to to — t1
t 2 t—a/2
_Opa +a/ —ta | + Dpq Oé/ — 19 (468)
to — 11 t3 —to
t4 /2 t— a2
Epe, —t3) — Fp,, —t3),
By (02 ) - (S0 - )

donde los seis valores A, B, C, D, E'y F son dependientes de los nodos tg, t1, t2,
ts, t4 y del pardmetro a.. Para determinar el valor de dichas constantes es preciso
imponer ciertas condiciones, que se derivan directamente de las caracteristicas
propias de la base a-spline. En la Figura 4.13 se representan, a modo de ejemplo,

la base a-spline, (3, (t), y su derivada tercera, 5&3) (t), correspondientes al vector
de nodos [-2,—-0,4,0,8,1,4,2] para a = 0,2 y o = 0,7.
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Figura 4.13: Base a-spline (arriba) y su tercera derivada (abajo) correspon-
dientes al vector de nodos [—2,—0,4,0,8,1,4,2] para « = 0,2 (izda.) y « = 0,7
(dcha.).

En concreto, de la continuidad de la segunda derivada se extraen tres con-
diciones:

A(tl — to) — B(tQ — tl) = 0, (469&)
Oty —t1) — D(ts — t2) = 0, (4.69b)
E(tg — tz) — F(t4 — tg) = 0, (469C)

de la continuidad de la derivada primera

Aty —t0)? + B(ta—11)? = Clty—t1)? = D(ts—to) > + E(ts —to) >+ F(ts—13)* = 0;

(4.69d)
mientras que la continuidad de la base a-spline implica
Ala/3(t1 —to) + (t2 — t1)] (t1 — to)”
3 3
+B(1—a/3)(ta —t1)° — Ca/?)Etg - tlig (4.69)
( )

-F [Oé/3(f4 — tg) + (t3 — tg)] ty — 3 2=0.

Por tltimo, se hace necesaria una sexta condicién que posibilite la obtencion
de los seis valores buscados. Dicha condicién viene impuesta por la necesidad de
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que las bases a-spline constituyan particiéon de unidad para cualquier conjunto
de nodos considerado

> Bualt—tn) =1. (4.69f)

Dado el sistema de seis ecuaciones y seis incognitas definido por (4.69) y
considerando la distancia entre nodos

hp =ty —tn_1, n €{1,2,3,4};

se obtienen los siguientes valores:

6
A= : 4.70
a2hy (hy + ha)(ahy + (3 — 2a)hs + ahs) (4.70a)
6
B= 7 4.70b
Oé2h2(h1 + hg)(ahl + (3 — QOL)hQ + Othg) ( )

G[Oz(hl + h4) + (3 - a)(h2 + hg)]

C = ,
Oé2h2(h2 + hg)(ahl + (3 — QOL)hQ + Othg)(OéhQ + (3 — QOL)hg + Oth4)
(4.70¢)
D 6[a(h1 + ha) + (3 — a)(ha + h3)]
a2h3(h2 + hs), (ahs + (3 — 2a)hg + ahg)(ahs + (3 — 2a)hs + Oéh4)’
(4.70d)
6
E = , 4.70
a2h3(h3 + h4)(04h2 + (3 — 2a)hs + ahy) ( e)
6
F = (4.70f)

Oé2h4(h3 + h4)(0¢h2 + (3 — QOL)hg + Oth4) '

Sustituyendo los valores de (4.70) en (4.68) e integrando tres veces se ob-
tienen las expresiones de la base a-spline, 8, (x), que aparecen en el Apéndice
D.1.

4.10.2. Interpolacién a-spline no uniforme

Para obtener la representacion a-spline, s,,(t), de una sefial 2(t) en los nodos
t1,t2,...,ty son necesarias N bases a-spline (cada una de ellas centrada en
cada uno de los N nodos), para lo cual es preciso definir dos nodos adicionales
a ambos lados del intervalo de interpolacion: t_1,tg y tn+1,tN+2; de manera
que dicha representacion a-spline se puede escribir como

N
sa(t) = c[n]Bna(t),

donde (3,4 (t) es la base correspondiente al vector de nodos [tp—2,...,tnt2] ¥
c[n] es el coeficiente a-spline que posibilita el cumplimiento de la condicion de
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Figura 4.14: Interpolacion a-spline (arriba) correspondiente al vector de no-
dos t1,...,tn vy bases a-spline (abajo) correspondientes al conjunto de nodos
t1,. .t

interpolacion en los nodos

Sq (tn) = 2(tn), VYn=1,2,...,N. (4.71)

En la Figura 4.14 se representa la interpolacion a-spline de N = 7 muestras
en los instantes t1, t2, . . ., t7 y las siete bases a-spline centradas en dichos nodos.
Se puede observar cémo es preciso introducir los nodos t_; y ty para poder
definir la primera funcion base, 81« (t), cuyo soporte es t_1 >t > t3. De igual
manera, Oy, (t) precisa de los nodos adicionales tg y to.

El valor de la base a-spline en los nodos se obtiene directamente de las
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expresiones del Apéndice D.1; resultando

ah? |
na (tn-1) = - : 4.72
Fra (tn) (hp—1 + hn)(@hp_1 + (3 = 20)hy + ahpyi) (4.72a)
Bna (tn) = ahn1 + 3 — ) (4.72b)

(ahp—1 + (3 —2a)h, + ahpy1)
B ah2(ahn—1+ (3= a)hn + (3 — a)hpi1 + ahyyo)
(hp + hpg1)(@hp—1 + (3 — 2a)hy + @hypi1)(@hy + (3 — 2a) hyt1 + @hpp2)

2
ﬁn « (tn-i-l) = ahn+2 .
’ (hnt2 + hns1)(@hni2 + (3 — 20)hyyr + ahy)

(4.72¢)

En el caso de que se desee obtener una solucion, s, (t), que posea periodici-
dad es necesario fijar el valor del periodo de la senal

H=(ty —t) th

lo que implica que los nodos adicionales necesarios para resolver el problema
interpolatorio toman los valores

ing1 =t + H,
InNyo =1t + H,
tO :tN _H7

t1=tn_1— H.

Finalmente, haciendo uso de las expresiones de (4.72), sélo resta resolver el
sistema de ecuaciones en forma matricial que se deriva de (4.71)

B.c=x, (4.74)
donde
c=Ic[],¢[2,....e[N)]",
[2(t1), 2(t2), ..., x(tw)] 5
y
[ Bia(t1) B2 (t1) 0 e 0 BN,a (tN)
Bia (t2) Poa(te) O34 (t2) ... 0 0
0 B2,a (t3)  B3,a (t3) 0 0
B = : : : ) : :
6 0 0 coo OBN-1a(tNn—1) BNa(tn—1)
| Bia (1) 0 0 oo Br-1a(tN) BN.a (tN)
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Se puede observar el total paralelismo entre este sistema y el presentado en
(4.21) correspondiente al caso de muestreo uniforme.

Si se desea obtener una solucion s, (t) que posea simetria especular en los
extremos del intervalo, es preciso forzar los nodos adicionales de la siguiente
manera,

tNy1 =tn + (En — tn-1),

tNy2 =tn + (tn — tn-2),
to =11 — (tz — tl),
toy =t — (t3 —t1);

y resolver el sistema de ecuaciones dado por (4.74) utilizando, en esta ocasion,
una matriz, B, de la forma

[ Bralt) 262a(t) 0 ... 0 0
Bra(ts) Poa(ts) Bsalts) ... 0 0
0 B (t3)  Paa(ts) ... 0 0
B= : : R _ : ;
0 0 0 oo By-ta(tn-1) Bna(tn-1)
- 0 0 ... 2Byv-ralty)  Bra(ty)

resultando un sistema de ecuaciones equivalente al descrito en (4.22) para re-
solver el caso uniforme con simetria especular.

Conviene resaltar que no es posible obtener expresiones cerradas de la sua-
vidad, la varianza y el area residual de la interpolacién a-spline para el caso de
muestreo no uniforme. Sin embargo, es légico pensar que el comportamiento de
dichas caracteristicas serd similar al caso uniforme, es decir, que la varianza, el
area residual y la suavidad crecen conforme crece el parametro .

4.11. Simulaciones

En este apartado se realizan simulaciones con el fin de validar los resultados
y conclusiones presentados en anteriores secciones.

4.11.1. Interpolacién a-spline de tonos

La verificacion de las expresiones de suavidad (4.48), varianza (4.56) y area
residual (4.64) de la interpolacion a-spline desarrolladas en este capitulo se ha
llevado a cabo mediante simulaciones. A modo de ejemplo, se ha generado una
secuencia, z[n], de N = 512 muestras de una senal multitono y se ha realizado
la interpolacién a-spline® para distintos valores del parametro de suavidad o.

5Se han utlizado, indistintamente, el método interpolatorio matricial dado por (4.21) y el
meétodo de filtrado dado por el algoritmo (4.31).
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Con el fin de estimar la suavidad, la varianza y el area residual de la sefial de
tiempo continuo, se utiliza un factor de remuestreo muy elevado, en este caso
R = 1000, es decir, se obtiene una secuencia interpolada de L = N-R = 512000
muestras. En la Figura 4.15 se observa un segmento de la senal interpolada y de
su segunda derivada para dos valores del parametro de suavidad (en concreto
a=0,3y a=0,8), resultando evidente la mayor suavidad de la interpolacion
cuando a = 0,8 frente a una segunda derivada més elevada para a = 0,3.

Desde un punto de vista cuantitativo, los valores de la varianza, la potencia
de tension, y el area residual de la sefal interpolada (evaluados, respectiva-
mente, como la media del cuadrado de las muestras de la senal, de su segunda
derivada y de la diferencia entre la sefial y la interpolacién lineal) coinciden de
forma exacta con los obtenidos por medio de las expresiones analiticas, tal y
como muestra la Tabla 4.2.

| [ a=03 | a=08 |

potencia  usando (4.46) 17,66708 13,29942
de tensién simulada 17,66698 13,29940
varianza usando (4.56) 0,8131709 0,9070321
simulada 0,8131709 0,9070321
area usando (4.64) | 0,005138431 | 0,02285829
residual simulada 0,005138431 | 0,02285829

Tabla 4.2: Valores simulados y analiticos de la potencia de tension, varianza
y area residual de la interpolacién a-spline de una senal multitono para dos
valores de a.

Con el fin de comprobar el comportamiento de los tres parametros de interés
(suavidad, varianza y area residual) con respecto a « se ha llevado a cabo una
bateria de simulaciones similares a las realizadas anteriormente (sefial multito-
no de longitud N = 512, factor de remuestreo R = 1000) variando, para cada
senal, el parametro de suavidad entre « = 0y & = 1 con paso de 0,01. Para cada
valor de « se calculan los tres valores, tanto analiticamente como por simula-
cion, comprobandose que, ademas de la perfecta coincidencia entre los valores
calculados teéricamente y los obtenidos por simulacién, su comportamiento es
mondtono con respecto a a.

Como ejemplo, la Figura 4.16 muestra los resultados de la interpolaciéon de
una de esas sefiales (cuya varianza es de 1,0972), representéndose los valores de
potencia de tensiéon, varianza y area residual en funcién de «, tanto analiticos
como simulados, aunque, debido a la concordancia entre ambos resultados, sélo
se aprecia una curva en cada grafica. Se puede observar como, para esta sefial,
la potencia de tension decrece monotonamente con « (la suavidad crece moné-
tonamente), mientras que la varianza y el area residual crecen monétonamente
con el pardmetro de suavidad.
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Figura 4.15: Interpolacién a-spline de una senal multitono y su segunda de-
rivada para « = 0,3 y a = 0,8.
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Figura 4.16: Interpolacion a-spline de una senal multitono para distintos
valores de «. De izquierda a derecha: potencia de tensién, varianza y area
residual.
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4.11.2. Interpolaciéon a-spline de ruido blanco

Partiendo de M secuencias de N muestras cada una de ruido Gaussia-
no blanco de media nula y varianza unidad, se lleva a cabo la interpolacién
a-spline, obteniéndose una nueva secuencia sobremuestreada (R = 100 mues-
tras por cada muestra original) con el fin de permitir evaluar de forma precisa
la suavidad, varianza y area residual de la senal resultante. Para M = 20,
N =512, R =100 y el pardmetro « variando entre 0 y 1, los resultados de las
simulaciones muestran una total concordancia con los resultados tedricos obte-
nidos. En la Figura 4.17 se observan los resultados de las simulaciones (potencia
de tension, varianza y area residual), obteniéndose unos resultados idénticos a
los teodricos presentados en Figura 4.10.a, Figura C.1.a y Figura C.3.a, lo que
confirma la validez de las expresiones obtenidas en esta Tesis.

180 0.9 0.035
160 0.03
_140 : 0.85
5 0.025
2120 08 7g
(<5} «©
:100 % ' % 0.02
o = o
g 80 So0.75 g015
S 60 <
£ 0.01
o o7 0.005
20 :
0 0.65 0
0 05 1 0 05 1 0 05 1

Figura 4.17: Interpolacién a-spline de senales blancas de varianza unidad. De
izquierda a derecha: potencia de tensién, varianza y &rea residual.

4.12. Aplicaciones de los a-splines

4.12.1. Control de suavidad, varianza o area residual en
la interpolacién a-spline

El hecho de que los valores de suavidad, varianza y area residual de la inter-
polacién a-spline sean conocidos (gracias a las expresiones (4.48),(4.56) y (4.64)
respectivamente) con anterioridad a la realizaciéon de la interpolacion (pues de-
penden unicamente de las muestras de la funcién a interpolar y del parametro
«) posibilita la busqueda a priori del valor de a = ap que produciréd una senal
interpolada con el valor deseado de suavidad, varianza o area residual. Dicha
busqueda, dado el comportamiento monétono de las funciones consideradas, se
puede resolver utilizando métodos numéricos estandar (y simples).
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4.12.2. Interpolacién a-spline de senales no estacionarias

En determinadas aplicaciones se trabaja con senales no estacionarias, es
decir, con senales cuyas caracteristicas estadisticas varian dependiendo del seg-
mento de senial que se considere. Bajo estas circunstancias, es posible utilizar
a-splines para interpolar dichas sefiales y controlar la varianza, la suavidad o
el area residual de la solucién usando distintos valores de o = oy, en distintas
regiones de la senal; lo que se consigue aplicando

—+oo

salt) = Y clnlfa, (t —n),

n=—oo

y sustituyendo cada elemento B(i,n) de la matriz de la ecuacion (4.21) con el
valor f3,,, (i — n); lo que permite escoger un valor «, distinto en torno a cada
muestra x[n]. La Figura 4.18 muestra un ejemplo de esta aplicacion, donde
se utilizan tres valores diferentes de a para controlar el valor maximo de la
derivada segunda de la interpolacién a pesar de la no estacionariedad de la
varianza de las muestras originales.

5,00

0=0.2 o0=0.9 o=0.5

~20 - -
0 10 20 30

Figura 4.18: Interpolacion a-spline (arriba) y su derivada segunda (abajo)
utilizando maultiples valores de .
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En el caso de trabajar con muestreo no uniforme, se debera aplicar la ecua-
cion
+oo

Soc(t): Z c[n}/@n,an(t)v

n=—oo

y sustituir los elementos B(i,n) de (4.74) con el valor (3, 4, () correspondiente.

4.12.3. Interpolacién no uniforme a-spline

En este apartado se lleva a cabo una comparativa de la interpolacién no uni-
forme a-spline frente a la interpolacion sinc (¢) ideal, la interpolacion lineal y
la interpolacion spline cibica. Los resultados demuestran una gran sensibilidad
al ruido de la interpolacién sinc (pequefios errores en muestras con un tiempo
entre muestras muy pequeno son magnificados por los kernels correspondientes
a esas muestras), proporcionando sefiales interpoladas con enormes sobredis-
paros y con una relacién senal a error intolerable, incluso para relaciones senal
a ruido relativamente altas de los datos. Por su parte, la interpolacion lineal
se comporta de forma mas robusta, aunque a costa de un resultado no deri-
vable y de subestimar la varianza de la senal original. Por contra, la solucién
spline ctbica proporciona un resultado suave, pero con sobredisparos relativa-
mente grandes y con una varianza superior a la de las muestras. Entre estas
dos ultimas soluciones, la interpolaciéon a-spline proporciona un resultado con
una varianza idéntica a las muestras originales, derivable y con sobredisparos
contenidos.

Un ejemplo consiste en una sefial muestreada no uniformemente, cuyos va-
lores de amplitud siguen una distribucién Gaussiana de media nula y varianza
unidad, y donde el tiempo entre muestras es una variable aleatoria exponencial
de media uno (es decir, el periodo de muestreo medio es T' = 1s). Como se ob-
serva en la Figura 4.19 y en la Tabla 4.3, la interpolacién a-spline con a = 0,328
proporciona un resultado suave y continuo hasta la segunda derivada y su va-
rianza coincide con la de las muestras originales; por contra, la solucién lineal
presenta discontinuidades en la derivada y subestima la varianza; mientras que
la interpolacién spline resulta suave y continua pero sobreestima enormemen-
te la varianza y presenta sobredisparos inaceptables. También se muestran las
soluciones S/H (Sample and Hold) y NNR (Nearest Neighbor Resampling) que
representan métodos de interpolacién sencillos y que preservan la varianza pero
en los que las discontinuidades de la funcién resultante pueden ser inadmisibles
en determinadas aplicaciones (como seria el caso de senales de velocidad).

Dado que la varianza de la interpolaciéon a-spline crece monétonamente con
el parametro «, en las simulaciones se aprovecha esta circustancia para realizar
la busqueda del o 6ptimo. Dada una secuencia z[n] compuesta por muestras
no equiespaciadas, el algoritmo es simple, y consiste en los siguientes pasos:
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Figura 4.19: Interpolacion no uniforme a-spline (o = 0,328) frente a técnicas
NNR, PWL y spline ctbica.

| | Datos | S/H | NNR | PWL | Spline | a-spline |
Varianza 1,022 | 0,846 | 0,857 | 0,595 2,305 1,026
Continuidad no no si 2% deriv. | 22 deriv.

Tabla 4.3: Interpolacion no uniforme a-spline (o = 0,328) frente a técnicas
S/H, NNR, PWL y spline ctbica.
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1. Inicializar a =0y A = 0,5.

2. Realizar la interpolacion a-spline, s, (t), evaluar su varianza, Var (s, (t)),
y el error cometido, error = Var (z[n]) — Var (s4/(t)).

3. Si |error| < errorygmisible finaliza.

4. Hacer o/ = a+ Asgn (error), ' = A\/2 y volver al paso 2.

Evidentemente, este método puede emplearse igualmente para buscar el
valor de o que proporciona una suavidad o un &rea residual determinadas.

En [Waele00] se lleva a cabo un anélisis teérico de los métodos de interpo-
lacién no uniforme mas simples (NNR y SH). En dicho trabajo se concluye que
estos métodos de interpolaciéon son robustos y proporcionan una estimacién
no sesgada de la varianza. Los métodos complejos que considera (interpolacion
lineal y spline ctbica) presentan la desventaja de proporcionar una estimacion
incorrecta de la varianza. Adicionalmente, cuando se aplican estas técnicas a
datos reales, como por ejemplo a senales procedentes de anemometria Laser-
Doppler (LDA: Laser-Doppler Anemometry), el autor observa picos espureos
en la interpolacion spline ctabica [Yuou96, Rolain98|. Por contra, la interpola-
cion lineal es robusta frente a dichos picos, pero subestima la varianza. Por
todo ello, concluye que el método del vecino més cercano es la técnica preferida
para remuestrear datos adquiridos irregularmente.

En este contexto, es evidente que la familia de a-splines propuesta en es-
ta Tesis puede aportar una solucién de compromiso que resulte util. Con este
fin, se lleva a cabo la interpolacién de muestras irregulares de la velocidad de
un flujo turbulento, aunque su aplicacion se podria extender al ambito de la
geofisica [Yuou96] y a los osciloscopios digitales [Rolain98|. Dichas muestras
han sido obtenidas mediante anemometria Laser-Doppler, que permite medir
la velocidad de un fluido o un gas de forma no intrusiva. El registro de datos
de partida se corresponde con los utilizados en [Waele00] y la interpolacion con
los distintos métodos proporcionan los resultados presentados en la Tabla 4.4
y en la Figura 4.20. En concreto, al considerar un segmento de 100 muestras
de la senal, se observa que la interpolacién lineal subestima la varianza de las
muestras, mientras que la interpolacién ctubica la sobresestima y genera graves
sobredisparos (como los observados en la Figura 4.20 en torno a ¢t = 0,6s y en
t = 0,68s). Por lo tanto, existe margen de maniobra para encontrar una interpo-
lacion a-spline que ajuste el valor de la varianza, que proporcione una solucién
derivable y que no presente excesivo sobredisparo. Tras aplicar el algoritmo de
busqueda del parametro de suavidad 6ptimo, resulta una interpolaciéon a-spline
con o = (,289.
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Figura 4.20: Comparativa de técnicas de interpolacién no uniforme aplicadas
a la velocidad de un flujo turbulento.

| | Datos | S/H | NNR | PWL | Spline | a-spline |
Varianza 0,603 | 0,377 | 0,445 | 0,3843 1,412 0,602
Continuidad no no si 22 deriv. | 22 deriv.

Tabla 4.4: Interpolacién no uniforme de la velocidad de un flujo turbulento
(e = 0,289).
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4.13. Conclusiones

En este capitulo se ha presentado una nueva familia de splines, los a-splines,
que permite obtener una funcion interpolatoria comprendida entre las solucio-
nes proporcionadas por dos splines de orden arbitrario, controlando mediante
el pardmetro « la preponderancia de las caracteristicas de una u otra. Se ha
demostrado en este capitulo que las bases a-spline forman una base de Riesz y
una particiéon de la unidad, todo lo cual asegura que el espacio de senal genera-
do es un subespacio cerrado de Ly y que la representaciéon a-spline es estable,
no ambigua y capaz de aproximar cualquier senal de forma tan precisa como
sea necesario sin mas que seleccionar un periodo de muestreo suficientemente
pequeno. Es posible afirmar, por lo tanto, que la interpolacién a-spline se com-
porta de forma adecuada y puede ser ampliamente utilizada para aprovechar
sus especiales caracteristicas. Puesto que, de entre todos los splines, los lineales
y los ctbicos son los méas utilizados, la base a-spline comprendida entre orden
uno y orden tres adquiere una relevancia adicional. Por ello, este capitulo se
ha dedicado en profundidad a este caso particular, que, evidentemente, hereda
todas las caracteristicas de la familia a-spline genérica.

Un aspecto fundamental, comtn a todos los splines, es la posibilidad de re-
solver el problema de interpolacion a-spline mediante filtrado digital (siempre
que las muestras se encuentren equiespaciadas), lo que posibilita una implemen-
tacién computacionalmente muy eficiente. En este capitulo se han presentado
las expresiones que permiten dicha implementacién y se propone el empleo de
ciertas bases a-spline que, por las especiales caracteristicas de los filtros di-
gitales que intervienen, evitan la necesidad de operaciones de punto flotante,
resultando un sistema de interpolacién mucho més simple y rapido.

En el presente capitulo también se han presentado expresiones cerradas que
relacionan la suavidad, la varianza y el area residual de la interpolacién a-spline
con las muestras de la senal, de tal manera, que es posible calcular el valor de
dichas caracteristicas sin llevar a cabo la interpolacién. Dado el comportamien-
to mondtono con respecto a « de la suavidad, la varianza y el area residual,
es posible (y sencillo) llevar a cabo la busqueda del parametro « que propor-
ciona una interpolacién con las caracteristicas deseadas. Esta metodologia se
ha mostrado de gran utilidad en diversos ejemplos, principalmente en casos de
muestreo no uniforme, donde el ruido en las muestras provoca sobredisparos
intolerables en la interpolacion spline cibica (y mas aun en la interpolacion
sinc). Con este fin, en las dltimas secciones del capitulo se ha presentado la ge-
neralizacion de las bases a-spline considerando muestreo no uniforme, asi como
el algoritmo de interpolacién correspondiente, el cual, forzosamente, es de tipo
matricial.



Capitulo 5

Modelado a-spline

5.1. Introducciéon

Existen aplicaciones de modelado, como por ejemplo las relativas a dispo-
sitivos de microondas o a amplificadores de potencia, en las que las técnicas
tradicionales como las ecuaciones cerradas, las series de Volterra o las tablas de
bisqueda resultan dificiles de implementar debido a sus altos requerimientos de
memoria o a su coste computacional. Es més, ciertos requisitos adicionales, co-
mo la derivabilidad del modelo o cierto grado de suavidad, son fundamentales
en dichas aplicaciones (por ejemplo, para evaluar productos de intermodula-
cion, recrecimiento espectral, etc.) y deben ser tenidos en cuenta.

En esta linea, las redes neuronales han sido propuestas en numerosos tra-
bajos [Zaabab95, Rousset96, Shirakawa97] con el fin de modelar el comporta-
miento no lineal de circuitos y dispositivos activos, basdndose en la capacidad
que poseen las redes neuronales de aproximar cualquier funcién no lineal y
su habilidad para aprender a partir de datos experimentales. Sin embargo, en
la mayoria de los casos se utiliza el perceptron multicapa (MLP: Multilayer
Perceptron), cuyos requisitos de memoria y de computo son elevados. En otros
trabajos, [Santamaria99, Garcia99] se ha comprobado que una version diferente
de redes neuronales, la red de funciones de base radial generalizadas (GRBF:
Generalized Radial Basis Function), proporciona mejores prestaciones que el
MLP, sobre todo cuando interesa modelar, por ejemplo, el comportamiento de
las derivadas en torno a un punto de polarizacion.

Otra solucién a considerar ante este tipo de problemas de modelado son
los splines. El modelado spline, entendido como la busqueda de una funcién
spline que minimice el error cuadratico medio entre su valor y los datos, es un
problema lineal en los coeficientes si se fijan de antemano los puntos de fron-
tera o ruptura (también denominados nodos o knots) de los distintos tramos.

117
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En el caso multidimensional, las bases spline unidimensionales se transforman
en bases M-dimensionales por medio de productos tensoriales; y la segmen-
tacion del espacio de los datos de entrada se realiza por medio de una rejilla
M -dimensional. Sin embargo, hay que resaltar el hecho de que la utilizacion de
fronteras prefijadas (por ejemplo, equiespaciadas) proporciona resultados su-
boptimos (incluso muy pobres) [Hlavachova97] y la dependencia no lineal del
error respecto a la posicion de dichos puntos de ruptura dificulta y limita la
aplicabilidad del modelado spline.

Si se dispone de un conjunto de datos a modelar compuesto por L valores
y se pretende buscar un modelo de P tramos, existen

L-2\ (L —2)!
(P—Q) - (L - P)(P-2)

posibles combinaciones de fronteras, nimero que crece muy rapidamente y
que imposibilita una busqueda exhaustiva incluso para valores pequenos de
L. Para solventar este contratiempo ciertos autores han planteado técnicas
iterativas de colocacion de los nodos [Boor68, Jupp78, Dierckx95] o técnicas
basadas en particionamiento recursivo [Friedman91]. Asi mismo, las técnicas
de segmentacion de senales polinémicas a tramos, basadas en distintos crite-
rios, como el AIC (Akaike’s Information Criterion)[Akaike74], el MDL (Mi-
nimum Description Length)[Rissanen78] o el MAP (Mazimum A Posteriori)
[Djuric94, Giurcaneanu00], son aplicables al problema de la localizacién de los
nodos. Recientemente, se ha aplicado con relativo éxito la técnica del calen-
tamiento y progresivo enfriado (simulated annealing) a la optimizacion de los
puntos de ruptura en el modelado spline de sistemas no lineales [Yiu01]. En
cualquier caso, todas estas técnicas poseen una complejidad alta, motivo sufi-
ciente para buscar soluciones mas simples que sean capaces de aprovechar las
ventajas de los splines sin pagar un precio excesivo en cuanto a complejidad.

Una solucién alternativa es el modelo canénico lineal a tramos (CPWL: Ca-
nonical Piecewise-Linear) [Chua86, Chua88|, que proporciona soluciones con
un alto grado de exactitud, con un niumero de paradmetros bajo y con unos
requerimientos de cémputo en general menores que las redes neuronales. Sin
embargo, debido a su naturaleza lineal a tramos, el modelo resultante presenta
una derivada segunda nula y discontinuidades en la primera derivada, lo que
imposibilita su uso en modelado de dispositivos o sistemas no lineales con com-
portamiento suave o en los que interese el valor de sus derivadas. En [Lin93] se
propone una generalizaciéon del modelo CPWL que sustituye la funcién lineal
de activacién por una funcién polinémica, resultando un modelo suave a tramos
que, lamentablemente, posee cierta tendencia a la oscilaciéon heredada de los
polinomios que utiliza.

En esta Tesis se propone una extension diferente del modelo canénico lineal
a tramos, manteniendo las ventajas del modelo CPWL (simplicidad y precision)
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y proporcionando suavidad y derivabilidad. Para ello se ha tenido en cuenta el
hecho de que la base a-spline con a = 0, al igual que el modelo CPWL, pro-
porciona funciones lineales a tramos y que el pardmetro « posibilita controlar
la suavidad de una solucién que, en todos lo casos, posee continuidad hasta la
segunda derivada. Por lo tanto, se propone sustituir la funcién de activacién
valor absoluto del modelo CPWL por una funcién basada en el nucleo a-spline,
generandose asi modelos derivables, con transiciones suaves entre las distin-
tas regiones del espacio de entrada y con una suavidad controlable gracias al
parametro a.

En los siguientes apartados se presenta, en primer lugar, el modelo canéni-
co lineal a tramos y el procedimiento propuesto para obtener un modelo lineal
a tramos suavizado basado en el nucleo a-spline, asi como la metodologia de
entrenamiento de dicho modelo. Posteriormente se presentaran dos aplicacio-
nes: el modelado a-spline de amplificadores de potencia basado en medidas
temporales de entrada-salida obtenidas mediante técnicas de submuestreo, y el
modelado a-spline de gran senal de transistores HEMT sometidos a iluminacién
Optica.

5.2. Modelo a-spline

5.2.1. EIl modelo lineal a tramos candnico

Aunque es bien conocido que la representacion lineal a tramos candnica
propuesta por Chua [Chua86, Chua88] es un subconjunto de la clase mas general
de las funciones lineales a tramos, es la dnica que admite una formulaciéon
compacta y explicita [Leenaerts98]. Dicha representacion realiza un mapeo f :
RM — RN de la forma

P
fx)=a+Bx+ Y c|(vi,x) - B (5.1)

=1

donde x y v; son vectores de la misma dimensién, M, que el espacio de entrada;
a y c¢; son vectores de la misma dimensién, N, que el espacio de salida; B es
una matriz N x M; §; es un escalar; y (-,-) denota el producto interno. La
inexistencia de informacion redundante en (5.1) reduce al maximo la memoria
requerida para almacenar los pardmetros del modelo, y su especial estructura
permite desarrollar algoritmos muy eficientes para su calculo.

El modelo canénico lineal a tramos particiona el espacio de entrada en dife-
rentes regiones por medio de P fronteras impuestas por hiperplanos de dimen-
sion M — 1, y construye el modelo por medio de la combinacién de hiperplanos
con forma de bisagra de dimension M — 1. En cada region del espacio de entra-
da, la funcién se compone de una combinacién lineal de hiperplanos lineales,
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lo que genera un modelo lineal a tramos y continuo. En (5.1) se observa que la
expresion dentro de la funcion valor absoluto define las fronteras de la particiéon
del espacio de entrada, resultando, ademas, que en esas fronteras, la transiciéon
de la funcién se realiza siguiendo las caracteristicas de los hiperplanos bisagra,
es decir, segin la forma de la funcién valor absoluto, que es continua, pero no
derivable en los puntos frontera. El modelado lineal a tramos es capaz de pro-
porcionar un resultado muy preciso con un ntimero bajo de parametros, pero
su discontinuidad en la derivada limita su uso en determinadas aplicaciones,
como, por ejemplo, en el modelado de dispositivos.

5.2.2. Suavizado de la funcién valor absoluto

Con el fin de solventar la limitacién de la no derivabilidad, se pretende
sustituir la abrupta funcion valor absoluto de (5.1) por una funcion deriva-
ble que suavice las uniones de los hiperplanos en las fronteras sin incrementar
sustancialmente el nimero de pardmetros de la soluciéon. Existen diversas po-
sibilidades que permiten una transicién suave entre tramos lineales, siendo de
utilidad considerar el caso unidimensional en el que la funciéon, f : R — R,
toma la forma

P
f(@)=a+Br+Y clz—pi, (5.2)
i=1
donde los §; representan los puntos de ruptura (knots) que determinan los in-
tervalos en los cuales la funcién modeladora es una recta. De forma equivalente,
(5.2) puede escribirse en términos de la funcion signo de la siguiente manera:

P
f(z) :a—i—Bﬂc—l—Zci(x—ﬁi) sgn (x — B;). (5.3)

i=1

Seria deseable disponer de una familia de funciones que proporcionara una
transicién suave y permitiera un control paramétrico de la brusquedad de cam-
bio en las transiciones. Existen en la literatura numerosas funciones con estas
caracteristicas; por ejemplo, en [Bacon71] la funcién sgn (z) es reemplazada por
una familia de funciones aproximadoras, denotadas por trn(z), que cumplen las
siguientes restricciones:

h'ril (xtrn(z) — |z|) =0,

lim trn(z/a) = sgn (z),
a— 00
trn(0) = sgn (0) = 0.
La primera condicion asegura que xtrn(z) se aproxima a zsgn(z) = |z
conforme x — oo. La segunda implica que el modelo lineal a tramos (5.3) es
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un caso limite particular de un modelo con transiciones suaves. Por tltimo, la
tercera condicién asegura que el modelo suavizado pasa por los puntos resul-
tantes de la interseccion de los tramos lineales de (5.3). Esta familia posee un
parametro, «, que controla la suavidad de las transiciones: modificando este
parametro se varia la suavidad en torno a los puntos de ruptura. Alguna de las
funciones pertenecientes a esta familia son [Seber89]:

ftan(z, a) = x tanh (ax), (5.5)

s [15(a2)? = (ax)* +3(ax)’] |zl

<
|z, |z| >

; (5.6)

Rl=el=

La curvatura, K, es un parametro geométrico que proporciona cierto cono-
cimiento acerca del comportamiento de estas funciones, y cuyo valor es

f? ()
[+ (fO ()22

En el punto de ruptura, es decir, cuando = = 0, la curvatura de (5.5) y (5.6)
es 2a y 15a/4, respectivamente. Se puede comprobar c6mo, cuanto mayor sea el
valor de K, las funciones tienden més rapidamente a la funcién valor absoluto.
Asi mismo, se observa que ambas funciones alcanzan valores mayores que la
unidad en su primera derivada y que su derivada segunda presenta valores
negativos, lo que implica sobredisparos que dificultan la obtencién de soluciones
con derivadas suaves. Es posible utilizar otras funciones que sustituyan a |z| y
que solventen esta situacion, como por ejemplo la propuesta por [Griffiths73],

hyp(z, o) = V22 + «,

cuya curvatura toma el valor K = 1/\/a.
Recientemente, se ha propuesto como base la funcion [Lazaro01b]

leh(z, ) = éln (cosh (ax)), (5.7)
cuya curvatura es K = «, para desarrollar un modelo lineal a tramos suavizado
denominado modelo lineal a tramos suavizado (SPWL: Smoothed Piecewise-
Linear).

En esta Tesis se propone una funcién suavizadora relacionada intimamente
con el nucleo a-spline presentado en anteriores capitulos. Dicha funcién, que
denotaremos por ¢ (z, «), sigue la expresion

2o <o
w(x,a)—{“ 37 |2l <o (5.8)
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Figura 5.1: Funcion de suavizado a-spline, ¢ (z, «), para diversos valores del
paradmetro de suavidad a.

y posee una curvatura K = 2/a. En la Figura 5.1 puede apreciarse su forma
para distintos valores del parametro de suavidad.
Las dos primeras derivadas de la funcion (5.8) vienen dadas por

2z :r|z| < o
W (z,a)=4 « o7 o] < o 5.9
o (@ a) {sgn@c), o] > o (59)
Y 2|z
2 x .
@ (g a)=da o lz| < a; 5.10
) {O ||, > a. ( )

La Figura 5.2 muestra las cinco funciones de suavizado asi como sus dos
primeras derivadas para un valor del grado de curvatura de K = 4. Se observa
que las derivadas de hyp(z, ), Ich(z, @) y ¢ (x, @) no presentan sobredisparo, es
mas, para la misma curvatura estas tres funciones son més suaves que ftan(z, «)
y fpol(z, ). Asi mismo, se ha observado que hyp(z, a), Ich(z, o) y ¢ (2, @) pro-
porcionan resultados muy similares (y superiores a ftan(z, «) y fpol(z, a)) a la
hora de modelar dispositivos, por lo que la elecciéon entre dichas funciones se
toma en funcién de sus posibles ventajas de implementacion. Asi, la funciéon
¢ (z,a) y sus derivadas, ademas de poseer unas expresiones sencillas (polino-
micas), pueden ser evaluadas de forma mucho més rapida que aquellas en las
que intervienen expresiones basadas en tanh (z) y sech (z), lo que redunda en
menores tiempos de estimacion (entrenamiento) del modelo y de evaluacion de
la funcién aproximadora.
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Figura 5.2: Funciones de suavizado (arriba) y sus dos primeras derivadas para
una curvatura K =4 (o = 0,5).

5.2.3. EIl modelo aPWL

Aunque en la discusién previa se han considerado tnicamente funciones
unidimensionales, la extension a un espacio de entrada multidimensional es
inmediata. En concreto, el modelo lineal a tramos suavizado basado en el ntcleo
a-spline que realiza un mapeo f : RM — R¥ se denota como aPWL(M, P, N)
y adopta la forma

P
fx)=a+Bx+ Y cip((vix) - Bi,o). (5.11)
i=1
En este caso, la frontera i-ésima estd gobernada por ¢ ((v;,x) — 5, o),
una funcién suave, continua y derivable, por lo que, en consecuencia, el modelo
global compartird esas mismas propiedades. En la Figura 5.3 se muestra un
ejemplo de dicha funcién base para un espacio de entrada bidimensional y para
v=1[10,25], 6=0y a=2/K =0,5; pudiéndose apreciar la forma y suavidad
de la misma.
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Figura 5.3: Funcion base ¢ ((v,x) — 3, @) en un espacio bidimensional y una
frontera definida por la recta 1 — 0,25x5 = 0.

Para el caso particular unidimensional en el que las fronteras se encuentren
equiespaciadas, el resultado de utilizar la aproximacién lineal a tramos canénica
suavizada con la funcion ¢ (z, «) es equivalente a la aproximaciéon a-spline. De
hecho, existe una relacion entre la funcién base a-spline, G, (x), y la funcion
de suavizado, ¢ (z, «), dada por la expresion

Ba () :—<p(:c,oz)+%w(:c—l,a)+%<p(:c+l,a). (5.12)

Esta es una formulacion similar al suavizado de la funcion lineal a tramos
propuesta para el modelado MARS (Multivariate Adaptive Regression Splines)
en [Friedman91].

5.2.4. Suavidad del modelo «PWL

Como se ha comprobado en el Capitulo 4, la suavidad de una funcién inter-
polatoria a-spline crece conforme aumenta el pardmetro de suavidad «. Dada
la relacion (5.12) existente entre la base interpolatoria a-spline y la base apro-
ximadora a-spline, es 16gico pensar que la suavidad del modelo aPWL (5.11)
presentard una dependencia mondtona creciente con el parametro a.
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En esta seccion se demuestra que la suavidad del modelo global tiene una
dependencia monotona respecto al parametro a (se considerard una version
simplificada del modelo en la que se utiliza el mismo valor de a en todas las
regiones o tramos). Por tanto, « se comporta como un parametro de regula-
rizacién, permitiendo ponderar entre la fidelidad del ajuste a los datos y la
suavidad del modelo resultante.

Las técnicas habituales de regularizacion minimizan una funcién de coste
compuesta por dos términos: el primero mide la proximidad a los datos y el
segundo pondera el coste asociado con un funcional que mide la suavidad de la
solucién, es decir,

E= Z(f(xi) —yi)® + AP f ()%, (5.13)

donde
= y; representa las medidas;

= )\ es el pardametro de regularizacion, que controla el compromiso entre el
grado de suavidad de la soluciéon y su ajuste a los datos;

» P, es el funcional estabilizador.

La suavidad puede ser medida de formas muy variadas, aunque, generalmen-
te, el estabilizador P acostumbra a incorporar alguna derivada de la funcién.
Una clase de estabilizadores ampliamente utilizados son aquellos que utilizan
el funcional [Poggio90]

PrpE= Y /R @O0 f(2))de

donde 0;,, .., = 0™/0x; ...0x;, y m > 1. Este estabilizador, invariante
frente a rotaciones o desplazamientos, serd el que se utilice para controlar la
suavidad de nuestro modelo.

Con estas premisas, se pretende obtener un punto de encuentro entre el
modelo lineal a tramos suavizado y la teoria de la regularizacién. En concreto, se
demostrara que la relacion entre la suavidad (evaluada mediante la integral de
las derivadas de segundo orden) y el pardmetro « es monétona y que, por tanto,
es posible controlar la suavidad del modelo mediante una seleccién apropiada
del valor de a. Dada la estrecha relacion entre la funcion base ¢ (x,a) y la
base a-spline, podrian extrapolarse los resultados de la interpolacién a-spline
al modelo aPWL. Sin embargo, se pretende alcanzar dicho resultado siguiendo
un camino diferente.

Se comienza considerando un ejemplo unidimensional, para el cual la ex-
presién del estabilizador tiene en cuenta la integral del cuadrado de la derivada
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segunda de la funcién. Dado que la derivada segunda de la funcién base pro-
puesta es localizada (¢ (z, a) = 0 para |z| > «), entonces la derivada segunda
de cada componente tUnicamente se solapa con la de las componentes més pro-
ximas. Sin pérdida de generalidad, se supone que el modelo esta compuesto por
dos componentes separadas por una distancia b > 0, es decir,

f(x) =crp(z,a) + cap (x — b, ).

En este caso, el término de regularizacion viene dado por la expresién

(¢ +3)gg ) a <b/2;
|IP2fI> =< (3 + A3)= + 010274(2??;?) , b/2 < a < b; (5.14)
3 3 2
(C% + Cg) 31 +cic2 i +§Z476b Oz)’ a > b

que resulta monétona decreciente respecto a «, independientemente del valor
que tome b, es decir, la separacion entre las dos componentes, o de los pesos
c1 y c2; pues su derivada respecto a « es negativa, como se demuestra en el
Apéndice E.1.

Al extender el anterior analisis a un espacio de entrada bidimensional, surge
el problema de que la segunda derivada no tiene soporte finito en la direccién
de las fronteras.! Sin embargo, es posible evitar este inconveniente integrando
en una regién finita apropiada. Para simplificar la evaluacién de las distintas
integrales, se escoge una region de integracion, R’ delimitada por lineas ortogo-
nales a las fronteras, tal y como muestra la Figura 5.4. Con esta consideracion,
el estabilizador adopta la siguiente forma:

92F\° a%f \*> [02f\°
2 2 _ v
e = [, \(52) +2 (o) = (52) [ v

De nuevo, se considera un modelo compuesto inicamente por dos compo-
nentes, es decir,

2

flz) = ZCNJ (miz1 + Moz + t, ).
i=1

Sin pérdida de generalidad, es posible suponer t; = t; = 0, lo que implica
que el punto correspondiente a la interseccién de las dos fronteras se encuentra
en el origen de coordenadas, y que my1 = 0, mi2 = ma2 = 1 y me; = m. Bajo

1Recuérdese que, en un modelo lineal a tramos canénico bidimensional, las regiones estan
delimitadas por rectas del tipo miz1 + maox2 = t que constituyen las lineas de ruptura de
los planos que forman el modelo.



5.2 Modelo a-spline 127

WY

)

mx,+x,=0
\ v

\

Figura 5.4: Region de integracion para un espacio de entrada bidimensional.

estas condiciones, el término de regularizacién toma el valor

2
P21 = [ @[ aa)] doadas
R/

2
+/ cg(m4 +2m? +1) {(p@) (mx1 + x2,a)| dridzs

+/ 2c1c200? (22, 0) B (mxy + 22, @) daydas,

donde los dos primeros términos corresponden a la contribucién de cada com-
ponente dentro de la region de integracion R’ mientras que el tercer término
considera la interseccién de ambas componentes, que serd finita dado el soporte
compacto de dicha interseccién. Finalmente, se obtiene

8L 8
prez= S 22 2y 8
1P £l 3a( 1+c(m”+1) )+m0102,

siendo su derivada con respecto a «

dIP2f? _ 8L

T = gz (T am+1)%) <0,

lo que demuestra la dependencia monétona decreciente de la suavidad del mo-
delo con respecto a a. En definitiva, incrementar « provoca que las transiciones
entre las secciones lineales del modelo sean méas suaves, por lo que la suavidad
del modelo global aumenta.
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5.2.5. Entrenamiento del modelo

El modelo a-spline posee tres tipos distintos de pardmetros que deben ser
estimados: los que definen las fronteras que particionan el espacio de entrada
(vi y B:); los que determinan la combinacion lineal de las distintas componentes
del modelo (a, B y c;); y el parametro de suavidad a.

El algoritmo de aprendizaje del modelo es de tipo iterativo, y se basa en
sucesivas adaptaciones de la particién del espacio de entrada y en la estima
de los coeficientes 6ptimos del modelo para dicha particion. La adaptacion de
los parametros que definen las fronteras de la particion se realiza utilizando
un método basado en el gradiente de segundo orden, en concreto, se emplea
el gradiente y el Hessiano de la funcién error con respecto a los parametros.
Una vez que son fijadas las fronteras del espacio de entrada, el error de aproxi-
macién del modelo es una funcion cuadratica de los parametros que definen la
combinacién lineal de las componentes, por lo que su minimo se encuentra de
forma muy simple resolviendo un sistema lineal de ecuaciones. Posteriormente,
se vuelven a adaptar las fronteras y el proceso se repite iterativamente.

Este es, basicamente, el método propuesto por L. Chua para optimizar los
parametros del modelo canénico lineal a tramos [Chua86], salvo por el hecho
de que la funcion de activacion es, en nuestro caso, ¢ (z,a) (5.8) en lugar
de la funcién valor absoluto. Por ello, es preciso obtener las expresiones que
posibilitan el entrenamiento del modelo a-spline.

Se considera el caso general de la aproximaciéon de un mapeo (f : RM —
R™) usando un conjunto de L datos de entrada-salida del tipo (x!",y!!) con
l=1,...,L, siendo xl! = [:v[ll],mg], e ,x%]T el vector [-ésimo de los datos de
entrada (de dimension M); e yll = [ygl], yg], . 7yK}]T el vector [-ésimo de los
datos de salida (de dimensioén N).

Es posible eliminar un coeficiente de cada frontera reescribiendo (v;, x) — f3;
en (5.11) como

di(x) = mix1 + myexa + -+ My v—1Za—1 — T + i,

donde d;(x) denota la i-ésima frontera evaluada en x. Con esta consideracion,
el modelo a-spline (5.11) con P fronteras puede escribirse

P
y=f(x)= a+Bx+Zci<p(di(x),oz).

Los parametros de este modelo pueden agruparse en un vector, zy, de lon-
gitud PM que define las P fronteras que particionan el espacio de entrada

T.
Zf=[Mi1,. ., ML M1, MP1, s MPM—1,t1,...,tP]";



5.2 Modelo a-spline 129

y una matriz, Z., de dimension N x (M + 1 4+ P) que reane los coeficientes
asociados a la combinacién lineal de las funciones base del modelo

aq bl,l bl,M C1,1 C1,pP

a9 b2,1 . b27M C2.1 . C2. P
Z.=

anN bN,l bN,M ¢CNg1 ... CN,P

El modelo debe minimizar la funcién de coste dada por el error cuadratico
entre la salida real y la proporcionada por el modelo

P
yl — (a +Bx + Z Cip (di(X[l]), oz))

2

L
E(Ze,z) = (5.15)
=1

i=1

Para llevar a cabo la adaptaciéon de los distintos pardmetros, el algoritmo
se inicia fijando unas fronteras iniciales, es decir, el vector zy. Habitualmente,
esta particion inicial se realiza de forma aleatoria con la restriccion de que las
fronteras pertenezcan al dominio de los datos de entrada. Una vez fijado zy, la
funcién de coste (5.15) es una funcién cuadratica en Z., por lo que su minimo
se obtiene mediante pseudoinversa

Z.=(ATA)'ATY, (5.16)
donde Y = [y, ..., y¥I]T es la matriz L x N de los datos de salida, y A es
una matriz de dimension (M + P + 1) x L de la forma

M1 1 ... 17
MR IS
A= xﬁ xg\i] x%j] ,
L0 L
] oy
BRI

Vel valor de la i-ésima funcién base para el vector de entrada [-ésimo,

siendo u£
es decir, ulll = ¢ (di(x), ).

Una vez obtenidos los parametros Z. 6ptimos para la particién inicial, el
algoritmo debe estimar una nueva particién, para lo cual se evalia el gradiente,
g, y el Hessiano, H, de (5.15) con respecto a zy, lo que permite determinar la
direccién 6ptima, s, en que se debe modificar la particién z¢, y que viene dada
por la expresion

s=-H g (5.17)
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El gradiente se calcula como la derivada parcial de la expresién de error con
respecto a cada uno de los paramentros zg, y puesto que la funciéon de salida
(y, por tanto, el error) es N-dimensional, se evaltia como un sumatorio en las
N dimensiones

OF(Ze,2¢) aE(zC,zf)r N
=V, E(Ze,7;) = — 25 K, Ge,,
B = Va Eleay) = | 2 e >

mientras que el Hessiano viene dado por
N
H =V} E(Zc,2f) =Vas,8=2) (Knvsz en + KnGGTKf) ., (5.18)
n=1

donde e,, es el vector de error del modelo segin la dimensién n-ésima de salida,

T
es decir, e, = [ew, .. .,eLL]] ; K, es la matriz MP x M P

K, =diag(cni,.--,Cn,1,Cn2, - 1Cn,2 o, CnPy- o3 Cn Py Cn1,Cn 2, - - - 5 Cn P

M—1 veces M—1 veces M—1 veces

y G la matriz MP x L

A T R LR
1 . 1 2 . 2 L : L
i el ahpl
1. 1 2. 2 L. L
N P
1 . 1 2 . 2 L . L
Al Bl
(1] (2] (L]
pP pP pP
L Ph A T

]

siendo pgl el valor de la primera derivada de la funcién base i-ésima para el

vector de entrada I-6simo (5.9), es decir, pl!! = o) (di(x1"), ).

Es necesario mencionar que el primer término del Hessiano en (5.18) in-
corpora la segunda derivada de las funciones base del modelo aPWL, cuyo
valor viene dado por (5.10). Se trata de una funcion localizada en las fronteras
del dominio, por lo que tinicamente aquellos datos de entrada préoximos a las

fronteras contribuyen a dicho término. En la practica se ha observado que no
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se aprecia degradacion en las prestaciones del algoritmo si se prescinde de es-
te factor, obteniéndose, por contra, un importante ahorro computacional. Por
ello, la evaluacién del Hessiano se llevara a cabo utilizando la expresiéon

N
H=2) K,GG'K].

n=1

Una vez calculada la direccion de busqueda (5.17), las fronteras de la si-
guiente iteracién se obtienen aplicando

2y =2y + s,

donde p = argmin (E(Z¢,zy + us)).

De esta forma se obtiene una nueva particién, zy, del dominio de entrada
para la cual se deben calcular los coeficientes 6ptimos, Z., utilizando (5.16).
El proceso completo se repite de forma iterativa, adaptando sucesivamente la
particion y los coeficientes hasta que se alcanza un determinado nivel de error
o hasta que se sobrepasa un nimero maximo de iteraciones.

5.2.6. Estimacién del parametro de suavidad

El pardmetro « incide de manera crucial en las caracteristicas del modelo
aPWL, principalmente controlando la suavidad del modelo. La estimaciéon de
dicho pardmetro se puede llevar a cabo de diversas maneras, dependiendo en
gran medida de la aplicacion concreta.

La primera opcién consiste en fijar un valor a de antemano, de forma que
se asegure una determinada suavidad de la solucién, lo que puede entenderse
como una técnica de regularizacion como en (5.13).

Otra posibilidad consiste en seleccionar el valor de o que minimice el error
cuadratico medio de la solucién (5.15) utilizando, por ejemplo, el algoritmo de
descenso del gradiente dado por la expresion

a, — - MaE(ZC?Zf).
foJe

Si bien en la expresion general del modelo aPWL (5.11) se contempla la
posibilidad de utilizar un pardmetro de suavidad distinto para cada funcién
base, el ligero incremento en las prestaciones que se obtiene no compensa, en la
mayoria de las aplicaciones précticas, el incremento en la complejidad (tanto en
el entrenamiento como en la evaluacion del modelo) y el aumento del nimero
de pardmetros que provoca.

Finalmente, en aquellas aplicaciones en las que se disponga de informacion
acerca del valor de la(s) derivada(s) de la funcién a modelar, es posible la
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busqueda del valor 6ptimo de o que produzca resultados acordes con dicha in-
formacién. En ese caso, se puede proceder a ajustar los parametros que definen
las fronteras, zs, y la combinacion lineal, Z., del modelo mediante el algoritmo
que minimiza (5.15) descrito previamente y adaptar el valor de « para minimi-
zar, por ejemplo, el error cuadratico medio entre la derivada del modelo y los
datos. De esta forma, si se dispone de los L x N valores de la derivada de la
funcion de salida con respecto a la variable j-ésima de entrada

dy[l] . [ 1 1
%j =yl = [yglj)[]yyélj)”7~-~7y](\} )[]] 7

entonces se puede evaluar la norma [5 del error entre el valor de dichas medidas
y la derivada con respecto a x; proporcionada por el modelo aPWL

y(1 (b]‘ + i cimm»go(l) (di(x[”)7 a))
=33 ()

donde b; representa la j-ésima columna de la matriz de coeficientes B, y donde
e%lj)m representa la diferencia entre la verdadera derivada con respecto a z; y
la estimada por el modelo aPWL para el conjunto de datos [-ésimo y segin la

direccién n-ésima del espacio de salida

P
el = y (1)l — <bm + cnimi ol (di(x[l])va)> '
i=1

La derivada del error (5.19) con respecto a « es

L 2

EUY)(Zg,zp) =)

=1

(5.19)

8a =1 n=1 " aOt
P . " (5.20)
L (z eom, 109 2 <d<x>,a>) ,
=1 n=1 =1

donde, haciendo uso de (5.9) y (5.9), se ha considerado
);

dp™ (d(x

da

Por lo tanto, se puede llevar a cabo la bisqueda del parametro de suavidad

« mediante un algoritmo iterativo de descenso del gradiente que haga uso de
(5.20)

oz):

~2) 00 4, )

9E1;) Ze
O/ZO[—M ( 7Zf)7
Jda
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donde p es el paradmetro de paso del algoritmo.

5.2.7. Prestaciones

Dada la gran similitud de las funciones base (y sus derivadas) del modelo
aPWL y del modelo SPWL propuesto en [Lazaro0lb|, asi como de los res-
pectivos algoritmos de entrenamiento, se puede afirmar (y se ha comprobado
mediante simulaciones, asi como en diversas aplicaciones practicas) que la ca-
pacidad de aproximacién del modelo propuesto en esta Tesis es similar a la
del modelo SPWL. La tnica diferencia resefiable, de gran importancia en apli-
caciones practicas, radica en los menores requerimientos computacionales del
modelo aPWL, motivado por la mayor simplicidad de las funciones bases y
sus derivadas (polinomios de grado tres) comparadas con las funciones que in-
tervienen en el modelo SPWL: In (cosh (x)) para la funcién base y tanh (z) y
sech? (x) para la primera y segunda derivada, respectivamente.

Es necesario mencionar que, al igual que ocurre con el modelo SPWL (y en
general, al igual que ocurre con todos los modelos derivados del modelo can6-
nico lineal a tramos), el modelo propuesto en esta Tesis presenta el problema
de la presencia de minimos locales en la superficie de error definida por (5.15),
lo que puede conducir a la obtencién de soluciones subdéptimas, dependiendo
de la inicializaciéon de las fronteras que particionan el espacio de entrada. Con
el fin de paliar este problema, se llevaran a cabo varios entrenamientos del mo-
delo (partiendo de inicializaciones distintas) y se seleccionaré la mejor solucion
obtenida, es decir, aquella que proporciona un menor error cuadratico entre la
estimacién y las medidas.

5.3. Modelado de amplificadores de potencia

En esta seccion se presentard una metodologia novedosa de caracterizaciéon
de amplificadores de potencia de radiofrecuencia mediante técnicas de submues-
treo [Ibanez00, Santamaria03|. Las senales temporales asi obtenidas posibilita-
ran la obtencién de diversos modelos no lineales, entre los que se incluye el
modelo aPWL propuesto en esta Tesis; esto permitird comparar sus prestacio-
nes a la hora de modelar este tipo de dispositivos cuando se excitan con senales
de entrada de banda ancha. Previamente se llevara a cabo un repaso del estado
del arte en este ambito.

5.3.1. Estado del arte

Los amplificadores de potencia (HPA: High Power Amplifier) presentan un
comportamiento claramente no lineal, salvo que se utilicen en regiones muy
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alejadas de la saturacion,? lo cual resulta muy negativo desde el punto de vista
econémico y de la eficiencia energética. Por esta razén, disponer de modelos
precisos y representativos de los amplificadores de potencia constituye un factor
fundamental a la hora de simular los sistemas completos de comunicaciones y
resulta indispensable para desarrollar técnicas de compensacién que linealicen
su comportamiento (por ejemplo, por medio de predistorsion).

Esta Tesis se ocupa de la distorsién introducida por amplificadores de po-
tencia cuando la senal de entrada es de banda ancha. Sin embargo, tradicio-
nalmente las medidas, la caracterizacion y los modelos se basan en excitar los
dispositivos mediante sefales de onda continua (tonos puros en el centro de
la banda de interés) y en realizar un barrido de la amplitud de las mismas.
Sin duda, las curvas AM-AM y AM-PM son las medidas mas habituales de
este tipo de caracterizacion, en la que se supone un comportamiento del dis-
positivo independiente de la frecuencia (o, en otras palabras, se supone que
el amplificador no posee memoria) en todo el ancho de banda de la sefal de
comunicaciones, lo que, en principio, restringe su uso a aplicaciones de banda
estrecha.

Como ejemplo, el modelo de Saleh [Saleh81] (sin duda, el utilizado méas ex-
tensamente) ajusta las curvas AM-AM y AM-PM mediante féormulas analiticas
dependientes de dos pardmetros. Con el fin de extender su aplicacién a sena-
les de banda ancha, diversos trabajos [Saleh81, Abuelma’atti84, Jeruchim00]
proponen considerar los parametros del modelo como funciones de la frecuen-
cia, pero, en cualquier caso, el ajuste de los mismos se lleva a cabo a partir
de medidas del comportamiento del amplificador ante senales de excitacion de
onda continua, no utilizando senales de banda ancha. Este hecho cuestiona la
validez de los modelos en el contexto de los modernos sistemas de comunica-
ciones digitales (OFDM, CDMA, QAM, ...) en los que las sefiales poseen un
considerable ancho de banda y una envolvente no constante.? Por otro lado, las
medidas de onda continua no permiten caracterizar de forma precisa fenome-
nos tales como el recrecimiento espectral (spectral regrowth) y la distorsion de
intermodulacién, por lo que los modelos derivados de ellas seran incapaces de
representar el comportamiento real del amplificador.

A pesar de todo, el modelo de Saleh se sigue utilizando adn en la actualidad
para proponer y analizar distintas técnicas de linealizacién en sistemas de banda
ancha [Gonzalez01, D’Andrea01]. Es maés, el rendimiento de dichas técnicas se
evalia por medio de simulaciones, por lo que es de esperar que los desajustes
entre el modelo y el amplificador real provoquen cierta degradaciéon en las
prestaciones del sistema de linealizacién empleado.

2Una medida habitual es el denominado OBO (Output Back-Off) obtenido como el co-
ciente (expresado en decibelios) entre la potencia de saturacion del amplificador (maxima
potencia posible a la salida) y la potencia de salida actual.

3Evaluado en términos del PAPR (Peak-to-Average Power Ratio): relacioén entre la po-
tencia pico instantanea y la potencia media.
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Una de las contribuciones de esta Tesis consiste en obtener modelos no li-
neales de HPA ajustando las sefiales temporales de entrada-salida (en concreto
la envolvente compleja) para sefiales de entrada de banda ancha. En los dltimos
anos se han propuesto diversos métodos de caracterizaciéon de amplificadores de
potencia de radiofrecuencia en el dominio temporal [Heutmaker97, Borich98§].
En general, estas técnicas muestrean una versién demodulada de la senal de
salida del amplificador, por lo que precisan etapas de conversion de frecuencia
(moduladores y demoduladores) y preamplificadores. Dichos dispositivos de-
ben ser extremadamente lineales, con el fin de evitar una distorsién no lineal
anadida que desvirtiie la caracterizacion. En [Clark88] se presenta una solu-
cién que cancela los errores derivados de la conversion de frecuencia, aunque a
costa de una calibraciéon precisa de los conversores y de un montaje realmente
complicado.

En esta Tesis se propone utilizar técnicas de submuestreo* para muestrear
directamente la entrada y la salida (atenuadas si es preciso) de radiofrecuencia
del HPA. Utilizando este esquema de adquisiciéon es posible desarrollar modelos
a partir de muestras temporales submuestreadas.

En las secciones siguientes se describira el sistema de adquisicion y caracte-
rizacion basado en submuestreo, se propondra la aplicaciéon del modelo a-spline
y se comparardn sus prestaciones con otros modelos no lineales.

5.3.2. Sistema de caracterizacién basado en submuestreo

En los ultimos anos, los conversores analégico-digital han experimentado
significativos avances tanto en lo que respecta a la velocidad como a la re-
solucion, a la vez que los precios han disminuido progresivamente. De forma
paralela, los avances en el procesado digital de senal han sido evidentes y se
ha consolidado la tendencia de sustituir el procesado analégico de senal por su
equivalente digital. Sin embargo, el conocido limite de Nyquist representa un
serio obstaculo que frena la aplicacion de las técnicas de procesado digital de
senal a frecuencias por encima de unos cientos de MHz.

Pero si la senal es de tipo paso banda, es posible preservar toda su in-
formacién muestreando a frecuencias inferiores a la frecuencia de Nyquist. Es
la denominada técnica de submuestreo (o muestreo paso banda) [Vaughan91,
Hill94, Wepman00], que permite una perfecta reconstruccion de la sefial paso
banda original si la frecuencia de muestreo es superior al doble del ancho de
banda de la sefial. Una limitacion practica importante es que el ADC debe ser
capaz de operar a la frecuencia méas alta de la senal paso banda. El submues-
treo es una técnica utilizada en diversas aplicaciones, como por ejemplo, en
los receptores de radiocomunicacién, en los que se digitaliza la senal recibida

4Por submuestreo se entiende el muestreo de una sefial modulada utilizando una frecuencia
de muestreo inferior a la de Nyquist, con el fin de llevar a cabo una traslacion frecuencial por
medio de un solapamiento espectral intencionado.
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en frecuencia intermedia o, incluso, en radiofrecuencia (lo que se conoce en
la actualidad como software radio). En esta Tesis se utiliza esta técnica para
caracterizar dispositivos y desarrollar modelos no lineales a partir de los datos
obtenidos.

5.3.2.1. Submuestreo

El submuestreo, o muestreo paso banda, consiste en muestrear una senal
paso banda (tipicamente una sefal modulada) utilizando una frecuencia de
muestreo inferior a la frecuencia de Nyquist, lo que permite realizar una trasla-
cion frecuencial mediante un solapamiento o aliasing intencionado y controlado.
Una sefial paso banda ideal no posee componentes frecuenciales por encima de
cierta frecuencia f ni por debajo de una cierta frecuencia f;. Para posibilitar
una reconstruccion exacta de este tipo de senales, es preciso que la frecuencia
de muestreo sea, al menos, igual al doble de su ancho de banda, f, — fi, es decir

fs = 2(fn— f1).

Adicionalmente, para evitar que se produzca solapamiento espectral de las
componentes de la senal, la frecuencia de muestreo, f,, debe cumplir

2 g < 2
k k—1
donde k es un valor entero que satisface
R
In— "N
y
fn < 2f1

El submuestreo reduce drasticamente la velocidad de muestreo (k veces),
pero mantiene la limitacién de que el conversor analégico-digital debe ser capaz
de operar a la frecuencia méas alta que posea la senal: el circuito de muestreo y
retencion (sample-and-hold), que constituye la etapa de entrada de todo ADC,
debe ser capaz de seguir senales de frecuencia f, capturarlas y mantenerlas el
tiempo necesario para que se lleve a cabo la cuantificacion, que se realizara a
una tasa de f; < 2fj muestras por segundo. Asi mismo, puede ser necesario
utilizar filtros analégicos paso banda que eviten la distorsién producida por
ruido y senales interferentes fuera de banda.

5.3.2.2. Esquema de adquisicién

En los ultimos anos se han desarrollado diversos métodos para la caracteri-
zacion temporal de amplificadores de potencia de RF [Heutmaker97, Borich98].
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Todos ellos utilizan un esquema basado en el muestreo en banda base de la se-
nal demodulada, tal y como muestra la Figura 5.5a. En este tipo de montajes,
la senal de test se genera digitalmente y se realiza una conversiéon de frecuencia
que la sitiia en la banda de radiofrecuencia de interés. La senal debe mantenerse
en unos niveles de potencia suficientemente bajos para evitar la distorsion del
conversor de frecuencia, por lo que se precisa introducir un preamplificador muy
lineal y capaz de proporcionar unos niveles de senal adecuados para excitar al
amplificador de potencia de forma que se pueda observar su respuesta en torno
a la region de saturacion. Tras el amplificador se sitda un filtro paso banda que
elimina toda sefial fuera de la llamada primera zona® seguido por un atenuador
que minimiza la distorsion de la conversiéon a banda base. Finalmente, la senal
banda base se muestrea a la frecuencia de Nyquist.

La desventaja principal de este esquema reside en los altos requerimientos
de linealidad que se exigen al preamplificador y a los conversores (tanto ha-
cia arriba como hacia abajo) de frecuencia. En cualquier caso, este método es
incapaz de aislar el comportamiento del amplificador de potencia, puesto que
las medidas incluyen los efectos de la totalidad de la cadena (modulacion, am-
plificacion y demodulacion). En [Clark88] se propone una solucion que elimina
los errores derivados de las conversiones frecuenciales por medio de una cuida-
dosa calibracion de los conversores, a costa de un montaje final notablemente
complejo.

Como alternativa, en esta Tesis [Ibanez01] se propone un montaje basado
en la técnica de submuestreo (Figura 5.5b). Un generador digital de sefial pro-
porciona la sefial de test, que es subida en frecuencia y preamplificada con el
fin de excitar el amplificador de potencia. Una réplica exacta de la senal de
entrada del HPA, proporcionada por un divisor, es filtrada, atenuada (cuan-
do el nivel de senal es excesivamente alto) y submuestreada por uno de los
canales del conversor analdgico-digital. De la misma forma, el otro canal del
ADC submuestrea la senal de salida del HPA tras los correspondientes filtrado
y atenuacion.

La principal ventaja de este esquema de medida es que caracteriza tnica-
mente el comportamiento del amplificador de potencia, pues se adquiere tanto
la senal de salida como la de entrada, ambas en radiofrecuencia. Ademés de
la ausencia de la etapa de conversiéon a banda base, otra ventaja es que este
montaje hace innecesario corregir los errores de las etapas de conversion de
frecuencia, puesto que se adquieren las verdaderas senales de entrada y salida.
Finalmente, también se evitan los problemas relacionados con los errores de
temporizacion y retardos introducidos por los conversores de frecuencia.

5Primera zona o zona principal se refiere al rango de frecuencias en torno a la frecuencia
central de una senal o sistema pasobanda. En la salida de sistemas no lineales aparecen
componentes frecuenciales fuera de la primera zona, que suelen ser filtrados por filtros o
circuitos de sintonia, por lo que habitualmente se descartan a la hora de caracterizar el
comportamiento de este tipo de dispositivos.
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Figura 5.5: Esquema de caracterizaciéon temporal de HPA de radiofrecuencia:
a) tradicional, b) propuesto.

El conversor analégico-digital constituye un elemento crucial en este es-
quema de submuestreo, pues debe poseer un ancho de banda de entrada sufi-
cientemente grande como para ser capaz de seguir las componentes de mayor
frecuencia de la senal (en la banda de la portadora). De igual forma, debe
proporcionar una frecuencia de muestreo adecuada para capturar el ancho de
banda de interés de la senal paso banda. En la actualidad, este iltimo requisito
no es muy dificil de cumplir, pues existen conversores comerciales que alcan-
zan cientos de megamuestras por segundo e, incluso, varios gigamuestras por
segundo. Estas prestaciones permiten estudiar el comportamiento de los ampli-
ficadores cuando se excitan con sefiales de gran ancho de banda y/o relajar las
especificaciones de los filtros paso banda antisolapamiento y/o incrementar la
resolucion del ADC por medio de técnicas de procesado de senal (sobremuestreo
de la sefial submuestreada y posterior diezmado [Candy92]) .

5.3.3. Medidas experimentales

El amplificador de potencia utilizado en esta Tesis est4 basado en un tran-
sistor MESFET de arseniuro de galio de Motorola (en concreto, el MRFC181)
que proporciona una potencia de salida de 33 dBm con una ganancia de 30 dB
utilizando una alimentacién de 4,8 V y sintonizado para proporcionar mixima
potencia a 1,45 GHz.
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Figura 5.6: Banco de caracterizacion de amplificadores mediante submuestreo.

La Figura 5.6 muestra el montaje experimental descrito previamente y
correspondiente al esquema de la Figura 5.5b. Un generador digital vectorial de
senal (el Agilent E4432B ESG-D) proporciona la sefial multiportadora centrada
en la frecuencia de interés y con el nivel de potencia adecuado; seguidamente la
senal atraviesa un filtro paso banda sintonizado a 1,45 GHz y con un ancho de
banda de 80 MHz; y, finalmente, la senal es adquirida utilizando un osciloscopio
digital (Tektronix TDS694C) capaz de muestrear hasta 10 gigamuestras por se-
gundo, con una capacidad de almacenamiento de 120000 muestras y un ancho
de banda de entrada de 3 GHz. Una réplica exacta de esta senal, proporcionada
por el divisor, es amplificada por el amplificador de potencia en estudio, filtrada
paso banda, atenuada y adquirida por medio del segundo canal del osciloscopio.

En este estudio, el generador E4432B produce senales OFDM con 64 sub-
portadoras cuya separacion es controlada (Af = 45, 60, 75, 90, 105, 120, 135
y 150 KHz) con el fin de obtener anchos de banda, (BW;) entre 3 y 10 MHz,
aproximadamente. De la misma forma, la potencia de entrada al amplificador se
controla por medio del propio generador (P; =0, 3,6 y 9 dBm) cubriendo todo
el comportamiento del amplificador, desde un punto de trabajo practicamente
lineal hasta una operacién muy saturada. Por ultimo se consideran distintos
formatos de modulacién para cada subportadora (por ejemplo, BPSK, QPSK
y 64QAM). Sin embargo, las principales conclusiones que se extraen de este
estudio no dependen del tipo de modulacién empleado en las subportadoras.
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El procedimiento seguido para adquirir la envolvente compleja de las senales
en el dominio temporal en cada uno de los experimentos se describe a conti-
nuacién. En primer lugar, el osciloscopio digital adquiere las senales de entrada
y de salida utilizando una frecuencia de muestreo de 1,25 GHz, por lo que, de-
bido al submuestreo, las seniales resultan centradas en 1,45 GHz — 1,25 GHz =
200 MHz. Seguidamente, los registros son transferidos a un ordenador perso-
nal via GPIB (General Purpose Interface Bus, también conocido como bus
IEEE488.1).

Dado que los filtros paso banda de la Figura 5.5b no son idénticos, existe un
retardo (adicional al introducido por el propio amplificador de potencia) entre
la senal de entrada y la de salida que debe ser corregido antes de llevar a cabo
posteriores procesamientos. Este retardo se estima mediante la basqueda del
méximo de la correlacién cruzada entre las envolventes complejas de entrada y
salida. Conviene resaltar que este retardo se estima a la méxima frecuencia de
muestreo (en este caso 1,25 GHz), por lo que el retardo que se pueda atribuir
erréneamente al HPA siempre serd inferior al periodo de muestreo (7' = 0,8 ns).
Utilizando esta estimacion lineal del retardo, se dispone de las senales envol-
vente compleja de entrada y de salida adecuadamente alineadas en el tiempo.

El siguiente paso en el preprocesamiento consiste en demodular las senales
utilizando una secuencia exponencial compleja (g[n] = e=727%16) que desplace
la parte positiva del espectro de la sefial OFDM hasta la frecuencia cero (en
definitiva, se demodula la senal digitalmente). Las senales complejas resultantes
se filtran paso bajo utilizando un filtro FIR de 175 coeficientes cuyas especi-
ficaciones son: frecuencia de corte de 15 MHz, banda de transicion de 7 MHz,
rechazo fuera de banda de 60 dB y rizado en banda de 1dB. Finalmente las
senales son diezmadas por un factor de cuarenta, por lo que la frecuencia de
muestreo final se sitia en 31,25 MHz. De esta forma, la envolvente compleja de
la senal OFDM de mayor ancho de banda ocupa una banda de 0—5 MHz, lo que
supone un factor de sobremuestreo en torno a tres, que puede ser considerado
como suficiente para caracterizar el recrecimiento espectral del amplificador.
Con estos parametros, la relacion senal a ruido de los registros adquiridos se
sitda ligeramente por encima de 35 dB, valor que impondra una cota superior
al rendimiento que podra proporcionar un modelo perfecto del amplificador de
potencia derivado de dichos registros.

La longitud de los registros almacenados tras el diezmado es de 3000 mues-
tras, por lo que al repetir cada experimento tres veces se dispone de 9000
muestras de cada una de las senales envolvente compleja de entrada y de salida
para cada pareja (BW;, P;) considerada.

A modo de ilustracion de las posibilidades que el esquema de medida pro-
puesto brinda a la hora de capturar las caracteristicas no lineales del amplifica-
dor, en la Figura 5.7 se muestra la densidad espectral de potencia de las senales
de entrada y salida capturadas cuando se excita el amplificador con una senal
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Figura 5.7: Densidad espectral de potencia de entrada (arriba) y salida (abajo)
para una sefilal OFDM (BW; =1 MHz, P; = 0,3 dBm).

OFDM de 1 MHz de ancho de banda y una potencia de 0,3 dBm (que produce
una salida de 28,7 dBm); observandose claramente el recrecimiento espectral
que sufre la sefial de salida. Para esa misma sefial de excitacién, la Figura 5.8
muestra las secuencias de la amplitud de la envolvente compleja de entrada y
de salida, apreciandose claramente el efecto de saturacion del amplificador. Por
ultimo, la Figura 5.9 representa la relacién entrada-salida de la amplitud de
la envolvente compleja, permitiendo apreciar el comportamiento practicamente
lineal cuando la amplitud de entrada es baja y una severa saturacién cuando
la entrada alcanza valores elevados.

Es posible apreciar otros efectos, aparte de la saturaciéon, cuando se dispone
de medidas temporales de entrada-salida: tal y como muestra la Figura 5.9,
el amplificador presenta histéresis, incluso en la regién lineal, lo que sugiere
cierta memoria. Este es un aspecto crucial a la hora de modelar un sistema
no lineal como el amplificador de potencia, pues si éste presenta memoria, el
modelo deberé igualmente incorporarla. En la Figura 5.10 se aprecia atin més
claramente la histéresis del amplificador basado en el MRFC1818 cuando la
entrada es una sefial modulada en amplitud con doble banda lateral (AM-DSB
con indice de modulacion del 70 % y senial moduladora sinusoidal de 20 KHz)
y una potencia de entrada P; = —1,6 dBm.
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Figura 5.9: Grafica entrada-salida de la amplitud de la envolvente compleja
de una sefial OFDM (BW; = 1 MHz, P; = 0,3 dBm).
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Figura 5.10: Grafica entrada-salida de la amplitud de la envolvente compleja
de una senial DSB-AM (BW; = 40 KHz, P, = —1,6 dBm).

La Figura 5.11 presenta otro ejemplo que muestra la severidad del compor-
tamiento no lineal del amplificador. En este caso, se representa la constelacion
a la salida del amplificador cuando se excita con una sefial OFDM-64QAM de
6 MHz de ancho de banda y 3 dBm de potencia. Contrariamente a lo que ocurre
con sefiales de portadora unica (para las que los efectos de compresion y defor-
macioén se aprecian nitidamente en la constelacion), en sistemas multiportadora
la distorsion no lineal provoca tres efectos: una rotaciéon de fase, una ligera de-
formacién de la constelaciéon y, fundamentalmente, una distorsién que puede
ser modelada como ruido aditivo. Teniendo en cuenta que una senal OFDM
con un numero suficientemente elevado de subportadoras puede modelarse por
un proceso aleatorio Gaussiano complejo (cuyos modulo y fase siguen distribu-
ciones Rayleigh y uniforme, respectivamente), este tipo de distorsion no lineal
puede caracterizarse tedricamente como se muestra en [Dardari00, Banelli00].

5.3.4. Resultados y comparaciéon de modelos

En esta seccién se lleva a cabo la particularizacién del modelo aPWL y
una breve descripcion de otros modelos no lineales aplicados al modelado de
amplificadores basado en datos temporales adquiridos mediate submuestreo.
Para cada modelo se han estudiado configuraciones polares (modulo/fase) y
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Figura 5.11: Constelacién a la salida del amplificador para una senal de en-
trada OFDM-64QAM (BW; = 10 MHz, P; = 3 dBm).

en cuadratura (I/Q), si bien la estructura en cuadratura proporciona mejo-
res resultados, por lo que Unicamente consideraremos este tipo de modelos.
Tras discutir la metodologia empleada para estimar la memoria del sistema a
modelar, se presentarin los distintos resultados.

5.3.4.1. Modelo aPWL de amplificadores de potencia

Los datos experimentales del amplificador son utilizados para entrenar el
modelo aPWL propuesto en esta Tesis, con la particularidad de que, en esta
aplicacién, el espacio de entrada posee M = 4 dimensiones, al considerar las
variables correspondientes a la sefiales de entrada en fase y cuadratura (zr[n]
y Zg[n]) y una version retardada de las mismas (z;[n — d] y zg[n — d]). Como
se demostrard posteriormente, el modelo de amplificador mas adecuado para
esta aplicaciéon posee Unicamente un coeficiente de memoria, motivo por el
cual se precisan cuatro variables de entrada. Respecto al espacio de salida,
evidentemente se trata de un espacio bidimensional, N = 2, pues la envolvente
compleja de salida del amplificador posee componentes en fase y cuadratura
(yr[n],yg[n]). Al considerar una particiéon del espacio de entrada por medio
de P fronteras, resulta un modelo que denotaremos como aPWL(4,P,2) y que
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representa un mapeo (f : R* — R?) dado por la expresion

P
yn = f(x,) =a+ Bx, + Zcicp (vi,xn) — Bi, ) , (5.21)
i=1

donde a y c; son vectores de dimensién 2 x 1, v; es un vector 4 x 1, B una
matriz 2 x 4, 8; un escalar y (-, -) representa el producto interno. La adaptacion
de los parametros de este modelo (las fronteras de particion del espacio de
entrada: v; y f3;; los valores de la combinaciéon lineal de las componentes: a, B
y €;; y el pardmetro de suavidad «;) se realiza de forma iterativa, siguiendo los
planteamientos descritos en el Apartado 5.2.5.

5.3.4.2. Otros modelos no lineales

Probablemente, el modelo no lineal sin memoria méas ampliamente usado
para modelar amplificadores de potencia es el modelo de Saleh [Saleh81], que
considera que si la senal paso banda de entrada muestreada es

z[n] = a[n] cos (won + ¢[n]),
entonces la salida se escribe como

yln] = A(a[n]) cos (won + ¢[n] + ®(a[n]))
= I(a[n]) cos (won + ¢[n]) — Q(a[n]) sin (won + d[n]),

donde
Adaln]) = w5, (5.22a)
®(aln]) = 2l (5.22b)

representan, respectivamente, las curvas AM/AM y AM/PM del amplificador;
y donde

Ialn]) = b, (5.22¢)
[e3 0/3 n
Q(a[n]) = (1+gqa2[[711])2’ (5.22d)

son las funciones correspondientes a la rama en fase y en cuadratura. Tipi-
camente, los cuatro parametros del modelo (bien del modelo polar o bien del
modelo en cuadratura) se obtienen mediante el ajuste de las ecuaciones (5.22)
a las medidas de la relacion entre la amplitud de entrada y la amplitud y el
desfase a la salida para una senal de entrada de onda continua (es decir, un
tono de cierta frecuencia). Sin embargo, dado que se pretende desarrollar mo-
delos especificos para senales de banda ancha (en particular, senales OFDM),
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en esta Tesis se ajustaran los parametros de este modelo en base a las muestras
adquiridas de la senal envolvente compleja de entrada y de salida.

El modelo de Saleh asume que las caracteristicas del HPA son independien-
tes de la frecuencia, es decir, se trata de un modelo sin memoria. Sin embargo,
cuando se consideran sefiales de entrada de gran ancho de banda (o, mas con-
cretamente, cuando el ancho de banda de la senal de entrada es comparable
al ancho de banda del dispositivo®) se hace preciso un modelo dependiente de
la frecuencia. Para tener en cuenta estos efectos de memoria, en esta Tesis se
considera la utilizaciéon de muestras pasadas de las senales envolvente compleja
a la hora de estimar el modelo adecuado del amplificador. Asi, denotando por
x[n] e y[n] las seniales envolvente compleja de entrada y salida, los modelos no
lineales que se consideran pueden ser expresados por medio del siguiente mapeo
no lineal:

(yrlnl, yeln)) = f(zi[nl, zq[n], ... x1[n — d], 2q[n - d)). (5.23)

La eleccion del maximo retardo, d, desempena un papel crucial en el rendi-
miento de este tipo de modelos. Su valor depende de las caracteristicas concretas
del amplificador y de otros factores, como el ancho de banda de la senal y el
factor de sobremuestreo de las medidas. En esta Tesis, se utiliza la informacién
mutua entre la secuencia y[n] y la secuencia retardada xz[n — k| como criterio
para estimar el valor 6ptimo del retardo d. La informacién mutua retardada fue
propuesta por A. M. Fraser y H. L. Swinney [Fraser86] como una herramienta
para estimar el retardo en este tipo de situaciones, en las que es preciso tener en
cuenta relaciones no lineales, aspecto éste que no es considerado por métodos
mas simples basados en la funcion de correlacion cruzada. En particular, un
estudio detallado, que se describira posteriormente, de las series temporales de
entrada-salida del amplificador concluye que su memoria esté constituida ni-
camente por una muestra, es decir, cualquiera de los modelos con memoria del
HPA debera utilizar los valores de la muestra actual y de la pasada de la senal
envolvente compleja de entrada, no obteniéndose ninguna mejora significativa
de rendimiento utilizando un nimero mayor de muestras de memoria.

El primer modelo con memoria utilizado es el modelo polinémico de envol-
vente (EPM: Envelope Polynomial Model) [Jeruchim00, Ibanez01] que aparece
representado en la Figura 5.12. Los submodelos de fase y cuadratura de orden

6Por encima de 40 MHz en el caso de amplificadores basados en tubos de onda progresiva
(TWT: Traveling- Wave Tube) y a partir unos pocos megahercios para los amplificadores de
potencia de estado sélido (SSPA: Solid State Power Amplifier).
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Figura 5.12: Modelo polinémico de envolvente.

(L, N) poseen las siguientes relaciones entrada-salida:

grln] =YY bjilerln — K,

k=0 j=1

Joln] = biilwen — kY,

k=0 j=1

donde L denota la memoria del sistema y P el maximo grado de los polinomios
(ndtese que no se consideran sus términos constantes). En el modelo, los poli-
nomios operan sobre el médulo de las componentes I y Q, mientras que la fase
de la envolvente compleja de entrada se suma en la salida.

Un modelo polinémico con memoria mas genérico consiste en una represen-
tacion del amplificador de potencia mediante series de Volterra. En particular,
se considera una forma de las series de Volterra adecuada para representar
sistemas paso banda

yln] =

Py & L k 2h+1
> 2§k S > bl sl [Jet =1 I 2ln -1,
k=0 11=0 lag4+1=0 r=1 s=k+1

donde z[n] e y[n] son, respectivamente, las envolventes complejas de entrada y
salida, y hagt1[l1, ..., lok+1] representan los nticleos (kernel) equivalentes paso
bajo de la serie de Volterra. La ecuacién anterior representa una expansiéon en
serie de Volterra de un sistema causal paso banda en el que los términos que
no generan sehal en torno a la frecuencia central (en la primera zona) han
sido eliminados de la serie. La complejidad de la serie de Volterra depende del
ndmero de términos impares de la expansion (1, 3,..., 2P + 1) asi como de su
memoria L: el modelo lo denotaremos como Volterra(2P + 1, L).

El cuarto modelo considerado en este estudio es el perceptron multicapa,
cuyo mapeo entrada-salida viene dado por

yn = W1 tanh (W1x,, + by) + by,
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donde x,, = (x1[n], zg[n],z1[n —1],zg[n — 1])T es el vector de entrada (corres-
pondiente a la muestra actual y a la anterior), y, = (yr[n],yg[n])? es el vector
de salida, W7 es una matriz P X 4 que conecta la capa de entrada con la capa
oculta, by es el vector P x 1 de los términos de sesgo de las neuronas ocultas,
W3 es la matriz P x 2 de pesos que conectan las neuronas de la capa oculta
con las de salida, y bo es el vector 2 x 1 de sesgo de las neuronas de salida.
Por consiguiente, se trata de una estructura MLP(4, P,2), donde P denota el
nimero de neuronas en la capa oculta, que se entrena utilizando el algoritmo de
retropropagacion [Haykin98] con el fin de minimizar el error cuadratico medio
entre la salida obtenida y la deseada.

Por ultimo, ademéas del modelo aPWL propuesto en esta Tesis y dada su
gran similitud con el modelo lineal a tramos suavizado [Lazaro01b|, se utilizara,
con fines comparativos, el modelo SPWL(4, P,2), cuya expresion de mapeo
viene dada por

P

y=a+Bx,+ Y cilch (Vi xn) — B, ),
i=1

donde los parametros que intervienen en el modelo (y el entrenamiento del
mismo) son equivalentes a los de (5.21).7

5.3.4.3. Estimacion de la memoria del sistema

Antes de iniciar el modelado de un amplificador de potencia, es necesario
precisar ctal es la memoria que posee el dispositivo, y, por lo tanto, caal es el
maximo retardo de tiempo que deben considerar los modelos no lineales, pues
éste es un factor que, como ya se comentd, desempefia un papel crucial en el
rendimiento que se puede obtener. Suponiendo que el nimero de portadoras
es suficientemente elevado, la senal OFDM puede modelarse como un proceso
estocéstico Gaussiano complejo cuyas componentes en fase y cuadratura son
independientes. Por esta razén, se considerard el problema mas simple de es-
timar el valor 6ptimo de retardo, d, correspondiente a la componente en fase,
yrin] = f(zr[nl,...,zr[n — d]); pudiéndose extender los resultados obtenidos
al modelo global dado por (5.23). Para resolver esta cuestion se recurre a un
criterio de Teoria de Informacién. En concreto, se estimara la informacién mu-
tua entre la serie temporal de salida, y;[n], y una version retardada de la serie
temporal de entrada, x;[n — k]: un valor préximo a cero de la informacion mu-
tua indica que no existe relacion estadistica (ni lineal ni no lineal) entre ambas
series temporales. Este criterio ha sido aplicado en diversos trabajos con el fin
de estimar la dimensiéon de sistemas dindmicos a partir de sefiales temporales
experimentales [Fraser86, Pineda93].

7Se puede obtener una descripciéon mas detallada de la metodologia de entrenamiento en
[Lazaro01b, LazaroOla, Chua86].
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Dadas dos variables aleatorias, X e Y, su informaciéon mutua puede ser esti-
mada usando la divergencia de Kullback-Leibler (KL) entre la funciéon densidad
de probabilidad (fdp) conjunta y las marginales factorizadas, es decir,

fyx(y,z)
Ik, (YX) // fyx(y, ) log e () fx (@) dydzx. (5.24)
La informacion mutua es una medida apropiada de la dependencia entre
dos variables aleatorias. Siempre es no negativa y su valor es cero si y solo
si las variables son estadisticamente independientes. El problema radica en la
dificultad de su estimacion a partir de datos experimentales, por lo que, en esta
Tesis, se utiliza una medida alternativa dada por el criterio

UJ Fyx(y: 2)dydz) (J] Fy ) S (@)dyd)
I YX)=1o
) = o (J] fex(y.x fY(y)fx(x)dydz)

conocida como informacién mutua cuadratica (QMI: Quadratic Mutual Infor-
mation) y propuesta en [Principe99, Principe00]. Esta medida puede interpre-
tarse como un coeficiente de correlacion generalizado que estima el angulo entre
la fdp conjunta y el producto de las marginales. Si se estima la fdp conjunta
y ambas marginales utilizando el método de enventanado de Parzen con fun-
ciones nicleo Gaussianas, entonces el QMI puede ser evaluado de forma muy
simple, lo que supone la principal ventaja de (5.25) frente a (5.24).

En definitiva, el objetivo consiste en cuantificar la cantidad de informacion
“nueva” (innovacién) que proporciona x;[n — k| acerca de y;[n]; sin embargo,
con anterioridad a la estimacion de la informacion mutua entre z;[n—k| e yr[n],
es necesario sustraer, de alguna manera, la informacién que ya proporcionan
las entradas previas z[n],...,zr[n — k + 1]. En concreto, el procedimiento
consiste en evaluar la informacién mutua entre la serie temporal retardada
xr[n — k] y el residuo resultante tras llevar a cabo la prediccion lineal e[n] =

(5.25)

yrn]— Zf;ol ajxy[n—1] para k > 1. De esta forma, se elimina toda dependencia
estadistica lineal entre yr[n] y las entradas previas xz[n],...,z7[n — k + 1].

5.3.4.4. Resultados

La Figura 5.13 muestra los resultados obtenidos al aplicar el criterio QMI
para sefiales OFDM-QPSK de potencia P, = 9 dBm y diferentes anchos de
banda. Para k > 2 la informacion mutua entre yr[n] y x5[n—k| es practicamente
nula, por lo que ambas series temporales pueden considerarse estadisticamente
independientes. La conclusion de este anélisis es que toda la informacién sobre
y[n] puede ser extraida de z[n] y xz[n — 1], es decir, la memoria del modelo no
lineal debe ser de una muestra.

Teniendo en cuenta la memoria necesaria para modelar el amplificador y las
prestaciones proporcionadas por los distintos modelos no lineales, a partir de la
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Figura 5.13: Informacion mutua cuadratica entre yy[n] y 2y[n — k] en funcion
del retardo k para una sefial de entrada OFDM-QPSK con P, = 9dBm y
diferentes anchos de banda.

envolvente compleja de entrada y de salida del amplificador obtenidas mediante
submuestreo, se entrenaran y evaluaran los siguientes modelos no lineales:

= Saleh de 4 parametros;
= EPM(1,3) de grado 3 y memoria 1, es decir, de 12 parametros;

= Volterra(3,1) con una muestra de memoria y en el que Unicamente se
consideran los términos lineales y de tercer orden, lo que supone 20 pa-
rametros;

= MLP(4,10,2), es decir, con 10 neuronas en la capa oculta, resultando 72
parametros;

= SPWL(4,10,2) con 10 fronteras y 71 parametros;
s aPWL(4,10,2) con 10 fronteras y 71 parametros.

Para llevar a cabo un estudio comparativo detallado de dichos modelos no
lineales (incluido el modelo aPWL) se ha considerado una sefial de excitacion
OFDM-BPSK. En concreto, los conjuntos de datos de entrenamiento y verifi-
cacioén obtenidos mediante técnicas de submuestreo (siguiendo el esquema de
la Figura 5.5 y el montaje de la Figura 5.6) estan constituidos por un registro
de 9000 muestras de las senales envolvente compleja de entrada y de salida
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Figura 5.14: Senal de salida medida (linea de puntos) y estimada por el modelo
aPWL para una sefal de entrada OFDM-QPSK de BW; = 6 MHz y P, =
3 dBm.

para cada potencia de entrada y ancho de banda considerados, reservandose
L = 3000 muestras para el entrenamiento y 6000 muestras para verificacion de
las prestaciones (test). Se han llevado a cabo adquisiciones para ocho anchos de
banda distintos (BW; = 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 MHz) y para cuatro potencias
de entrada diferentes (P; = 0, 3, 6 y 9 dBm). Por tanto, el conjunto global de
medidas de entrenamiento y test para cada potencia concreta estd formado,
respectivamente, por 24000 y 48000 muestras complejas. El objetivo consistira
en obtener un modelo diferente para cada potencia de entrada e independiente
del ancho de banda de la senal.

Con el fin de proporcionar una idea cualitativa de la capacidad del modelo
aPWL a la hora de modelar el amplificador de potencia bajo estudio, la Figura
5.14 presenta la senal de salida medida frente a la senal de salida estimada por
el modelo (Gnicamente se representa la sefial en cuadratura) para una senal de
entrada OFDM-QPSK de 6 MHz de ancho de banda y 3 dBm de potencia (lo
que representa un comportamiento no lineal moderado). Se aprecia en la figura
una buena concordancia entre las senales medidas y las estimadas, aunque se
debe mencionar que la misma se degrada para anchos de banda y potencias
superiores, tal y como se mostrara, con mas detalle, posteriormente.

Una figura de mérito, que proporciona una medida cuantitativa del compor-
tamiento del modelo en la banda de interés, es la relacion sefial a error (SER),
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definida como

oo (S lyll?
SER = 10log (zn 9] - y[nw)’

donde g[n] es la salida del modelo e y[n] es la verdadera salida del amplificador
de potencia.

Otro aspecto que debe ser tenido en cuenta es el comportamiento del modelo
fuera de banda, para lo cual se recurre a la relacién de potencia del canal
adyacente (ACPR: Adjacent Channel Power Ratio), definida como el cociente
entre la potencia de salida en la banda de la senal de entrada y la potencia de
salida en los canales adyacentes superior o inferior. En esta Tesis se utilizara
la media de la potencia de ambos canales laterales, es decir,

2 IB/Q
B 2 3B 2
fSB/é hdf + f / Fdf

ACPR(S(f)) = 10log

donde B representa el ancho de banda de la sefial de entrada y S(f) la densidad
espectral de potencia de la senal de salida. Con el fin de evaluar la capacidad de
los modelos no lineales para reproducir el ACPR del amplificador, se establece
la relacién

AACPR = ACPR(S(f)) — ACPR(S(f)),

siendo S’( f) la densidad de potencia de la salida estimada por el modelo y
S(f) la verdadera densidad espectral de potencia de la salida del amplificador,
calculada a partir de los registros adquiridos.

La Figura 5.15 compara la SER proporcionada por los seis modelos no li-
neales estudiados para una potencia de entrada de P; = 0 dBm (lo que sitda al
amplificador en una zona ligeramente no lineal) y para P; = 9 dBm (compor-
tamiento extremadamente no lineal, en plena region de saturacion). Se puede
apreciar que el rendimiento de todos los modelos disminuye a medida que el
ancho de banda de la senal de entrada crece. Légicamente, si el nimero de pa-
rametros de los modelos se mantiene fijo, su capacidad para ajustar senales de
mayor ancho de banda se vera reducida. A esta circunstancia hay que afiadir el
hecho de que, a mayor ancho de banda de entrada, se produce mayor distorsién
en las senales capturadas debido al solapamiento espectral.

Por otro lado, los modelos de Saleh y EPM (con 4 y 12 parametros, res-
pectivamente) proporcionan, obviamente, peores resultados que los modelos
MLP, Volterra, SPWL y aPWL, pues estos dltimos poseen un mayor nimero
de parametros (79, 20, 71 y 71, respectivamente). A la vista de los resultados,
se puede concluir que, cuando el amplificador se encuentra alejado del punto
de saturacion, los modelos de Volterra, SPWL y aPWL proporcionan los me-
jores resultados; mientras que, cuando la potencia de entrada se incrementa
hasta valores préoximos a la potencia de saturacién, entonces los tres modelos
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Figura 5.15: SER para una potencia de entrada de P; = 0 dBm (izquierda) y
P, =9 dBm (derecha).

con estructura de red neuronal (MLP, SPWL y aPWL) proporcionan la mejor
aproximacion de la senal de salida. Cabe destacar que el rendimiento del mo-
delo de Volterra se degrada cuando se consideran anchos de banda pequenos,
especialmente para potencias altas, lo cual se debe al hecho de que la salida de
un modelo polindémico (como el Volterra o el EPM) diverge cuando el nivel de
la senal de entrada se hace muy grande. Se trata de la conocida dificultad de
las funciones polinémicas para extrapolar, lo que limita la aplicacién de este
tipo de modelos para modelar de forma precisa efectos de fuerte saturacion.

Para evaluar el rendimiento fuera de banda, es decir, la capacidad para
modelar el recrecimiento espectral, la Figura 5.16 muestra el AACPR obte-
nido con cada modelo para P; = 0 y 9 dBm. En dichas graficas un valor de
AACPR = 0 dB significa un ajuste perfecto entre la potencia fuera de banda
generada por el amplificador y la estimada por el modelo. Conviene resaltar
varios aspectos: en primer lugar, a pesar del nimero de parametros relativa-
mente alto y del buen comportamiento en banda, los modelos SPWL y aPWL
tienden a sobreestimar el ACPR, principalmente para anchos de banda gran-
des, lo que significa que el recrecimiento espectral producido por el modelo no
lineal es superior al real. De forma similar, este comportamiento se aprecia en el
modelo de Saleh. Si consideramos los resultados relativos al ACPR para todas
las potencias estudiadas, el MLP es el modelo que proporciona resultados més
precisos.

Finalmente, considerando tanto el rendimiento en términos de SER. como
en ACPR, el modelo de Volterra, con tnicamente 20 parametros, proporciona
un buen compromiso entre prestaciones y complejidad, al menos para no linea-
lidades no excesivamente severas. Por otro lado, los modelos SPWL y aPWL
proporcionan los mejores resultados (y practicamente idénticos entre si) en tér-
minos de SER para cualquier rango de frecuencias y potencias considerados,
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Figura 5.16: AACPR para una potencia de entrada de P; = 0 dBm (izquier-
da) y P, =9 dBm (derecha).

aunque a costa de un numero relativamente alto de pardmetros. Entre estos
dos ultimos, la balanza se decanta en favor del modelo aPWL debido a que
requiere unos tiempos de entrenamiento y evaluacion un 45 % inferiores a los
del modelo SPWL, fruto de la mayor simplicidad de las funciones base que
utiliza.

5.4. Modelo gran senal de un transistor HEMT

En esta seccion, se propone utilizar el modelo a-spline con el fin de apro-
ximar la caracteristica (no lineal) I/V de un transistor HEMT (High FElectron
Mobility Transistor) de microondas, incluyendo el efecto que sobre el mismo
tiene la aplicacion de cierta potencia luminica.

En los tltimos anos se ha incrementado considerablemente el interés por
desarrollar sistemas optoelectronicos de microondas, motivado por las venta-
jas intrinsecas que poseen las comunicaciones 6pticas, por el creciente uso de
frecuencias de microondas en los distintos sistemas de comunicaciones y por
la posibilidad que brinda la tecnologia para integrar componentes épticos y de
microondas en un tnico substrato de arseniuro de galio (GaAs). Los circui-
tos Opticos son ventajosos debido a que pueden integrarse en los circuitos de
microondas sin interferir con éstos, y a que poseen bajas pérdidas, pequenas
dimensiones, tiempos de respuesta bajos y gran ancho de banda.

La iluminacién directa de un circuito monolitico de microondas (MMIC:
Microwave Monolithic Integrated Circuit) constituye una técnica muy atrac-
tiva dada la versatilidad que proporcionan las aplicaciones asociadas con los
sistemas de comunicaciones y control basados en fibra optica. El transistor de
efecto de campo (FET: Field Effect Transistor) de GaAs constituye el elemento
bésico de los MMIC’s y puede ser utilizado a modo de fotodetector integrado en
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el propio chip monolitico, lo que constituye un auténtico puerto 6ptico. Por lo
tanto, resulta de interés conocer la interacciéon entre la 6ptica y las microondas
en un FET y cémo varian los parametros y caracteristicas del transistor bajo
iluminacién.

Es bien conocido el hecho de que cuando se ilumina un dispositivo GaAs
se produce un efecto de absorciéon en el espacio comprendido entre Puerta-
Drenador y Puerta-Fuente y una fotoexcitacion en el area activa. De hecho,
estos dispositivos exhiben efectos tanto fotoconductivos como fotovoltaicos, que
pueden ser convenientemente amplificados por medio de resistencias externas.
Esto significa que, tanto las curvas estaticas de continua como los parametros
del circuito equivalente de pequena senal, varian cuando se aplica energia 6ptica
al dispositivo [Calandra94, Madjar92].

Sin embargo, el comportamiento real en gran sefial estd gobernado por la
caracteristica dinamica pulsada I/V, que depende del punto de polarizacion en
reposo. Hasta la aplicacion en [Lazaro0la] del modelo lineal a tramos suavizado,
el dnico trabajo relativo a los efectos de la iluminacién optica sobre el com-
portamiento dindmico (responsable de la eficiencia y de la potencia de salida)
de este tipo de dispositivos se basaba en la aproximacion mediante funciones
analiticas [ Navarro98]. Esta métodologia se fundamenta en una investigacion
intensiva del comportamiento dindmico en gran senal del transistor, estudiando
las distintas dependencias y ajustando las mismas por medio de un conjun-
to adecuado de funciones analiticas. Por ejemplo, en el caso particular de un
HEMT, se ha identificado una dependencia logaritmica con la potencia 6ptica
y una relacion tangente hiperboélica con la tension de puerta. Aunque este mé-
todo proporciona resultados aceptables, es claro que los modelos desarrollados
son validos tinicamente para cada dispositivo concreto. Si se necesita modelar
un nuevo dispositivo es preciso llevar a cabo un detallado estudio del mismo y
buscar las funciones analiticas que mejor se ajusten a los datos experimentales.
El proceso resultante es enormemente laborioso, justificando la busqueda de
herramientas automaéticas que proporcionen modelos igual de precisos a partir
de las medidas experimentales.

5.4.1. Resultados del modelo aPWL

Se han utilizado las medidas experimentales de un HEMT de microondas
Phillips D02AH(4 x 30 um) con una longitud de puerta de 0,2 ym para en-
trenar un modelo aPWL que ajuste la dependencia no lineal de la corriente
de drenador (Izs) con respecto a las tensiones de polarizacion (Vyso, Vaso), a
las tensiones instantaneas (vgs, vqs), ¥ a la potencia 6ptica incidente (P,). Se
trata, por tanto, de un problema de aproximaciéon funcional en el que el es-
pacio de entrada es de dimension M = 5 y el de salida de dimension N = 1,
es decir, (f : R® — R). El comportamiento del transistor ha sido medido en
los siguientes puntos de polarizacién: Vs = —0,75, 0y 0,75 V; Vo = 0,2y
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4 V. Respecto a las tensiones instantaneas, vgs varia entre 0 y 4 V con pasos
de 0,25 V; mientras que vys varia entre —1y 0,75 V con pasos de 0,25 V. Por
altimo, todas las medidas se repiten para distintas potencias épticas: P, = 0,
0,25, 0,5, 0,75, 1, 2, 5 y 10 mW. Por lo tanto, se dispone de un conjunto de
9792 muestras de entrada-salida, que se emplean para entrenar tanto el modelo
aPWL como otros modelos utilizados con fines comparativos.

Concretamente, se han ajustado y comparado seis modelos distintos que
llevan a cabo un mapeo de M = 5 a N = 1: un MLP(5, P,1), una red
GRBF (5, P, 1) propuesta en [Santamaria99], el modelo analitico de [ Navarro98|,
un modelo convencional CPWL(5, P, 1), el modelo SPWL(5, P, 1) propuesto en
|Lazaro01b| y el modelo aPWL(5, P, 1) presentado en esta Tesis. Con el fin de
evaluar la precision de cada uno de estos métodos se utiliza la relaciéon senal
a error (SER: Signal-to-Error Ratio) de la I estimada para distintos valores
del parametro P (que representa el nimero de neuronas en la capa oculta para
los modelos MLP y GRBF, y el nimero de fronteras en los modelos lineales a
tramos).

El entrenamiento de los modelos GRBF, CPWL, SPWL y aPWL se rea-
liza utilizando un subconjunto de L = 1000 muestras elegidas aleatoriamente
entre todo el conjunto de medidas. Los modelos se validan utilizando el res-
to de muestras y se evalua la SER considerando la totalidad de las muestras
disponibles. Al utilizar un conjunto de datos de entrenamiento reducido se
consigue mantener la complejidad de computo en unos niveles aceptables sin
comprometer la capacidad de generalizacién de los distintos modelos. Para el
entrenamiento del MLP se obtienen mejores resultados utilizando un subcon-
junto de entrenamiento de 2000 muestras. Dicho MLP se entrena empleando
el algoritmo convencional de retropropagacién con un parametro de aprendi-
zaje adaptativo, mientras que la red GRBF se entrena anadiendo un centroide
en cada iteracion y reentrenando la totalidad de la red siguiendo el algoritmo
descrito en [Santamaria99.

Los resultados proporcionados por los distintos modelos se muestran en la
Tabla 5.1, en la que aparecen los valores de SER correspondientes a la estima de
I4s y de su derivada con respecto a los voltajes instantaneos (vgs y vgs). En este
ejemplo, los valores de las derivadas no han sido medidos experimentalmente,
sino que se ha ajustado un modelo spline ctubico a todo el conjunto de datos
(resultando un modelo impractico dado su elevado nimero de parametros) y
se han obtenido las derivadas a partir de dicho modelo. Asi mismo, tanto en
el modelo SPWL como en el modelo aPWL se ha adaptado su parametro de
suavidad gracias a la informacién de la primera derivada.

Se puede observar en la Tabla 5.1 que, dado un ntimero de parametros,
los modelos SPWL y aPWL proporcionan los mejores resultados, tanto en la
funcién como en sus derivadas. Como era de esperar, ambos modelos poseen
una capacidad de aproximaciéon muy similar dado el gran parecido existente
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dlas dlgs
Nuamero de Ias Vs dVys
Modelo parametros | SER(dB) | SER(dB) | SER(dB)
MLP(5,5,1) 36 25,50 12,00 14.40
CPWL(5,5,1) 36 30,62 9,52 13,04
SPWL(5,5,1) 37 3141 18,04 16,28
aPWL(5,5,1) 37 30,32 15,76 16,41
MLP(5,9,1) 64 2717 12,62 14.75
CPWL(5,10,1) 66 32,44 10,44 12,96
SPWL(5,10,1) 67 33,14 18,69 17.67
aPWL(5,10,1) 67 32,02 18,20 17,53
MLD(5,11,1) 78 28,09 13,71 14,66
CPWL(5,12,1) 78 33,04 11,51 14,34
SPWL(5,12,1) 79 33,71 18,87 17.42
aPWL(5,12,1) 79 32,66 17,44 18,19
GRBF(5,8,1) 88 92834 10,09 13,79
Analitico 98 32,92 —0,8674 16,53

Tabla 5.1: Comparativa de los resultados de modelar el HEMT Phillips DO2AH
(4 x 30 pm).

entre las funciones de activacion que utilizan (ver Figura 5.2). La Figura 5.17
muestra la funcién original y sus derivadas, ademés de la aproximacién dada
por el modelo aPWL. En concreto se representa la corriente de drenador, Iy,
para distintos valores de las tensiones instantaneas de puerta y drenador, vy, y
v4s, considerando una potencia 6ptica incidente de P, = 1 mW y unas tensiones
de polarizacion Vyeo =0 Vy Vg0 =2 V.

Otro aspecto de gran importancia es el coste computacional requerido para
estimar los parametros de los distintos modelos. En la Tabla 5.2 se presentan los
tiempos de entrenamiento de los distintos modelos programados en MATLAB
sobre un ordenador personal Pentium IV 2,8 GHz con 1 GByte de memoria
RAM. Se aprecia que el tiempo de entrenamiento es significativamente menor
para los modelos CPWL, SPWL y aPWL que para el resto de modelos: mien-
tras que los primeros requieren no mas de 4 minutos para llevar a cabo el ajuste,
las redes MLP y GRBF pueden precisar tiempos superiores a una hora. Esto
representa una gran ventaja para los modelos lineales a tramos. Es interesante
resaltar que, a pesar de poseer una capacidad de aproximacién practicamente
idéntica, el tiempo de computo del modelo aPWL es siempre inferior al del mo-
delo SPWL propuesto en [Lazaro01b| (lo que supone un ahorro computacional
en torno al 20 %), tanto para entrenar el modelo como para evaluar la salida
dadas las entradas. Esto se debe a que las funciones de activacién del modelo
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Figura 5.17: Curvas experimentales y generadas por el modelo aPWL para
el transistor HEMT (polarizacion: Vygo = 0V, Voo = 2V y P, = 1 mW):
a) corriente de drenador, I4s, b) derivada con respecto a vgs, ¢) derivada con
respecto a vgs.

aPWL (y sus derivadas) son funciones polinémicas de tercer grado (5.8), por
lo que su evaluacién es sensiblemente menos costosa que en el caso del mode-
lo SPWL, en el que intervienen funciones de activacién del tipo logaritmo de
coseno hiperbdlico (5.7).

5.5. Conclusiones

Las resultados obtenidos en el Capitulo 4 relativos a la interpolacién me-
diante la base a-spline, justifican su empleo en el campo del modelado. Por
ello, en este capitulo, se ha propuesto su uso como funciéon nacleo del modelo
canénico lineal a tramos, obteniéndose un modelo simple, con gran capacidad



5.5 Conclusiones 159

Tiempo de entrenamiento
Modelo (minutos)
MLP(5,5,1) 43
CPWL(5,5,1) 1,5
SPWL(5,5,1) 2,4
oaPWL(5,5,1) 2,2
MLP(5,9,1) 90
CPWL(5,10,1) 2,3
SPWL(5,10,1) 3,6
oPWL(5,10,1) 3,1
MLP(5,11,1) 110
CPWL(5,12,1) 2,8
SPWL(5,12,1) 4,3
oPWL(5,12,1) 3,6
GRBF(5,8,1) 30

Tabla 5.2: Coste computacional del entrenamiento de los distintos modelos
del HEMT Phillips D02AH (4 x 30 pm).

de aproximacién, derivable y tan suave como sea preciso, sin mas que ajustar
el parametro de suavidad, o. Asi, se ha propuesto el modelo aPWL, cuya sua-
vidad se ha demostrado que posee una dependencia monoétona respecto a a.
También se ha presentado el algoritmo de entrenamiento del modelo para el
caso general de M variables de entrada y N variables de salida, incluyendo la
posibilidad de ajuste del pardmetro de suavidad para minimizar el error del
modelo o para ajustar ciertas derivadas de la funcién a modelar.

Existen dos ventajas del modelo aPWL frente a otros modelos que suavizan
el modelo CPWL. En primer lugar, para una curvatura méxima dada, el niacleo
a-spline no genera sobredisparos y es el que proporciona una mayor suavidad.
Esta es una caracteristica de gran importancia en un modelo parsimonioso. En
segundo lugar, el modelo aPWL es computacionalmente més eficiente, por la
naturaleza polinémica de las funciones base (y sus derivadas) que intervienen.

Como aplicaciéon practica del modelo aPWL, se ha propuesto su utilizacion
para modelar amplificadores de potencia de radiofrecuencia. Para ello, se hace
uso de una técnica de caracterizaciéon basada en el submuestreo, lo que posibili-
ta disponer de muestras temporales de la entrada y de la salida del amplificador
mediante un esquema de adquisicion méas simple que los empleados habitual-
mente. En este &mbito, se ha demostrado la utilidad del modelo aPWL, pues
proporciona el mejor ajuste en banda de todos los modelos considerados. Sin
embargo, a la hora de modelar el comportamiento fuera de banda (més con-
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cretamente, el recrecimiento espectral) el modelo MLP proporciona los mejores
resultados, aunque a costa de un gasto computacional mucho mayor.

Respecto al modelado de transistores HEMT bajo iluminacién éptica, el
modelo aPWL ha proporcionado un ajuste similar que el modelo CPWL con
un coste computacional ligeramente superior. Sin embargo, su derivabilidad y la
capacidad de ajuste de las derivadas lo convierten en el modelo idéneo, puesto
que, ademés, computacionalmente es menos costoso que el modelo SPWL (que
lo iguala en prestaciones).



Capitulo 6

Técnicas Interpolatorias en
Comunicaciones

6.1. Introduccion

Entre los muchos aspectos referentes a la familia a-spline que se presentaron
en el Capitulo 4 se encuentra el a-spline cardinal, que permite una represen-
tacion de la interpolacion a-spline similar a la proporcionada por el Teorema
de Muestreo para senales limitadas en banda y, adicionalmente, equivalente a
la representacién de una senal de comunicaciones en funcién de los simbolos
transmitidos. En este capitulo se aborda el problema de las comunicaciones
digitales aprovechando el paralelismo existente entre las mismas y la interpo-
lacion funcional; paralelismo que, a pesar de resultar evidente, no ha sido, a
nuestro juicio, explotado suficientemente. Es posible considerar el criterio de
Nyquist de comunicaciones sin interferencia intersimbdlica como un caso par-
ticular de interpolacién funcional en el que la expansion en serie de funciones
base se restringe a muestras equiespaciadas y funciones limitadas en banda.
En aquellas aplicaciones en las que la restriccién en banda sea prescindible, la
consideracion de las comunicaciones desde el punto de vista de la interpolacion
abre las puertas a nuevos disenios que hagan uso de las técnicas consideradas con
anterioridad en esta Tesis. Con este fin se presenta dicho enfoque en relacién
a dos aspectos fundamentales de las comunicaciones digitales: la interferencia
entre simbolos (ISI: Intersymbol Interference) y el filtro adaptado.

En concreto se introducird una nueva metodologia [Ibafiez02] que emplea
la interpolacion spline y sus técnicas con el fin de disefiar un sistema de co-
municaciones digitales libre de ISI y adaptado, resultando una estructura de
comunicaciones que posibilita una implementacion eficiente, produce un ren-
dimiento 6ptimo (en términos de probabilidad de error) y muestra una mejor
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caracteristica espectral que otros esquemas habituales de codificacién de linea,
como, por ejemplo, aquellos que hacen uso de conformaciones rectangulares
(NRZ: Non-Return to Zero). De forma paralela, se presentaréd la metodologia
de diseno de sistemas de comunicaciones adaptados y libres de ISI que utilizan
como filtro conformador la base a-spline presentada en el Capitulo 4. Poste-
riormente, se generalizara la metodologia propuesta con el fin de permitir su
aplicacién a cualquier tipo de pulso conformador, no sélo pulsos de tipo spline.

Cuando el receptor de comunicaciones digitales muestrea al periodo de sim-
bolo, el sistema que se obtiene de la metodologia propuesta incluye filtros IIR
que, en la practica, deben ser truncados. En la ultima parte del capitulo se
demuestra que, cuando existe sobremuestreo, es posible conseguir una imple-
mentacion que solamente incluya filtros FIR. Esta técnica [Santamaria04] hace
uso de la teoria de parejas de filtros biortogonales (BP: Biortogonal Partners
[Vaidyanathan01b]) y permite obtener sistemas adaptados y libres de ISI em-
pleando exclusivamente filtros FIR.

Previamente, se realizara una breve introduccién a los conceptos de inter-
ferencia intersimbolica y filtro adaptado. En la Figura 6.1 se representa un
esquema que servird para ilustrar un sistema de comunicaciones digitales ban-
da base tipico en el que aparecen y se denotan las principales componentes y
senales que lo forman.

sl | cone. | S Filtro se() | o sc(t) Filtro sn(t) X srln] 8ln)
(],:;)n(\j. Transmisor Canal Receptor Decisor
/ hr(t) he(t) hr(t) fo=1T

Ruido

sln o s(t Filtro snlt 7 enln 8o
[n] Conv. ® Equivalente @ a(t) b Decisor "

b/c h(t) \‘j fo=1T

Figura 6.1: Sistema de comunicaciones digitales banda base: a) esquema ge-
neral, b) modelo equivalente.
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6.2. Conceptos basicos

6.2.1. Interferencia entre simbolos

En la Figura 6.1, que representa un modelo equivalente del sistema tipico
de comunicaciones digitales banda base, se observa cé6mo el efecto combinado
de filtro transmisor, canal limitado en banda y filtro receptor, provoca que
los pulsos recibidos se solapen unos con otros, interfiriendo en el proceso de
deteccion y degradando la probabilidad de error. Es la denominada interferencia
entre simbolos. Habitualmente, dado el canal Ho(f), el problema radica en
determinar los filtros transmisor, Hr(f), y receptor, Hr(f), que minimizan la
ISI a la entrada del decisor.

Las condiciones para una transmisiéon de datos libre de interferencia entre
simbolos sobre un canal limitado en banda fueron establecidas por H. Nyquist
en [ Nyquist28]. En dicho articulo, se demuestra que el ancho de banda minimo
necesario para detectar Rg simbolos por segundo sin ISI es Rg/2 Hz. Esta
situacion se produce cuando la funcién de transferencia del filtro equivalente
del sistema de comunicacion, H(f), es rectangular, tal y como muestra la Figura
6.2b (linea continua). En ese caso, el filtro se denomina filtro ideal de Nyquist.
En sistemas paso bajo, la respuesta al impulso del sistema es h(t) = sinc (¢t/T)
(linea continua en Figura 6.2a), resultando evidente que, a pesar de la (infinita)
longitud de las colas de los pulsos, las pertenecientes a todos los simbolos toman
un valor nulo en el instante de muestreo, a excepcién hecha, evidentemente,
del pulso perteneciente al simbolo que corresponde detectar. Por tanto, bajo
estas condiciones y suponiendo sincronizaciéon perfecta, no existira degradacion
debido a la ISI.

Aunque, en teoria, es posible transmitir sin ISI por un canal de anchura
W =1/2T Hz una tasa de Rg = 1/T = 2W simbolos/s, en la practica, y dado
que el filtro ideal de Nyquist es irrealizable, dicha tasa binaria constituye un
limite teodrico.

En aplicaciones reales, es preciso admitir un cierto exceso de banda (respecto
al minimo establecido por Nyquist) con el fin de trabajar con filtros implemen-
tables. Una funcion de transferencia, H(f), utilizada muy frecuentemente y que
cumple con los criterios anteriormente expuestos, es el filtro conformador en
coseno alzado (raised-cosine filter), que toma la forma

H(f) = § cos? (FULEZM) oWy — W < [f] < W5 (6.1)
0, [f1>W;

donde W es el ancho de banda total y Wy = 1/2T = Rg/2 representa el ancho
de banda de Nyquist para el caso del filtro ideal y el ancho de banda a —6 dB
para el filtro coseno alzado.
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Figura 6.2: Filtro de Nyquist con factor de roll-off r =0, 0,5 y 1: a) respuesta
al impulso, b) respuesta en frecuencia.

La diferencia W — W, se denomina exceso de ancho de banda, mientras
que el término r = (W — W) /Wy es el denominado factor de roll-off, siendo
0 < r < 1. Larespuesta al impulso correspondiente a la funcién de transferencia
(6.1) es
cos [2n(W — Wy)t]

1—[4(W — Wo)t]?’

h(t) = 2W sinc (2Wyt)

que, como se observa en la Figura 6.2a, cumple con el primer criterio de Nyquist,
tomando un valor unidad en ¢ = 0 y anulandose en t = n/W, = nT, para todo
n==+1,42,...

6.2.2. Filtro adaptado

Los filtros a la entrada de un receptor de comunicaciones tienen por ob-
jetivo rechazar componentes espectrales no deseadas (ruido e interferencias),
permitiendo a la vez que la senal, contenida en un cierto rango frecuencial, los
atraviese con la minima distorsién. Para ello, dichos filtros, tipicamente paso
banda, poseen ganancia constante y fase lineal en la banda de interés y un
rechazo minimo determinado en el resto del espectro.

Por contra, el llamado filtro “adaptado” se disena de manera distinta, pues
su funcion es maximizar a su salida la relacion sefial a ruido (SNR: Signal to
Noise Ratio) cuando a su entrada se aplica una senal conocida en presencia de
ruido aditivo blanco Gaussiano (AWGN: Additive White Gaussian Noise). Los
filtros convencionales se aplican a senales definidas tnicamente por su ancho de
banda, mientras que el filtro adaptado se aplica a senales cuya forma de onda
es conocida.

Dado el receptor del esquema de la Figura 6.3 en el que a la senal (co-
nocida) de entrada de duracion T, s;(t), se suma AWGN, n(t), el diseno del
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Figura 6.3: Esquema de receptor de comunicaciones digiales banda base.

filtro adaptado es bien conocido [Sklar01]. En el instante t = nT, la salida del
muestreador, sg[n] = sr(nT), estara formada por una componente de sefal,
a[n] = a(nT'), y una componente de ruido, ng[n], con lo que el filtro adaptado,
que deberd maximizar la relacion senal a ruido, debera cumplir

Hpr(f) = Ho(f) = kS; (f)e*™T,

0, en el dominio temporal,
ha(t) = ho(t) = F {kS;(f)e>~ T} .

Puesto que se supone que s;(t) es una sefial real, y haciendo uso de las
propiedades de la transformada de Fourier, es posible escribir
ksi(T —1t), 0<t<T,
holt) = { T 1 0=t s (62
0, en otro caso;

es decir, la respuesta al impulso del filtro que maximiza la relaciéon senal a
ruido a la entrada del decisor es una version especular de la senal recibida s;(t)
y retardada el tiempo de simbolo, T', condicién esta tltima necesaria con el fin
de hacer (6.2) causal.

Conviene hacer notar dos particularidades de este resultado: por un lado,
es valido tnicamente para ruido aditivo blanco Gaussiano; y, por otro lado,
debe tenerse en cuenta que el filtro adaptado es el espejo de la senal recibida,
s;(t), no de la senal transmitida, s(¢), lo que implica tener en cuenta la posible
distorsién del canal.

6.3. Comunicaciones digitales vistas como pro-
blema de interpolaciéon

El teorema de Nyquist establece las condiciones para una transmisiéon sin
ISI sobre un canal limitado en banda. Sin embargo, en ciertos supuestos, es-
ta limitacién no es aplicable; bien porque no sea de interés (por ejemplo, en
sistemas UWB: Ultrawide Band o en sistemas de espectro ensanchado) o bien
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porque, estrictamente, los pulsos conformadores (y las senales en general) de
duracion finita no estan limitados en banda [Slepian76].

Por otro lado, el enunciado del primer criterio de Nyquist en el dominio del
tiempo indica que en un sistema de comunicaciones digitales no existird ISI si
la combinacion de filtro transmisor, hp(t), canal, ho(t), y filtro receptor, hgr(t),
posee una respuesta al impulso equivalente, h(t), que se anule en multiplos del
periodo de simbolo, T', es decir,

h(nT +tg) =0, n=+1,+2,43,...,

siendo ¢y un cierto retardo introducido por los sistemas que intervienen. Evi-
dentemente, este filtro equivalente provoca que la sefal recibida, sg(t), tome en
los instantes de muestreo los mismos valores que los simbolos originales, s[n],
salvo por el retardo ¢y y una posible constante multiplicativa, que podremos
obviar en adelante; es decir,

sr(nT + tg) = sgr[n] = s[n].

Esta es una expresion equivalente, salvo por el retardo g, a la definicion de
interpolacion presentada en (2.1). Este paralelismo, representado en la Figura
6.4, se podria expresar de la siguiente manera: en comunicaciones (Figura 6.4a),
el interés se centra en transmitir una serie de simbolos, s[n], de tal manera que
en recepcion, tras atravesar una serie de sistemas lineales (filtro transmisor, ca-
nal y filtro receptor), el valor de la sefial recibida, sg(t), coincida exactamente
(salvo por un retardo y una posible constante multiplicativa) con los simbolos
originales en los instantes de muestreo. En interpolacion (Figura 6.4b), a partir
de unos valores conocidos de la funcion, f(x;), (los simbolos en comunicacio-
nes) se pretende construir (como expansion en serie de funciones base) una
nueva funcion, P(x), que tome los valores de la funciéon original en los puntos
considerados.

Aunque, enunciado de esta manera, el paralelismo entre el problema de
interpolacion funcional y el disefio de sistemas de comunicaciones resulta evi-
dente, algunas de sus implicaciones no han sido, a nuestro juicio, aprovechadas
en el mundo de las comunicaciones.

Se puede decir que el criterio de Nyquist de comunicaciones sin interferencia
intersimbélica es un caso particular del problema de interpolaciéon funcional,
estableciéndose dicha particularizaciéon por medio de la consideracion de pun-
tos (muestras, simbolos) equiespaciados y funciones interpolatorias limitadas
en banda. Este segundo condicionante, como ya se ha puesto de manifiesto en
el Capitulo 2, puede resultar prescindible en ciertas aplicaciones, en las cua-
les, considerar las comunicaciones desde el punto de vista de la interpolacién
funcional abre puertas a nuevos disenos.

Bajo esta nueva perspectiva, en las siguientes secciones se abordara el diseno
de sistemas de comunicaciones sin ISI y adaptados basados en las técnicas
interpolatorias con splines.
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Figura 6.4: Paralelismo interpolacién-comunicaciones: a) sistema equivalente
de comunicaciones digitales banda base, b) sistema interpolatorio.

6.4. Sistemas de comunicacién basados en spli-
nes

A pesar del éxito y la enorme difusion del filtro conformador en coseno
alzado (6.1), existe una amplia y activa area de investigacion relativa al diseno
de filtros que satisfagan el criterio de Nyquist y que a la vez cumplan una
serie de objetivos, como pueden ser la maximizacién de la energia en un cierto
intervalo [Panayirci99] o la posesion de la propiedad de ausencia de ISI tanto
en versiones adaptadas como no adaptadas [Xia97, Kisel00|. Es mas, debido
al coste computacional asociado al filtrado en coseno alzado, determinadas
aplicaciones practicas se basan en filtros conformadores mucho mas simples
(como, por ejemplo, pulsos rectangulares o cosenoidales) con caracteristicas
espectrales muy alejadas del coseno alzado, incluso no limitadas en banda.

Siguiendo la idea presentada en la anterior seccién, en esta Tesis se propo-
ne utilizar splines para interpolar la secuencia discreta correspondiente a los
simbolos de una transmision. De esta manera, se obtiene una senal libre de
ISI cuando se muestrea a la velocidad de simbolo. Aunque cualquier técnica
interpolatoria (entendida como la generacion, a partir de los simbolos, de una
sefial que pase exactamente por dichos simbolos) genera una senal de comu-
nicaciones libre de ISI, la interpolacién basada en splines posee un nimero de
ventajas que la convierten en una opciéon interesante cuando la complejidad de
implementacion y el contenido espectral son factores de importancia.

Como se demostrard posteriormente, cualquier interpolacion empleando
splines de orden impar puede ser llevada a cabo mediante el filtrado de la
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secuencia original (en este caso los simbolos) usando dos filtros adaptados. De
esta forma resulta sencillo disefiar un receptor 6ptimo (desde el punto de vista
de minimizacién de la BER). Si comparamos dicho esquema de comunicaciones
con una comunicacién basada en pulsos rectangulares, se observa una mejor
caracteristica espectral a costa de un moderado (y, posiblemente, asumible en
la practica) incremento computacional.

6.4.1. Interpolacién spline

Con el fin de facilitar ulteriores desarrollos de este capitulo, se vuelven
a presentar aqui algunas de las principales propiedades de la interpolacién
spline que ya fueron estudiadas en mayor profundidad en el Capitulo 2 y en
[Unser93a, Unser93b, Unser99, Boor78]. Como es bien sabido, una base spline
de orden m, S, (t), es una funciéon simétrica con forma de campana que puede
ser construida mediante la convoluciéon de m + 1 pulsos rectangulares idénticos

del tipo
1, |t <1/2;
t =
fo () {o, It > 1/2.

La interpolacion spline de una determinada secuencia de datos, s[n], consiste
en la determinacion de un conjunto de coeficientes c[n] de forma que la senal

de tiempo continuo
st) =3 cnfm (% _ n> 6.3)

neZ

pase exactamente por los datos, es decir,
sln] = s(nT), neZ. (6.4)

Una de las ventajas de la expansion B-spline (6.3) es que los coeficientes
¢[n] pueden ser obtenidos de forma sencilla mediante técnicas de filtrado digital.
Con el fin de aclarar esta idea, es conveniente introducir el ntcleo discreto B-
spline b,,,[n], que se obtiene muestreando la base spline en los instantes enteros,
resultando

bin [”} = Bm (”) = Bm (t)|t:nez s
con lo que (6.4) puede reescribirse en forma de convolucion

s[n] = clklbm[n — k] = c[n] * by [n].

keZ

De acuerdo con esta expresion, s[n| (los simbolos en nuestra aplicacion de
comunicaciones) se obtiene filtrando ¢[n] con b,,[n|. Por tanto, y de forma
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inversa, para obtener ¢[n] a partir de s[n], es suficiente con aplicar el filtro que
verifique

bm[n] * dim[n] = d[n],

0, de otra forma,

dpm[n] = (bm)_l [n] < Din(2) =

Bp(2)’

donde d,,[n], conocido como filtro directo spline, es un filtro todo polos con
ciertas propiedades de simetria que permiten su implementacion mediante la
conexion en serie de un filtro recursivo causal, d;f [n] , y otro recursivo anticau-
sal, d;; [n]. Como se expondra en el siguiente apartado, esta propiedad resulta
crucial a la hora de obtener filtros adaptados y libres de ISI mediante splines.

El proceso completo de interpolaciéon puede expresarse en forma de convo-

lucion,
s(0) = X st ().

neZ

en la cual se usa la secuencia discreta s[n] como coeficientes, y donde n,,(t)
representa el spline cardinal de grado m, que se obtiene mediante la convolucién
del filtro directo y del ntcleo B-spline

nm(t) = Z dm [n]ﬁm(t - n)

nez

Si, para simplificar la notacién posterior, se redefine el filtro conformador
libre de ISI como
t

Pm,r(t) = Nm <T> ; (6.5)

entonces la senal de comunicaciones basada en interpolacién spline adopta la
forma

s(t) = Z s[n)om,r(t —nT).

neZ

La Figura 6.5 muestra la respuesta al impulso y la respuesta en frecuencia
de los filtros conformadores spline ¢, 7(t) de grado 3, 5,9 y co. Conforme m se
incrementa, ¢, r(t) tiende a la funcion sinc (¢/T"), es decir, al filtro paso bajo
ideal, que se corresponde con el filtro ideal de Nyquist. Asi mismo, observando
los cruces por cero en miltiplos de T' de la Figura 6.5a, es evidente que la
técnica de interpolacion spline propuesta produce senales libres de ISI.
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Figura 6.5: Filtro conformador ¢,,(t/T) de grado m = 3,5,9 y co: a) respues-
ta al impulso, b) respuesta en frecuencia.

6.4.2. Filtro spline ctbico para comunicaciones libres de
ISI y adaptadas

En este apartado se discute como factorizar, entre el transmisor y el recep-
tor, el filtro conformador sin ISI presentado en (6.5), de manera que se pueda
obtener un esquema de comunicaciones adaptado. En adelante, y con el fin de
facilitar la exposicion, nos restringiremos a la interpolacion mediante splines
cubicos, aunque los resultados obtenidos pueden ser extendidos a splines de
cualquier orden impar.

Se proponen dos alternativas para descomponer (6.5) entre el transmisor y
el receptor. La primera y mas simple se basa en la estructura presentada en la
Figura 6.6a, que aprovecha el hecho de que el nicleo B-spline ctibico consiste
en la convolucién de cuatro pulsos rectangulares o, de forma equivalente, de
dos pulsos triangulares. Por lo tanto, es posible construir un sistema de comu-
nicaciones libre de ISI utilizando como filtro transmisor un filtro triangular de
duracion [—T,T] y como filtro receptor ese mismo filtro triangular combinado
con el filtro directo B-spline cubico, d3[n]. Este esquema de comunicaciones no
es Optimo (desde el punto de vista de BER) pues el receptor y el transmisor
no estan adaptados. Sin embargo, se ha comprobado mediante simulaciones
que la degradacion respecto a la estructura éptima adaptada es tinicamente de
0,6 dB.

La segunda alternativa para la descomposicion del filtro conformador busca
adaptar transmisor y receptor. El filtro directo B-spline, ds[n], viene dado por

1—21
= —2Z

d3 [n] 1 + Z1

I (6.6)

donde z; = —2 + /3 es el polo del filtro |z;| < 1. Es sencillo comprobar que
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Figura 6.6: Sistema de comunicaciones basado en splines: a) esquema no adap-
tado, b) esquema adaptado.

este filtro se puede factorizar en dos filtros: uno causal
df [n] = (1 — z1)z1"u[n],

y otro anticausal
dz [n] = (1 = 21)z1 Fu[—n).

Puesto que di [n] = d5 [—n], entonces D5 (w) = D3 (w)* y, por tanto, ambos
filtros resultan estar adaptados. Por otro lado, y siguiendo el razonamiento de
la anterior alternativa, el B-spline cubico puede escribirse como la convolucién
de dos pulsos triangulares. En resumen, es posible descomponer el filtro con-
formador spline cibico en un par de filtros adaptados siguiendo el esquema
presentado en la Figura 6.6b. Los filtros que intervienen, hr(t) y hg(t), pueden
denominarse filtros SQRCS (Square Root Cubic Spline)

el = S df st (7 - n).

nez

hg(t) =hr(—t) = dg [n] 3" (—% + n) .

nez

Teniendo en cuenta que la respuesta en frecuencia del filtro transmisor
SQRCS es
sinc?(QT'/27)
1 — 20T
y suponiendo que la secuencia de simbolos, s[n], es blanca con varianza o3,
entonces la densidad espectral de potencia de la senal transmitida, sp(t), vendra
dada por la expresion

HT(Q) = TF {hT(t)} = (1 — Zl)

Sr(f) = 25 |He(f))?

~ 30% sinc*(fT)
T

T \2+cos(2nfT)
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Figura 6.7: Densidad espectral de potencia de los esquemas de modulacién
basados en splines frente al sistema NRZ.

En la Figura 6.7 se muestra la DEP de sp(¢) para m = 3 (spline cibico) y
m = 5, junto con la conformacién triangular correspondiente a la alternativa
no adaptada y el espectro de la conformacion NRZ. Se observa que los 16bulos
laterales de la conformacién con spline cibico adaptada se encuentran aproxi-
madamente 7 dB por debajo de los correspondientes a la NRZ, mientras que,
para una conformacién spline de quinto orden, los l6bulos laterales se reducen
aun mas, situdndose 20 dB por debajo de la NRZ. Por otro lado, el espectro
de la conformacién spline decae como (f7T)*, mientras que el NRZ decae de
manera proporcional a (fT)2.

Es conveniente recordar que, para ambas alternativas (conformacion spline
adaptada y no adaptada), la combinacion de filtro transmisor y receptor es
el spline cardinal (6.5), cuya respuesta en frecuencia (presentada en la Figura
6.5b) es

3sinc’ (fT)

H3(f) = T+ cos2n fT) \Hr(f)*.

Finalmente, como se muestra en la Figura 6.8a, el diagrama de ojo de la
conformacién mediante spline ctubico es muy similar al correspondiente a la
raiz cuadrada de coseno alzado con factor de roll-off de 0,5. La Figura 6.8b
muestra el diagrama de ojo tras el filtro receptor para una conformaciéon basada
en splines de orden 5.
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(c) coseno alzado r = 0,5 (d) coseno alzado r = 0,25

Figura 6.8: Diagrama de ojo de conformacion spline frente a coseno alzado.

6.4.3. Aspectos relativos a la implementacién

En este apartado se discuten, brevemente, algunos aspectos relativos a la im-
plementacion de sistemas de comunicaciones mediante pulsos conformadores de
tipo spline propuestos. A pesar de que la discusion se centraré en la conforma-
cion spline cubica, los resultados son trasladables de forma inmediata a splines
de orden (impar) superior. La principal dificultad de la metodologia propuesta
reside en la implementacion de los filtros IIR digitales d3 [n] y dj [n]. El causal,
d;r [n], puede ser realizado mediante una tnica multiplicacién-acumulacién por
cada simbolo de entrada

sq+[n] = s[n] + 2184+ [n — 1].

Sin embargo, el filtro anticausal debe ser truncado, aunque, dado que sus
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Figura 6.9: Degradacion de BER debido al truncamiento de los filtros digitales
transmisor y receptor.

coeficientes decrecen muy rapidamente, se ha comprobado mediante simula-
ciones que con Unicamente tres coeficientes, e incluso con dos, se alcanza un
rendimiento proximo al éptimo. En ese caso, y con el fin de mantener un siste-
ma de transmision adaptado, es necesario implementar también el filtro causal
en transmision mediante un filtro FIR truncado con el mismo nuamero de co-
eficientes, alcanzédndose un rendimiento en BER indistinguible del éptimo, tal
como muestra la Figura 6.9, en la que aparecen las curvas de probabilidad de
error frente a la energia de bit dividido por la densidad espectral de ruido para
distintos niveles de truncamiento de los filtros. Dichas curvas se han obtenido
al simular la transmision y recepcién de 107 bits. En el transmisor, los bits
son filtrados utilizando el filtro digital dj [n] truncado a 2, 3 6 4 coeficientes.
Tras un sobremuestreo suficientemente elevado (40 muestras por bit), la sefial
es conformada por el pulso triangular. A la senal de comunicaciones resultante
se le suma ruido aditivo blanco Gaussiano y en el receptor se realiza el filtrado
con el pulso triangular, el correspondiente diezmado, el filtrado mediante el
filtro d3 [n] truncado con el mismo namero de coeficientes que en el transmisor
y la deteccién final de los bits.

Conviene senalar que, cuando se realiza el filtro anticausal FIR, no es nece-
sario realizar multiplicaciones en el transmisor si los simbolos de entrada son
binarios (s[n] = £1), pues unicamente sera preciso llevar a cabo operaciones de
suma o resta, incrementando la simplicidad del transmisor. En cualquier caso,
el filtro FIR del transmisor puede ser facilmente realizado en forma de tabla
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de busqueda, basado en una memoria de tipo ROM (Read Only Memory) que
contenga los valores de la sefial de salida, sq+[n], y que sea indexada con los
datos de entrada, s[n].

La conformacioén triangular necesaria en el transmisor puede ser implemen-
tada de forma sencilla si todo el filtrado digital se lleva a cabo en el receptor
(es decir, con el esquema de comunicacion no adaptado, Figura 6.6a). En ese
caso, es posible obtener la senal transmitida s (t), que no es mas que la inter-
polacién lineal a tramos de los simbolos, integrando la senal NRZ previamente
derivada. En la practica es posible utilizar un diferenciador analégico y un in-
tegrador basados en amplificadores operacionales, como aparece en la Figura
6.10a. Utilizando este montaje en el transmisor, el conversor digital analégico
(DAC: Digital to Analog Converter) y su correspondiente filtro reconstructor
analégico no son necesarios. En sistemas en los que la sefial de comunicaciones
sea de tipo multinivel (PAM: Pulse Amplitude Modulation), resulta imperativo
el uso de un DAC a la frecuencia de simbolo, aunque el filtro reconstructor
sigue siendo innecesario. En ese caso, el transmisor debe realizar digitalmente
la, derivacion por medio de un filtro de dos coeficientes (Figura 6.10b).

simbolos

NRZ
s[n-1]
s(n] v—\/\N\/g —es,.(t)
Derivador
i Integrador
(a)
simbolos
PAM i
bits T I
o—> Codif. > DAC
l _.ST(t)
dif. Tf
digital : Integrador

. I d, [k
3 3
b:tb—> Codif. | —»—I—l— > DAC

filtro dif. va
anticausal digital ;

(¢)
Figura 6.10: Implementacion del transmisor spline cibico: a) binario no adap-
tado, b) multinivel no adaptado, ¢) adaptado.

Integrador
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Cuando se desee una alternativa adaptada (Figura 6.6b), el filtro digital del
transmisor estard formado por la combinacion del derivador digital y el filtro
FIR causal (Figura 6.10c), resultando en la practica un filtro FIR de tan solo
tres o cuatro coeficientes debido a su répida velocidad de decaimiento.

Resumiendo, en el caso de utilizar un esquema de transmision basado en
conformacioén spline que requiera de un DAC, dicho conversor debera trabajar a
la frecuencia de simbolo, es decir, no seria necesario el factor de sobremuestreo
tipico de los sistemas habituales, lo que simplifica y abarata su realizacion. Asi
mismo, estos montajes no precisan de filtro reconstructor, sino tnicamente de
un circuito integrador de primer orden. Por otro lado, dada la simplicidad del
filtro digital a realizar en el transmisor, éste puede ser incorporado a la tabla de
bisqueda del codificador, en cuyo caso no seria necesario realizar operaciones
aritméticas.

Respecto al receptor, si se opta por una implementacién totalmente digital,
serd preciso muestrear la senal de entrada a una frecuencia de muestreo multi-
plo de la tasa binaria Rg = 1/T. Para que el filtro adaptado digital, una version
discretizada del pulso triangular 8; (¢t/T), sea suficientemente preciso, es nece-
sario que el factor de sobremuestreo sea relativamente alto. Posteriormente, la
senal debe ser diezmada y mas tarde filtrada usando el filtro anticausal a la ve-
locidad de simbolo. Este esquema posee un coste computacional mucho menor
que los disenos basados en el coseno alzado. Asi mismo, el receptor spline re-
quiere un filtro antisolapamiento mucho menos restrictivo que, por ejemplo, el
correspondiente a una transmisién NRZ, dado que sus lébulos laterales son me-
nores. Si se dispone de un correlador triangular no es necesario sobremuestreo,
y el ADC puede trabajar a la velocidad de simbolo.

6.5. Sistemas de comunicacién a-spline

En la seccién anterior se ha presentado una técnica que permite implemen-
tar sistemas de comunicaciones digitales adaptados y libres de ISI a partir de
la interpolacién spline, gracias a la posibilidad de factorizacion de la base y del
filtro directo spline (de orden impar). Dicha propiedad es compartida por la
interpolacién a-spline propuesta en el Capitulo 2. En efecto, la base a-spline,
B (t), esté constituida por la convolucion de dos pulsos rectangulares de dura-
cion unitaria y dos pulsos rectangulares de duracion 0 < a < 1 (4.8); mientras
que el filtro directo a-spline, d,[n], puede factorizarse en dos filtros adaptados
(4.30).1

Por lo tanto, y como se expone en el esquema de la Figura 6.11, el transmisor
de un sistema adaptado y libre de ISI que haga uso de los a-splines estara

1De hecho, la expresion del filtro directo a-spline (4.30) es idéntica a la del filtro directo
spline cabico (6.6), salvo por el valor del polo z1.
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Figura 6.11: Sistema adaptado de comunicaciones basado en a-splines.

formado por un filtro digital, trabajando a la velocidad de simbolo, dado por
dg[n] = (1 —21)z1"uln],

y por el filtro conformador en tiempo continuo, p(t), resultado de la convolucién

p(t) = Bo (%) * Pa (%) ;

por lo que la respuesta al impulso del filtro transmisor adopta la expresion

hr(t) = dinlp(t - nT).
newz

De forma equivalente, y dada la simetria de p(t), la respuesta al impulso
del filtro receptor es
halt) = X dz ot - NT),
kez

siendo

do [n] = (1= 21)z1" "u[-n],

y (4.26)
a—34++v/9— 6«

(07

1 =

Finalmente, dado que la respuesta frecuencial del filtro transmisor a-spline
es
-2 . Qry . aQT
Hr(Q) = TF {hz(t)} g7 Sinc (ﬁ) sinc (?) ,

- 1-— Z1€
y, considerando una secuencia de simbolos, s[n], blanca con varianza U%, en-
tonces la densidad espectral de potencia de la senal transmitida es
Se(f) = 3sinc?(fT) sinc?(afT)
e 3—a+acos(2nfT)

Esta densidad espectral de potencia transmitida se representa en la Figura
6.12 para distintos valores de a.. Por otro lado, en la Figura 6.13 se observan los



178 Capitulo 6. Técnicas Interpolatorias en Comunicaciones

0 — @=0.00
20
~40
)
T -60
[a
L
Q -8

-100

-120

-140
1

2
Frecuencia normalizada fT

Figura 6.12: Densidad espectral de potencia de la senal transmitida usando
conformacién a-spline.

diagramas de ojo de una transmision basada en a-splines para distintos valores
del pardmetro de suavidad.

En ambas figuras se observa como la conformacion a-spline posibilita co-
municaciones libres de ISI y adaptadas, permitiendo, ademaés, transicionar sua-
vemente y de forma parametrizada entre un esquema NRZ, cuando o = 0, y
un esquema spline cibico, cuando o = 1.

6.6. Diseno de sistemas de comunicacién adap-
tados y sin ISI

El paralelismo entre interpolacién y comunicaciones digitales ha posibilita-
do el disenio de sistemas adaptados y libres de ISI basados en splines y a-splines,
como se ha discutido en las anteriores secciones. Es evidente que cualquier tipo
de pulso es susceptible de ser empleado en transmisién como pulso conforma-
dor, y que el receptor adaptado deberd filtrar la senal recibida utilizando un
filtro cuya respuesta al impulso sea el pulso original invertido temporalmente.
Sin embargo, en general, dicho sistema puede introducir ISI (ademas de la in-
troducida por el propio canal), por lo que habitualmente se recurren a técnicas
de igualacion o de precodificacion a costa, en muchas ocasiones, de perder la
adaptacién. Siguiendo el planteamiento de las anteriores secciones, es decir,
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Figura 6.13: Diagramas de ojo de comunicaciones con conformacion a-spline.
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buscando la factorizacion de los filtros que intervienen en el proceso de la co-
municacion, es posible ampliar dicha metodologia para utilizar pulsos distintos
del spline (o del a-spline).

Si se considera un pulso conformador (filtro transmisor), p(t), con una forma
arbitraria y duracioén finita

N+1

pH) =0, Vil > =T

) (6.7)
donde T es el periodo de simbolo; la senal transmitida sigue la expresién
sp(t) = Z s[n]p(t —nT).
neZ

El objetivo es encontrar un receptor adaptado para dicha senal sr(t), libre
de interferencia entre simbolos. Evidentemente, como se coment6 con anteriori-
dad, la solucion adaptada puede alcanzarse con el filtro receptor p(—t), aunque
esto provocaré en general ISI.

6.6.1. Solucion libre de ISI

Por simplicidad en posteriores desarrollos, se define el filtro ¢, (t) como la
convolucion de los pulsos transmisor y receptor

pp(t) = p(t) * p(—t). (6.8)

Este es un filtro de fase cero, que provocaré, en general, interferencia entre
simbolos a la entrada del decisor. Sin embargo, y como se expondra a conti-
nuacion, mediante el prefiltrado de la senal de datos es posible evitar la ISI.

Si, tal como muestra la Figura 6.14, introducimos el prefiltro digital d[n]
y denominamos s4[n| a la senal prefiltrada, entonces, la senal recibida, sg(t),
puede expresarse como

sr(t) = salnlep(t — kT), (6.9)

I 3 [ [ i [
sln], | el | San] e | Sa(t) Filtro sp(t Filtro U sg(t) spln §n)
—‘—»[ ] - Pr:iflii'w —»1[ | (]':;m(“' ) 5 Transmisor | @) | Receptor i snl ._.H[ ! Decisor [ ],
| ! p(t) | | p(=t) T |
: 3

Transmisor Receptor

Figura 6.14: Esquema de comunicaciones libre de ISI.
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o, de forma equivalente, como

sr(t)=>_ (Zs[k]d[n - k]) @p(t —nT) =

= Z s[n] <Z dlk)ep(t — kT — nT)) = Z s[n]h(t — nT),
nez kez nez

donde la respuesta equivalente total del sistema de comunicaciones, h(t), es-
ta constituida por la convolucion del prefiltro, el filtro transmisor y el filtro
receptor

ht) = 3 dinlgy(t - nT).

nez

La condicién de ausencia de ISI en el receptor se puede escribir como
sp(nT) = s[n], (6.10)

es decir, la sefal recibida, sg(t), toma exactamente los valores de la sefial de
datos, s[n], en los instantes de muestreo, lo cual es equivalente a la condicion
de interpolacién. Si se parte de (6.9) y se introduce el filtro discretizado ¢, [n],
el cual se obtiene muestreando ¢, (%)

epln] = p(nT) = p(t)|t=nT)

entonces la condicion de interpolacion (6.10) puede expresarse en forma de
convolucion discreta

sln] =) salklepln — k] = saln] = pp[n).
kEZ

Teniendo en cuenta que sq[n] = s[n] x d[n], resulta evidente que, con el fin
de evitar la ISI, el prefiltro debe ser el filtro inverso de la versién discreta de
wp(t), es decir,

din] = @ '] < D(2) = =

Esta metodologia fue propuesta en [Unser93a| para aplicar técnicas de fil-
trado digital a la interpolacién mediante splines. En esta ocasioén, se recorre un
camino, en cierta forma inverso, con el fin de aplicar técnicas interpolatorias
en un area, las comunicaciones, que tradicionalmente ha sido contemplado de
forma exclusiva desde el punto de vista del procesado de senal. Como resultado,
el prefiltro digital, d[n], el cual posibilita una transmision libre de ISI, puede
ser obtenido de una forma similar a la descrita en [Unser93b]. Sin embargo,
el sistema de comunicaciones asi obtenido no estaré adaptado, por lo que su
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rendimiento en BER no serd 6ptimo. En el siguiente apartado se estudia una
propiedad caracteristica del prefiltro que posibilita la obtencion de una solu-
cién que cumpla simultdneamente con los dos objetivos buscados: adaptacién
y ausencia de ISI.

6.6.2. Solucién adaptada

Para la clase de filtro transmisor y receptor dados por (6.7), un simbolo
concreto interfiere con N simbolos anteriores y N posteriores; es decir, el filtro
discreto @p[n] posee 2N + 1 coeficientes no nulos. Por tanto, el prefiltro digital,
d[n], serd un filtro todo polos de orden 2N y con una respuesta al impulso
infinita y simétrica, pudiéndose expresar su transformada z de la siguiente

manera:

D(z) = — — ! . (6.11)

©p(2) 0]+ Sony @pln] (27 + 27 )

Al igual que en [Unser93b|, esta expresion puede ser factorizada como

N
—z B
COH (1 —=2ziz7H(1 — 22) _COEQZi(Z)v (6.12)

donde cg = 1/¢,[N] v (2i,2; ") son las N parejas de raices del polinomio del
denominador de (6.11), es decir,

{(z1,27) ] Quilzi) = 00, || < 1}

Es necesario comentar que, por simplicidad, en este desarrollo se supone
que los polos, z;, son simples. No obstante, la extensién para polos con mul-
tiplicidad superior a uno es inmediata. Dada la estructura del prefiltro digital
(6.12), es posible su descomposicién en un término causal, D (z), y un término
anticausal, D~ (z), segin

D(2) = ¢ (ﬁl —zi> D)D" (2), (6.13a)
siendo
A [n] = 2ulen] 5 2hu—n] <o DT () = # (6.13D)
d[n] = 27 muln] %% 2tuln] <o D (2) = # — DH(1/2).

(6.13c)
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Figura 6.15: Esquema de comunicaciones adaptado y libre de ISI.

dos filtros de coeficientes reales.?

En resumen, la caracteristica de fase cero del filtro ¢, [n] posibilita una des-
composicion del prefiltro digital en dos filtros que, como se observa en (6.13c),
estan adaptados, es decir

d*[n] = d [-n].

El esquema de comunicaciones presentado en la anterior seccién y representado
en Figura 6.14 junto con la etapa de filtrado dada por (6.11) esta libre de inter-
ferencia entre simbolos, pero no permite un receptor adaptado. Sin embargo,
debido a la simetria del prefiltro, éste puede ser descompuesto en dos térmi-
nos adaptados, uno causal y el otro anticausal segiun (6.13), de forma que es
posible implementar uno en el transmisor y el otro en el receptor. El esquema
resultjz\;mfnte se representa en la Figura 6.15, donde se obvia el término constante
co [lizy —2i-

Por lo tanto, los filtros transmisores y receptores definidos por
he(t) = S d*lnlp(t — D),
he(t) = Y dllp(—t—nT),

estan adaptados y posibilitan una transmisién libre de ISI para cualquier pulso
conformador, p(t), considerado.

6.6.3. Aspectos relativos a la implementaciéon

Al igual que ocurria al emplear splines como pulsos conformadores, desde
un punto de vista préctico, la principal dificultad de la metodologia propuesta
reside en la implementacion de los filtros IIR d*[n] y d~[n]. El causal, d*[n],
podria ser realizado mediante una tnica multiplicacién-acumulaciéon por cada
simbolo de entrada. No obstante, el filtro anticausal, d~[n], debe ser de nuevo

?Dado que d[n] es un filtro real, o bien sus polos son reales, o bien aparecen por parejas
de complejos conjugados, por lo que tanto d[n] como d~[n] serdn reales.
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truncado para mantener la causalidad, y el numero de coeficientes a utilizar
dependeré, evidentemente, del pulso p(t) considerado en cada caso. Este hecho
motiva que, si se desea preservar la adaptacion, el prefiltro transmisor también
debera ser implementado en forma de FIR truncado con el mismo ntmero de
coeficientes.

Conviene senalar ademas que, cuando se aproxime el filtro anticausal me-
diante un FIR, no es necesario realizar multiplicaciones en el transmisor si los
datos de entrada son binarios (s[n] = £1), pues tnicamente sera preciso lle-
var a cabo operaciones de suma o resta, incrementando asi la simplicidad del
transmisor. En cualquier caso, el filtro discreto FIR del transmisor puede ser
facilmente realizado en forma de tabla de busqueda, basado en una memoria
de tipo ROM que contiene los valores de la sefial de salida y que se indexa con
los datos de entrada.

6.7. Implementacién FIR en sistemas con sobre-
muestreo

6.7.1. Introduccion

En los apartados anteriores de este capitulo se ha descrito una metodolo-
gia general, basada en la teoria de interpolacién funcional, para el diseno de
sistemas de comunicaciones sin ISI y que permitan, simultdneamente, una im-
plementacion adaptada. Una limitacion de la metodologia propuesta (aunque
poco importante desde el punto de vista practico) es el hecho de que el prefiltro
digital para una determinada forma de onda finita resulta ser IIR, lo que obliga
a truncar los filtros adaptados obtenidos a partir de dicho prefiltro.

En este apartado se demostrard que esta limitaciéon puede evitarse cuando
se trabaja con un cierto factor de sobremuestreo en el receptor. En concreto, se
presentard un procedimiento de diseno de sistemas de comunicaciones digitales
con los condicionantes ya considerados en anteriores secciones:

= Sistema basado en pulso o filtro conformador arbitrario, p(t), del tipo
(6.7).

= Recepcion libre de ISI.
= Receptor adaptado.

Adicionalmente, se considerara la siguiente limitacion:
= Filtros FIR en transmision y recepcion.

La metodologia desarrollada en esta Tesis para cumplir simultdneamente
las condiciones anteriores se basa en la teoria de las parejas de filtros biorto-
gonales (Biorthogonal Partners), en adelante BP, recientemente desarrollada
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por P. P. Vaidyanathan y B. Vrcelj [VaidyanathanOlc, Vrcelj02b, Vrcelj02al.
Un filtro digital F(z) se dice que es pareja biortogonal de otro filtro digi-
tal H(z) con respecto a un factor de sobremuestreo M si su conexién en serie
G(z) = H(2)F(z) satisface la propiedad Nyquist(M), es decir, si g[n] posee cru-
ces por cero cada M muestras excepto en el origen de tiempos, donde g[0] = 1.
En [Vaidyanathan0lc] se presentan las condiciones necesarias y suficientes que
debe cumplir un filtro H(z) para que exista un filtro FIR F(z) BP del ante-
rior. De forma general, se puede decir que la existencia de un BP de tipo FIR
requiere que las componentes polifase del filtro inicial H(z) no posean ningan
cero comin. En el problema de diseno de filtros conformadores y receptores
que nos ocupa, es necesario imponer otra serie de restricciones que aseguren
que la respuesta global, g[n], sea una funcion de autocorrelacion, de manera
que pueda ser descompuesta en un par de filtros adaptados. Basicamente, es
preciso obtener una pareja de filtros FIR de forma que su respuesta conjunta
sea un filtro FIR de fase lineal y Tipo I,* y, ademads, con espectro semidefini-
do positivo. A estos filtros los denominaremos pareja biortogonal semidefinida
positiva (PSD-BP: Positive Semidefinite Biorthogonal Partners)

En este apartado se discutiran, en primer lugar, las condiciones para la exis-
tencia de parejas biortogonales PSD. Posteriormente, se formulara el disefio de
dichas parejas de filtros biortogonales PSD como un problema de programa-
cion semidefinida convexa (SDP: Semidefinite Programming) para, finalmente,
aplicar estas ideas a la conformacién de pulsos en comunicaciones digitales.

6.7.2. Planteamiento del problema

La Figura 6.16 muestra un esquema basico de un sistema de comunicaciones
digitales en tiempo discreto operando a una frecuencia de muestreo de T/M,
siendo T el periodo de simbolo. En este modelo simplificado no consideraremos
el canal, por lo que G(z) = H(z)F(z) representa la respuesta combinada de los
filtros transmisor y receptor sobremuestreados por un factor M.

Transmisor e[n] Receptor

Figura 6.16: Modelo de un sistema de comunicaciones digitales paso bajo
trabajando con un factor de sobremuestreo M.

3Fsta es la condicion de cero ISI de un sistema con filtros transmisor, H(z), y receptor,
F(z), trabajando con un factor de sobremuestreo M.
4h[n] = h[M —n] con M + 1 par y h[n] # 0 para 0 < n < M.
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Una posible formulacion del problema consiste en tomar como punto de par-
tida un filtro transmisor FIR, H(z), previamente disefiado. Dicho filtro puede
consistir, por ejemplo, en un filtro raiz cuadrada de coseno alzado truncado que
provoca, por lo tanto, cierta ISI residual. Otro posible candidato como filtro
inicial podria ser el nicleo discreto spline o a-spline sobremuestreado por un
factor M. El objetivo es encontrar, si existe, otro filtro FIR, F(z), tal que la
respuesta conjunta G(z) = H(z)F(z) sea una funcién autocorrelacion y satis-
faga la propiedad de Nyquist(M). De esta manera, serd posible descomponer
dicha funcién autocorrelaciéon en un par de filtros adaptados, obteniéndose una
implementacién adaptada, libre de ISI y compuesta tnicamente por filtros FIR.

Como ya se ha comentado, en ciertas situaciones se parte de un filtro FIR
H(z) y se busca otro filtro F(z) de tal forma que la respuesta conjunta satisfaga
ciertas restricciones. La primera de ellas es que H(z)F(z) debe ser un filtro
Nyquist(M),

[H(z)F(z)]lM =1, (6.14)

es decir, el diezmado de orden M de H(z)F(z) produce como resultado la
funcion impulso 6[n]. Cualquier filtro conformador que cumpla este requisito
posibilitaré una recepcion libre de ISI.

Dos filtros que cumplan (6.14) se denominan parejas biortogonales (BP) con
respecto a M y son tratados de forma extensa en [VaidyanathanOlc, Vrcelj02b].
En concreto, en [Vaidyanathan01lc] se presentan las condiciones necesarias y su-
ficientes que debe cumplir un filtro H(z) para que exista una pareja biortogonal.
Ademas, en dichos trabajos se describen aplicaciones en igualadores y en inter-
polacién de minimos cuadrados. A continuacion, se resumen ciertos resultados
necesarios para el desarrollo del presente trabajo. Si M = 1 (es decir, cuando
el receptor toma una sola muestra por simbolo) y el filtro H(z) no tiene ceros
en el circulo unidad, la tnica pareja biortogonal existente es el filtro inverso
F(z) = 1/H(z), que es un filtro estable IIR. Este es el resultado que ya se ha-
bia obtenido con anterioridad para el prefiltro digital sin sobremuestreo. Una
conclusién importante es que una implementaciéon basada inicamente en filtros
FIR solo es posible si el receptor sobremuestrea la sefial (M > 1). Este es un
resultado bien conocido en el &mbito de la igualacion [Treichler96].

Si se supone que M > 1, el siguiente teorema en [Vaidyanathan01c] establece
bajo que condiciones existe una pareja biortogonal de tipo FIR.

Teorema 6.1 (BP FIR) Suponiendo un filtro FIR H(z), entonces eziste una
pareja biortogonal de tipo FIR si y solo si H(z) no posee factores del tipo (1 —
2~ Meiw“1) " que representan un conjunto de M ceros uniformemente espaciados
en el circulo unidad.

En la practica, dado H(z) es posible encontrar su BP resolviendo un sistema
de ecuaciones lineales imponiendo la propiedad Nyquist(M). Esta idea, que sera
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descrita posteriormente con mas detalle, es similar a la propuesta en [Vetterli86]
para encontrar un banco de filtros de reconstruccion perfecta.

Resumiendo, los resultados previos nos permiten obtener una pareja biorto-
gonal de tipo FIR (siempre que consideremos cierto sobremuestreo), de forma
que la funcién de transferencia global esté libre de ISI. Sin embargo, para la
conformacién de pulsos en comunicaciones digitales es preciso descomponer la
respuesta global en un par de filtros adaptados, pues ello posibilita la deteccién
Optima, siempre que el ruido aditivo sea blanco. Esto introduce una restriccién
adicional consistente en que la respuesta global G(z) = H(z)F(z) debe tener
un espectro positivo, es decir,

Gw) >0, |w| <. (6.15)

Bajo esta condicién, se pueden obtener un par de filtros adaptados mediante
factorizacion espectral G(z) = R(z)R(1/z).? Los factores de fase maxima y fase
minima pueden ser asignados arbitrariamente al filtro transmisor o al filtro
receptor.

A una pareja biortogonal tipo FIR que cumple (6.15) la denominaremos
en esta Tesis pareja biortogonal semidefinida positivamente (BP-PSD). Como
se demostrara mas tarde, el diseno de BP-PSD puede ser formulado como un
problema de programacion semidefinida convexa (SDP) que puede ser resuel-
to eficientemente utilizando métodos de punto interior [Ye97], disponibles en
librerias de Matlab como SeDuMi [Sturm98].

La idea de formular el disenio de filtros conformadores como un problema
SDP no es nueva, pues ha sido extensamente utilizada por T. N. Davidson y
otros autores [Davidson00, Davidson01, Davidson02, Wu96|. En dichos traba-
jos, ciertas restricciones (tales como la propiedad Nyquist(M), mascaras es-
pectrales o funciones de coste impuestas para incrementar la inmunidad frente
al jitter) son transformadas en restricciones lineales y en restricciones de desi-
gualdades lineales matriciales (LMI: Linear Matriz Inequality) que pueden ser
resueltas mediante SDP. El problema en [Davidson00, Davidson01] también es
parametrizado en términos de la funcién autocorrelacion que resulta de la con-
voluciéon de dos filtros adaptados. La principal diferencia entre estos trabajos
y el que nos ocupa es que el procedimiento de diseno se inicia desde un filtro
H(z) de partida, mientras que Davidson y coautores arrancan “desde cero”.
Especificando por adelantado H(z) se dispone de ciertas ventajas como, por
ejemplo, el hecho de que es posible aplicar la teoria de parejas biortogonales y
explotar ciertos resultados tutiles relativos a la existencia de una implementa-
cion FIR y libre de ISI. Es més, puesto que la solucién final es forzada a cumpir
G(z) = H(2)F(z), el resultado heredara del filtro inicial de diseno, H(z), cier-
tas caracteristicas (relativas al ancho de banda, por ejemplo). Es decir, con la

5S6lo se consideran aqui filtros con coeficientes reales.
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metodologia propuesta se intercambian ciertas caracteristicas del diseno ini-
cial (por ejemplo fase lineal de los filtros transmisores y receptores) por otras
nuevas (por ejemplo ISI nula) manteniendo, al mismo tiempo, algunas de las
caracteristicas del disefio original (como el ancho de banda, implementacion
FIR, etc.).

En resumen, el problema planteado en esta Tesis puede formularse de la
siguiente manera: dado un filtro FIR arbitrario, H(z), y un factor de so-
bremuestreo, M, encontrar un filtro FIR, F(z) tal que la respuesta global
G(z) = H(z)F(z) cumpla las condiciones

G(Z)lM = 17

G(z) = R(2)R(1/2).

Desde el punto de vista de la conformaciéon de pulsos, la primera condi-
cién implica encontrar una implementacion FIR y libre de ISI, mientras que
la segunda posibilita una descomposicién adaptada de los filtros transmisor
y receptor. Basicamente la idea counsiste en que la respuesta global g[n] debe
tener forma de funcién de autocorrelacion, es decir, filtro FIR de Tipo I con
espectro semidefinido positivo. En el siguiente apartado, se discutird como ob-
tener un pareja de filtros biortogonales tales que g[n] sea un filtro FIR tipo 1.
Posteriormente, se introducira la restriccion PSD en el procedimiento de diseno.

6.7.3. Parejas biortogonales de fase lineal

En este apartado se considera el siguiente problema: dado un filtro FIR
arbitrario H(z) y un factor de sobremuestreo M, encontrar una pareja biorto-
gonal FIR, F'(z), tal que la respuesta global sea un filtro de fase lineal de Tipo
1.6

Suponiendo que H(z) y F(z) son filtros FIR de longitud P y L, respecti-
vamente, entonces G(z) es un filtro FIR de longitud P + L — 1. Una primera
cuestiéon a considerar es que para conseguir un filtro de tipo I y fase lineal,
P + L — 1 debe ser un nimero impar, lo que implica que P y L tienen que ser
ambos nimeros pares o bien ambos impares.

Para resolver el problema se procedera de forma similar a [Vetterli86] con
el fin de obtener un banco de filtros de reconstruccion perfecta de tipo FIR.
En concreto, la convolucion de H(z) y F(z) genera un conjunto de P+ L — 1
ecuaciones lineales de la forma

6Es necesario destacar que el método descrito en [VaidyanathanOlc] no produce parejas
biortogonales de fase lineal.
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(R[] O 0 0
h[1] h[0] 0 0
h2] 1] 0 0 f10] 9[0]
) . : f1] g[1]
: : . = ) . (6.16)
0 0 h[1] h[0] : :
: : : : fIL—1] gL+ P —2]
0 0 - 0 mP-1]

Para obtener una solucion valida, los coeficientes del filtro g[n] deben cumplir

1. Condiciéon Nyquist(M): g[n] debe poseer cruces por cero periodicos sepa-
rados por M muestras excepto’ g[(L + P —2)/2] = 1.

,L+P—-2.

La condicién Nyquist(M) fuerza 2 [ 2522 ] 41 ecuaciones en (6.16), donde
|-] denota la parte entera del argumento; mientras que la condiciéon de simetria
fuerza P —1 ecuaciones. Por lo tanto, disponemos de un total de 2 LLE\D[QJ +P
ecuaciones para las L incognitas f[0], ..., f[L—1]. Es facil comprobar que, dados
P y M, siempre es posible encontrar un valor de L que satisfaga

L+P-2

L=2 { Wi J + P,
obteniendo, entonces, un sistema lineal de L ecuaciones y L incoégnitas que es, en
general, resoluble (si no existiera una pareja biortogonal de tipo FIR, la matriz
serfa singular y el sistema no tendria solucién). El valor de L proporciona el BP
més corto que cumple las condiciones de simetria y Nyquist(A/). Valores mas
grandes de L nos permitirdn imponer condiciones adicionales, como veremos
maés tarde.

Un ejemplo muy simple sirve para ilustrar el procedimiento de disenio de
parejas biortogonales de fase lineal: considérese el filtro FIR H(z) = —1 +
2271 + 3272 y un factor de sobremuestreo M = 2. En este caso, de acuerdo
con (6.17) la longitud del BP mas corto es L = 5, por lo que el sistema (6.16)

2. Condicién de simetria: g[n] = g[L+P—2—n]paran =0,1,...

(6.17)

resulta

-1

O OO W

0

O OO WM

2
0 3
0 0

0
0
0
0
-1

2
3

[910]
0] g[1]
1] g/2]
2]| = |9[3]
3] gl4]
4] g[5]

| 9[6]

"Puesto que se supone causalidad de H(z) y F(z), el filtro de Nyquist introducird un

retraso de ng = (L + P — 2)/2 muestras, es decir, (G

(z

)Z”O)lM =1.
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- ., . . . . L+P—2 _
La condicion Nyquist(2) nos proporciona las siguientes 2 L';—MJ +1=3
ecuaciones

110]
2 -1 0 0 0]|f[1] 0
0 3 2 —1 o] |f2]| = 1],
0 0 0 3 2||f3 0
f14]

que pueden ser reescritas como
H.f =d;.

Por otro lado, las condiciones de simetria proporcionan P—1 = 2 ecuaciones
adicionales ¢g[0] = g[6] y g[2] = g[4], que pueden reescribirse como

’
10 0 0 -3 0
3 2 —4 -2 1} ;% _M’
f14

0, en notaciéon matricial,
Hof = d,.

Finalmente, la solucion f se obtiene resolviendo el problema lineal

H,f = d,,

H, d2

En este ejemplo, H; es una matriz 5 x 5 no singular, la pareja biortogo-
nal resultante es F'(z) = % (9 + 182 1 41427242273 — 32_4), y la respuesta
global viene dada por G(z) = % (—9 +49272 480273 + 49274 — 92_6), que
es un filtro de fase lineal Tipo I y Nyquist(2).

Este ejemplo ilustra el procedimiento general a seguir cuando el filtro de
partida H(z) no tiene fase lineal. Sin embargo, si H(z) posee fase lineal, algunas
de las condiciones previas resultan redundantes y pueden ser eliminadas. Para
describir el procedimiento de diseno en este caso, es importante considerar la
siguiente proposicion:

donde H, = [Hl} yd, = [dl}.

Lema 6.1 Para que un sistema G(z) = H(2)F(2) sea de Tipo I y fase lineal,
H(z) y F(z) deben ser filtros FIR de fase lineal del mismo tipo (ambos tipo I,
II, III 0 IV).

Teniendo presente este lema, cuya demostraciéon es trivial y no se incluye
aqui, la principal diferencia con respecto al procedimiento general radica en que
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ahora so6lo es necesario imponer a la solucion G(z) la condicion Nyquist(M),
tal y como muestra el siguiente ejemplo. En él se considera el filtro (de tipo I)
H(z) = —1+22"'43272 42273~ 2% y un sobremuestreo M = 2. De acuerdo
con el anterior razonamiento, F'(z) también debe ser un filtro tipo I con L
coeficientes (el numero de incognitas se reduce a (L + 1)/2). Por otro lado, el
namero de condiciones impuestas por la propiedad Nyquist(2) es L%J +1,
por lo que el minimo valor de L que proporciona un sistema determinado es
L=2.

(-1 0 0 g[0]
2 -1 0 g[1]
3.2 —1f [f[0] 9[2]
> 3 2| || = |eB
-1 2 3| [f[2 g[4]
0 -1 2 g[5]

| 0 0 —1j _g[ﬁ]_

Las restricciones Nyquist(2) son, en este caso, g[3] =1y g[5] =0,
f10]
2 3 2 1
T =145
b 5 -

y la simetria de tipo I fuerza f[0] = f[2], por lo que el sistema a resolver es

34 (fyy |1
=1 2[|f[2]| — |0]"
La pareja biortogonal resultante es

F(2) L (1422714277,

~ 10
y la respuesta global del sistema viene dada por

1

G(Z)Zl—o(

14627241023 +62"%— 2_6) .

6.7.4. Parejas biortogonales semidefinidas positivas
técnica descrita en el anterior apartado no posee necesariamente un espectro po-
ma de Féjer-Riesz [Riesz55] que no es posible obtener un par de factores es-

La respuesta conjunta, G(z), de la pareja biortogonal obtenida mediante la
sitivo. Por ejemplo, el espectro de G(z)2® = 15 (—2% + 62 + 10+ 627! — 273)
no es positivo para todo w € [0,7]. Por lo tanto, es sabido por el teore-
pectrales adaptados G(2) = R(2)R(1/z). Para alcanzar este objetivo debe-
mos imponer la restriccién adicional G (e/*) > 0 para todo w € [0, 7], que
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impone un namero infinito de condiciones en g[n]. Como alternativa, puede
utilizarse un lema que permite caracterizar las matrices semidefinidas posi-
tivas [Anderson74] para transformar estas restricciones en una restriccion li-
neal en la que intervienen los elementos de una matriz semidefinida positiva
[Davidson01, Davidson02]. En particular, una version del lema descrita en es-
tos trabajos establece que g[—(L + P — 2)/2],...,9[0],...,9[(L + P — 2)/2]
tiene espectro positivo si y sélo si existe una matriz X semidefinida positiva de
dimension (L + P —2)/2 x (L+ P —2)/2 tal que

L+pP
E L+P

Z Tiitn = g[n], n:07...,T 1; (6.18)
i=1

donde z; ; denota el elemento en la fila ¢ y columna j de la matriz X.

La ecuacion (6.18) puede ser reescrita en términos de la (desconocida) pareja
biortogonal f[n], lo que permite reformular el problema de la siguiente manera:
dado h[n] de longitud P y un factor de sobremuestreo M, encontrar f[n] de
longitud L sujeto a las siguientes restricciones lineales:

i)

H.f =d,, (6.19)

que fuerza la condicion Nyquist(M) y la propiedad de fase lineal;

ii)

£ —n L1
L+P
S diiin = KRl — k), nzmnw—%%——h (6.20)
i=1 k=0

iii) y la desigualdad lineal matricial (LMI)
X -0, (6.21)
que denota que X ha de ser semidefinida positiva.

De esta forma se formula el diseno de una pareja biortogonal semidefinida
positivamente como un conjunto de restricciones lineales dadas por (6.19) y
(6.20), y una restriccion dada por la desigualdad lineal matricial en (6.21). Por
tanto, nos enfrentamos a un problema de programacion semidefinida (SDP)
que puede ser resuelto eficientemente utilizando métodos de punto interior.

Resolviendo este problema SDP se obtendra, o bien una pareja biortogo-
nal f[n] que produce (al convolucionarlo con h[n]) una funcioén autocorrelacion
apropiada, o bien un certificado de que no existe soluciéon que cumpla las res-
tricciones. En este tltimo caso, se puede incrementar la longitud de f[n] a
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L' = L + 2 y repetir el procedimiento hasta que se obtenga un resultado apro-
piado, momento en el cual se podra disponer de una pareja de filtros adaptados
mediante factorizacion espectral de g[n| = r[n|*r[—n]. En el siguiente apartado
se presentan, a titulo de ejemplo, dos aplicaciones que ilustran el procedimiento
completo y su aplicacién practica.

6.7.5. Ejemplos de diseno
6.7.5.1. Sistema Spline

En el Apartado 6.4 se ha propuesto un sistema de comunicaciones digitales
que utiliza filtros conformadores basados en splines. Dicho esquema esté libre
de ISI, alcanza el rendimiento 6ptimo en términos de BER (pues estd adap-
tado), posee buenas caracteristicas espectrales y su implementacion es muy
simple, tanto desde un punto de vista hardware como software. Sin embargo,
uinicamente se considera el caso M = 1; es decir, el receptor trabaja a una
frecuencia de muestreo de una muestra por simbolo. En estas condiciones, el
filtro transmisor de partida, H(z), es el filtro B-spline, cuya pareja biortogonal
es un filtro IIR que debe ser truncado. El procedimiento descrito en el apartado
que nos ocupa permite considerar el caso en el que M > 1, posibilitando una
implementacion sin ISI, adaptada y que utiliza anicamente filtros FIR.

Se considera el ejemplo en el que H(z) es el ntcleo spline cubico sobremues-
treado por un factor M = 2:

H(z) = 4—18 (148271 +23272 432272+ 23214877+ 27%);
es decir, se trata de un filtro tipo I de fase lineal y longitud P = 7. Utilizando
el procedimiento descrito en esta seccién, es posible obtener una pareja bior-
togonal semidefinida positiva. Para solucionar este problema de programacion
semidefinida se utiliza un programa MATLAB denominado Sedumi [Sturm9§]
desarrollado por J. F. Sturm para la resolucién de problemas SDP. Tras cier-
tas manipulaciones iniciales, que reformulan el diseno de parejas biortogonales
PSD en el formato requerido por Sedumi, se obtiene la siguiente solucion pa-
ra L =5: F(z) = § (1 -8271+20272 — 8272 + 27*). La respuesta global es
G(z) = 55 (1 -21272+16427% + 288277 + 16427 — 21278 4 2719) | que es
un filtro Nyquist(2) con respuesta frecuencial positiva. Es interesante hacer no-
tar que, en este ejemplo, el diseno se inicia con un filtro de longitud L = 5
(que es la minima longitud que proporciona un filtro tipo I de fase lineal y
Nyquist(2)), alcanzandose la solucién en la primera iteracion, lo cual significa
que, en este caso, el filtro g[n] Nyquist(2) de fase lineal mas corto ya posee
espectro positivo.

Finalmente, los filtros transmisores y receptores se obtienen como factores
espectrales del tipo G(z) = R(z)R(1/z). Para ello se utiliza un algoritmo de
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Figura 6.17: Respuesta en frecuencia de un filtro conformador PSD-BP basado
en el filtro B-spline frente a un filtro SQRC de la misma longitud. Sobremuestreo
M =2.

factorizacion espectral descrito en [Mian82| que computa el cepstrum complejo
de g[n] y la DFT inversa de In (G(27k/Nppr)) usando la fase desenrrollada y
considerando FFT’s de longitud Nppt = 2. Aplicando este algoritmo, el filtro
transmisor resultante es R(z) = 0,4623 40,8369z~ +0,2584272 —0,1373273 —
0,0136z=% + 0,00752 75, mientras que el filtro receptor toma la forma R(1/z).

Con fines comparativos, se ha disefiado con Matlab® un filtro raiz cuadrada
de coseno alzado (SQRC: Square Root Raised-Cosine) de 5 coeficientes, factor
de sobremuestreo M = 2 y exceso de ancho de banda r = 0,25. El filtro
resultante es Rsqrc(z) = —0,0454 + 0,439727! + 0,7554272 4 0,4397273 —
0,0454z~* y su respuesta en frecuencia se representa en la Figura 6.17 junto
con la del filtro propuesto R(z).

Una figura de mérito del rendimiento final del sistema en términos de ISI
viene dada por la distorsion ISI de pico, definida como [Alagha00, Tuncer(02]

2 nzo lglnM]|
gloyl

donde g[n] es la respuesta conjunta de los filtros transmisor y receptor. En
este ejemplo, g[n] se obtiene como la convolucion del factor espectral de fase

Ps1 =

8l filtro se disefi6 utilizando la instruccién h=rcosfir(0.25,[-1,1],M,1, ’sqrt?).
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minima r[n] con su version reflejada r[—n]. La distorsion ISI de pico en este
caso es Pig; = 9,6 - 1079, valor no exactamente nulo debido a inexactitudes
numeéricas del algoritmo de factorizacion espectral. Por otro lado, la distorsién
ISI de pico del filtro SQRC de 5 coeficientes es Pis1 = 0,2637, un valor que
puede afectar muy negativamente a la deteccién de la senal de comunicaciones.

6.7.5.2. Sistema SQRC

Se contempla en este ejemplo un sistema de comunicaciones digitales que
utiliza filtros conformadores SQRC. En ciertas implementaciones, cuando el
coste computacional debido al filtrado digital deba mantenerse en niveles bajos,
se hace necesario utilizar filtros SQRC cortos, por ejemplo, utilizando Matlab
es posible disefiar? un filtro SQRC de P = 19 coeficientes, exceso de ancho de
banda r = 0,35 y factor de sobremuestreo M = 3.

El procedimiento descrito en este capitulo puede ser utilizado para inter-
cambiar la propiedad de fase lineal del filtro SQRC por una ISI practicamente
nula. A partir de los resultados presentados en anteriores apartados, la minima
longitud de la pareja biortogonal es'® L, = 9. La solucién obtenida para esta
longitud no es valida (no posee espectro positivo), por lo que, incrementando
la longitud del filtro e iterando hasta obtener una soluciéon valida, se obtiene
una pareja biortogonal semidefinida positiva de L = 31 coeficientes, que genera
un factor espectral de transmision, R(z), de 25 coeficientes de longitud.

Para establecer una comparaciéon justa, en términos de longitud, se disena
un filtro SQRC de 25 coeficientes.!! Los coeficientes y la respuesta en frecuen-
cia de los tres filtros (SQRC inicial, BP-PSD y SQRC de 25 coeficientes) se
muestran en la Figura 6.18. Se puede observar que el nuevo filtro conformador
ha heredado el ancho de banda del filtro SQRC inicial a la vez que los 16bulos
laterales se han incrementado levemente. Sin embargo, el BP-PSD proporciona
una ISI de pico residual de Pig; = 2,1-10~7, mientras que el SQRC de la misma
longitud posee una ISI de Pig; = 0,0341.

6.8. Conclusiones

En este capitulo se ha hecho uso de la estrecha relacion existente entre las
comunicaciones digitales y la interpolacién funcional para proponer sistemas
de comunicaciones adaptados y libres de ISI que emplean splines y a-splines.
Dichos sistemas pueden resultar de interés en aplicaciones no extrictamente

9Se utiliza la instrucciéon h=rcosfir(0.35, [-3,3],M, 1, sqrt?).
10Dado que el filtro de partida H(z) es de fase lineal, inicamente se aplican las restricciones

L+P—2
2

Nyquist(M), por lo que se dispone de L = 2 { i J + 1 condiciones.

HUp=rcosfir(0.35, [-4,4],M,1, ’sqrt’).
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Figura 6.18: Respuesta al impulso (izquierda) y respuesta en frecuencia (de-
recha) del filtro BP-PSD de 25 coeficientes (linea continua), del filtro SQRC
inicial de 19 coeficientes (puntos) y del filtro SQRC de 25 coeficientes (discon-
tinua). Sobremuestreo M = 3.

limitadas en banda y en las que se precisen transmisores y receptores sim-
ples, pues permiten alcanzar el rendimiento 6ptimo de BER con unos gastos
hardware y computacional minimos. A modo de ejemplo, los sistemas de comu-
nicaciones de alta velocidad que emplean codigos de linea NRZ (como muchos
de los sistemas WLAN: Wireless Local Aerea Network) emplean habitualmente,
por cuestiones de coste, receptores no adaptados y con cierta ISI. La técnica
propuesta permitiria incrementar sustancialmente las prestaciones a un coste
asumible.

En esa misma linea, la técnica descrita en el Apartado 6.6 permite im-
plementar un sistema de comunicaciones que utilice filtros conformadores de
forma arbitraria p(t). A pesar de que la combinacion de la respuesta del filtro
transmisor y del filtro receptor introduce, en general, ISI, empleando la téc-
nica propuesta es posible eliminarla manteniendo la condicién de adaptacion,
realizando operaciones en transmision y recepciéon a la frecuencia de simbolo
y utilizando conversores ADC y DAC igualmente a la frecuencia de simbolo.
Dichas operaciones son las requeridas por los filtros causal y anticausal, los cua-
les, tipicamente, poseen longitudes muy cortas. Este esquema puede resultar de
interés en el ambito del espectro ensanchado por secuencia directa donde, en la
actualidad, se utilizan conformaciones rectangulares y receptores no adaptados
y con cierta ISI residual. La metodologia propuesta posibilita cierto control es-
pectral, pues la densidad espectral de potencia de la senal transmitida depende
basicamente de la forma del pulso original, p(t).

Cualquiera de las técnicas propuestas presenta la limitacién de la necesi-
dad de implementar filtros IIR tanto en el transmisor como en el receptor.
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Una soluciéon propuesta en este capitulo consiste en truncar ambos filtros, lo
que proporciona resultados muy préximos a los éptimos en términos de BER,
incluso para longitudes de filtros muy cortas, tal y como se ha demostrado
mediante simulaciones.

En la misma linea, se ha propuesto una técnica, basada en parejas biorto-
gonales semidefinidas positivas, que permite llevar a cabo una implementacién
FIR del receptor manteniendo las condiciones de ISI nula y adaptacion. La
metodologia propuesta parte de un filtro inicial, del cual se mantienen ciertas
caracteristicas de interés (como el ancho de banda), para obtener una solucion
FIR, adaptada y libre de ISI a cambio de cierto sobremuestreo en el receptor.
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Capitulo 7

Conclusiones, aportaciones y
lineas futuras

En esta Tesis se han presentado diversas técnicas polinémicas en areas de
interpolacién-muestreo-reconstruccién, modelado no lineal y comunicaciones di-
gitales. En el presente capitulo se resumen las conclusiones y principales apor-
taciones de la Tesis, asi como ciertas lineas de investigaciéon que, a nuestro
juicio, pueden ser de interés en un futuro.

7.1. Conclusiones y aportaciones

En el Capitulo 3 se ha demostrado la utilidad de las técnicas de interpola-
cion polinomicas (splines y filtros de Lagrange) en aplicaciones de procesado de
senal sujetas a condicionantes practicos reales, como el sobremuestreo, la pre-
cision finita y el coste computacional. Dicho capitulo ha pretendido servir para
motivar y justificar el estudio y desarrollo de dichas técnicas que se ha llevado
a cabo en el resto de la Tesis, no estando, sin embargo, exento de conclusiones
de interés. En primer lugar, la interpolacién spline ctibica es menos costosa
computacionalmente que la interpolacién sinc, y resulta, en muchas ocasiones,
maés precisa que interpolaciones que hacen uso de versiones truncadas de la fun-
cion sinc (incluso cuando la cuadriplican en coste computacional). Es evidente
que los resultados dependen fundamentalmente del contenido espectral de las
senales a procesar, pero se ha demostrado que, en casos tan comunes como
el de la interpolacién de voz, la interpolacién spline proporciona una solucién
equilibrada en términos de precisién y coste computacional. En segundo lugar,
se ha obtenido una cota del error de interpolaciéon de los filtros de Lagrange
de retardo fraccionario que ha permitido desarrollar ecuaciones de diseno que
relacionan el nimero de bits de resolucién, el factor de sobremuestreo, el re-
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tardo fraccionario y el orden del filtro. Asi mismo, se ha comprobado que, a
igualdad de precision, el coste computacional de este tipo de filtros de Lagrange
es comparable al de implementaciones polifasicas de técnicas multitasa, siendo
inferior en el caso de factores de sobremuestreo superiores a diez.

Las técnicas de interpolacién basadas en splines permiten un compromiso
entre prestaciones y gasto computacional variando, para ello, el orden de la base
spline utilizada (lineal, cuadratica, cubica, etc.). Con objeto de incrementar la
flexibilidad ofrecida por la interpolacion spline, en el Capitulo 4 se ha propuesto
una nueva familia de splines que ha sido denominada a-splines. En concreto,
las principales aportaciones de dicho capitulo son:

= Una nueva familia de bases, denominadas bases a-spline, que constituyen
una transiciéon parametrizada entre dos bases spline de 6rdenes arbitra-
rios. Se ha demostrado que dichas funciones forman una base de Riesz y
una particién de la unidad, lo que asegura que el espacio de senal a-spline
es un subespacio cerrado de Lo y que la representaciéon a-spline es estable,
no ambigua y capaz de aproximar cualquier senal con precisién arbitraria.

= Como caso particular, y de especial importancia, se ha considerado la
base a-spline comprendida entre el spline lineal y el ctbico. Se propone
el algoritmo de interpolacién a-spline, tanto matricial como en forma de
filtrado digital.

= La implementacién de la interpolacion a-spline mediante operaciones en
punto fijo dadas las especiales caracteristicas de los filtros interpoladores
a-spline para ciertos valores del pardmetro de suavidad a.

= Las expresiones cerradas de suavidad, varianza y area residual de la in-
terpolacién a-spline y la demostraciéon de su comportamiento monétono
con respecto al parametro de suavidad. Dichas expresiones son funciéon
de a y de las muestras de partida (para el caso determinista) o de la
autocorrelacion de la secuencia aleatoria (en el caso estocéstico).

= La extension a muestreo no equiespaciado de la base a-spline y del corres-
pondiente algoritmo matricial de interpolacién.

Como conclusiones mas importantes de este capitulo se pueden senalar:

s Dada la importancia y difusién de la interpolacion lineal (debido a su
sencillez y robustez) y de la interpolacion spline cibica (por su suavidad,
derivabilidad y limitada complejidad), la interpolacién a-spline se mues-
tra como una solucién de compromiso entre ambas soluciones y de gran
utilidad, como se ha comprobado en diversos ejemplos practicos.

= La dependencia mondétona de la suavidad, la varianza y el area residual
con respecto al pardmetro « y la posibilidad de evaluar estos pardmetros
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a priori (es decir, antes de llevar a cabo la propia interpolacién) permite
implementar estrategias de busqueda del valor de a 6ptimo que genere
una solucién que se adecte a los requisitos particulares de cada problema
de interpolacion.

= En aplicaciones (principalmente de muestreo no uniforme) donde la in-
terpolacién lineal subestima la varianza de la senal original y, por contra,
donde la interpolacion cubica la sobreestima (debido a los sobredisparos
que provoca), la interpolacion a-spline es capaz de aportar una solucién
continua, derivable, suave y que preserva el valor de la varianza para
cierto valor de «. El mismo razonamiento se puede aplicar cuando se con-
sidere la suavidad, el area residual o cierto compromiso entre alguna de
las tres caracteristicas. En cualquier caso, la metodologia de busqueda del
valor de « resulta simple, dado el comportamiento monétono de dichas
caracteristicas con respecto a a.

El Capitulo 5, referido al modelado a-spline, presenta las siguientes apor-
taciones:

= La utilizacion de la funcién base a-spline como nicleo del modelo candnico
lineal a tramos para obtener el denominado modelo aPWL. Se trata de
un modelo simple, derivable, con una capacidad de aproximaciéon similar
a la del modelo CPWL, y con una suavidad dependiente del parametro
Q.

= La dependencia monétona creciente de la suavidad del modelo aPWL
con respecto a a.

= El algoritmo de entrenamiento del modelo aPWL considerando dimen-
siones arbitrarias de los espacios de entrada y de salida. Se incluye el
desarrollo necesario para llevar a cabo el ajuste del pardmetro de suavi-
dad en funcién del valor de la(s) derivada(s) de la funcién a modelar.

= La aplicaciéon del modelo aPWL al modelado de amplificadores de po-
tencia de radiofrecuencia, y la comparacion de sus prestaciones con otros
modelos no lineales como los modelos de Volterra, el perceptréon multicapa
y el modelo de Shale.

= El empleo de técnicas de submuestreo para llevar a cabo la caracterizacion
de amplificadores de potencia en RF. Las medidas temporales obtenidas
permiten la obtencién de modelos basados en la envolvente compleja de
entrada-salida.

» El modelo aPWL del comportamiento en gran senal de un transistor
HEMT bajo iluminacién oéptica.
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Como conclusiones fundamentales extraidas del Capitulo 5, se pueden des-
tacar las siguientes:

El modelo aPWL proporciona resultados superiores a los obtenidos con
redes neuronales como el MLP o la GRBF a la hora de modelar una fun-
cién y sus derivadas. Su rendimiento es practicamente idéntico al obtenido
por el modelo SPWL basado en el niicleo logaritmo de coseno hiperboli-
co. Sin embargo, el menor gasto computacional necesario para entrenar
y evaluar el modelo aPWL lo convierte en la mejor opcién. De hecho, su
coste computacional es s6lo ligeramente superior al modelo CPWL, que
constituye el caso limite del aPWL cuando o = 0.

El modelo aPWL, al igual que ocurre con el CPWL y SPWL, es sensible
a los minimos locales, por lo que los resultados obtenidos dependen, en
gran medida, de la inicializacion de las fronteras. A falta de un algoritmo
de inicializacién adecuado, la realizacion de varios entrenamientos a partir
de fronteras iniciales aleatorias permite obtener resultados satisfactorios.

El esquema de caracterizacion de amplificadores basado en técnicas de
submuestreo permite aislar el comportamiento del amplificador, evitando
la distorsiéon que introducen las etapas de conversiéon de frecuencia. Las
medidas obtenidas permiten apreciar, de forma simple, las caracteristi-
cas de saturacion, histéresis, memoria y recrecimiento espectral. Ademas
posibilitan la obtencion de modelos que representan fielmente el compor-
tamiento del amplificador, tanto en banda como fuera de ella.

En lo referente al modelado de amplificadores de potencia, el modelo
aPWL se ha mostrado como el mas preciso a la hora de describir el
comportamiento en banda para todos los puntos de operacion del ampli-
ficador (desde los practicamente lineales hasta la region de saturacion).
Sin embargo, si tnicamente se considera el comportamiento fuera de ban-
da, el modelo MLP proporciona mejores resultados, a costa de un gasto
computacional mucho mayor.

Respecto al modelado de transistores HEMT sometidos a iluminacién 6p-
tica, el modelo aPWL proporciona resultados de ajuste de la corriente
de drenador similares a los del modelo CPWL y SPWL. Sin embargo, la
capacidad de ajuste de las derivadas a costa de una baja carga computa-
cional adicional convierte al modelo aPWL en el modelo idéneo.

En el Capitulo 6 se han abordado algunos aspectos del diseno de sistemas
de comunicaciones digitales aprovechando ideas y conceptos de la teoria de la
interpolacidn, siendo las principales aportaciones de dicho capitulo las siguien-

tes:
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= Aprovechando el conocido paralelismo entre comunicaciones digitales e in-
terpolacion funcional, se ha propuesto la utilizacion de bases spline como
filtros conformadores. Sus especiales caracteristicas y la descomposicién
de los filtros directos spline permiten implementar sistemas adaptados
y sin ISI, con una destacable simplicidad tanto computacional como de
hardware.

= De forma equivalente, se ha propuesto la utilizaciéon de bases a-spline
para la realizaciéon de sistemas adaptados y sin ISI, extendiéndolo poste-
riormente a cualquier pulso de forma arbitraria.

= Se ha comprobado mediante simulaciones que es posible truncar los prefil-
tros IIR sin provocar por ello una pérdida apreciable en BER. En concre-
to, en los esquemas basados en el spline ctibico y en el a-spline, tnicamen-
te son necesarios tres coeficientes para mantener una BER practicamente
Optima.

= Una generalizaciéon de la teoria de parejas biortogonales que permite di-
senar dos parejas biortogonales FIR tales que su respuesta global en fre-
cuencia sea positiva y que puede, por tanto, factorizarse en dos filtros
adaptados (filtros PSD-BP). Esta extension permite, a partir de un pulso
conformador inicial, una implementacién FIR en transmision y recepcion
libre de ISI y adaptada.

A la vista de lo presentado en el Capitulo 6 y de los resultados obtenidos,
se pueden extraer las siguientes conclusiones:

= Las técnicas spline y a-spline propuestas resultan de interés en aplicacio-
nes no estrictamente limitadas en banda y en las que se precisen transmi-
sores y receptores simples, pues permiten alcanzar el rendimiento 6ptimo
de BER con una complejidad hardware y un gasto computacional minimo.

= La técnica de diseno de filtros PSD-BP proporciona un sistema final sin
ISI, adaptado y FIR a cambio de cierto sobremuestreo. Adicionalmente,
se ha comprobado en los ejemplos considerados que el sistema resultante
hereda, en gran medida, las caracteristicas espectrales del filtro confor-
mador de partida.

= En aplicaciones que utilizan filtros raiz cuadrada de coseno alzado en las
que surge cierta ISI debido a la corta longitud de los filtros utilizados,
la técnica PSD-BP posibilita la obtencion de filtros de longitud similar
y que proporcionan una ISI virtualmente nula sin modificar apenas la
respuesta frecuencial del sistema.

Por dltimo, en el Apéndice F se hace referencia a las publicaciones a las
que ha dado lugar la presente Tesis, tanto en lo que se refiere a revistas como
a congresos nacionales e internacionales.



204 Capitulo 7. Conclusiones, aportaciones y lineas futuras

7.2. Lineas futuras

Considerando los resultados obtenidos en la presente Tesis, en este aparta-
do se presentan posibles aplicaciones y ciertos aspectos de interés en los que
podrian profundizar futuras investigaciones.

7.2.1. Implementaciéon FIR causal de la interpolacién spli-
ne y a-spline

Contrariamente a lo que ocurre en el procesado de imagen (sefales bidi-
mensionales), en el procesado en tiempo real de sefiales unidimensionales es
necesario que los filtros que intervienen sean causales y finitos. A pesar de
que las versiones IIR truncadas (como las propuestas en las comunicaciones
basadas en splines y a-splines descritas en el Capitulo 6) se ha comprobado
que proporcionan soluciones préximas a la éptima y que la técnica de disenos
PSD-BP permite la implementacion de sistemas FIR en sistemas que emplean
sobremuestreo, existe margen de investigacion para la bisqueda de esquemas
de interpolacién-aproximacion basados en splines o a-splines que utilicen Uni-
camente filtros FIR. Existen trabajos muy recientes en los que se persigue este
mismo objetivo para el caso de la interpolacion MOMS (Maximal Order Inter-
polation of Minimal Support) [Blu04], y es evidente que la resolucion de dicho
problema contribuiria a generalizar el uso de splines y a-splines en el procesado
de series temporales.

7.2.2. Interpolacién rapida a-spline en la generacién de
graficos 3D

En el Capitulo 4 se ha demostrado la utilidad de la interpolacién a-spline
en la reconstrucciéon de la senal de velocidad de un flujo turbulento. Una li-
nea de investigacion abierta consiste en la btisqueda de nuevas aplicaciones que
aprovechen las caracteristicas de la familia a-spline. Un ejemplo a considerar
es la generacion de graficos 3D y su manipulacion (desplazamientos, rotacio-
nes, deformaciones, etc.) en un ordenador, disciplina que ha experimentado un
enorme desarrollo en la dltima década, principalmente gracias a los splines y a
los avances en la tecnologia microelectrénica. Sin duda, los splines ctbicos son
los méas utilizados en este &mbito, y es la obtencion de los coeficientes spline (el
problema directo) el proceso més costoso, pues se debe llevar a cabo el filtrado
causal y anticausal (en dos o tres dimensiones, dependiendo de la aplicacion)
realizando operaciones en punto flotante.

En este tipo de aplicaciones, la interpolacion rapida a-spline puede resultar
de interés. En concreto, para un valor de o = 0,96 se obtiene un esquema
de interpolacion practicamente idéntico a la interpolacién spline ctibica, con la
ventaja de que los filtros digitales tinicamente precisan sumas y desplazamientos
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(dado que sus coeficientes son del tipo dn[n] = 27™"). Es evidente que esta
interpolacion a-spline se podria implementar de forma muy simple y eficiente en
circuitos digitales integrados. Sin embargo, seria preciso llevar a cabo estudios
perceptuales que compararan los resultados de la interpolacién a-spline con los
proporcionados por la interpolacién spline cibica.

7.2.3. Interpolacién adaptativa con control de suavidad

En sistemas de procesado de senal on line, puede resultar de interés el con-
trol adaptativo de la suavidad de la senal interpolada. Por ello, una linea de
investigacién a considerar consistiria en el desarrollo de esquemas de interpola-
cién a-spline con pardmetro de suavidad adaptativo. Dado el comportamiento
monétono de la suavidad con respecto a «, es de esperar que los algoritmos de
adaptacion sean simples y eficientes desde el punto de vista computacional. De
forma similar, ademaés de la suavidad se podria considerar el control adaptativo
de la varianza, del area residual o de cierta combinacién de cualquiera de las
tres caracteristicas.

7.2.4. Sistemas de comunicaciones

En aquellas situaciones practicas en las que la tecnologia permite generar
pulsos con una forma determinada, la metodologia descrita en el Capitulo 6
posibilita disehar un sistema de comunicaciones adaptado y libre de ISI (y, por
lo tanto, 6ptimo en el sentido de minima probabilidad de error) a cambio de
un incremento computacional ciertamente bajo debido a que los filtros digita-
les operan a la velocidad de simbolo y son, habitualmente, de longitud muy
reducida. Por ejemplo, los pulsos de duracién extremadamente pequefia (mo-
nociclo Gaussiano o similares [Lee0Ola, Lee01b]) que se han propuesto para su
uso en sistemas de banda ultra-ancha (UWB: Ultra Wideband o también im-
pulse radio) [Win98, Kusuma02, Oppermann04] podrian ser candidatos para
implementar sistemas de comunicaciones de elevadisima velocidad, adaptados
y sin ISI, a cambio de un coste computacional bajo y, posiblemente, asumible
en el futuro.

7.2.5. MaAaquina de Vectores Soporte con nticleo a-spline

Un aspecto crucial en el entrenamiento de modelos formados como combi-
nacién lineal de ciertas funciones base consiste en la selecciéon de los puntos
sobre los que centrar las funciones base (nodos en el modelado spline en 1D,
centroides en el caso de la Red de Funciones de Base Radial o hiperplanos de
ruptura en el caso del modelo aPWL presentado en el Capitulo 5 de esta Te-
sis). Se trata de un problema no lineal para el que existen distintas soluciones
subdptimas, por lo general especificas para cada modelo desarrollado.
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Una solucién a este problema la proporciona la Maquina de Vectores So-
porte (SVM: Support Vector Machine). La SVM da una solucién global al
problema de modelado/regresion obteniendo simultdneamente tanto los puntos
del conjunto de entrenamiento sobre los que centrar las funciones base como
los parametros de la combinacion lineal 6ptima de dichas funciones. Empleando
criterios derivados de la Teoria Estadistica del Aprendizaje (Statistical Learning
Theory) [Vapnik00], la SVM fue inicialmente propuesta para resolver proble-
mas de clasificacién binaria [Vapnik00, Cortés95|, aunque posteriormente ha
sido extendida para su uso en problemas de regresion/aproximacion funcional
[Smola98, Vapnik97, Muller9s|.

La idea fundamental del método consiste en realizar una transformacion
no lineal del espacio de entrada en otro espacio de caracteristicas, features,
de dimensién mayor (posiblemente infinita), en el que es posible resolver el
problema de modelado/regresion mediante un hiperplano éptimo. El vector de
pesos que define el hiperplano 6ptimo en el espacio transformado admite una
expansion en términos de una serie de patrones representativos, denominados
vectores soporte, de entre el conjunto de patrones de entrenamiento: éstos son
los centroides o nodos del modelo.

Un aspecto muy importante para la aplicaciéon de las SVM’s es que, habi-
tualmente, no es necesario conocer la transformaciéon no lineal entre el espacio
de entrada y el espacio de caracteristicas; basta con conocer el producto esca-
lar entre los vectores transformados que, bajo ciertas condiciones [Aizerman64],
puede obtenerse de forma muy sencilla evaluando una funcién nucleo simétrica.
Por ejemplo, la funciéon de activacion Gaussiana, habitualmente empleada en
la Red de Funciones de Base Radial, es un kernel de estas caracteristicas. Asi
mismo, el nicleo B-spline o su generalizacién a-spline propuesta en esta Tesis,
también pueden interpretarse como producto escalar en un espacio transfor-
mado, por lo que ambos son kernels validos para la formulacion del problema
mediante SVM’s.

Una linea futura de interés, por tanto, consiste en la formulacién de los mo-
delos a-spline propuestos en esta Tesis dentro del marco de las SVM’s. De esta
manera, serd posible obtener SVM’s que, por ejemplo, transicionen de manera
suave entre modelos lineales a tramos y modelos polinémicos; solucionando a
la vez el problema de la seleccion de los centroides o nodos del modelo.



Apéndice A

Filtro de retardo fraccionario
de Lagrange

A.1. Diseno de filtro con respuesta frecuencial
maximamente plana

En este apéndice se demuestra la equivalencia entre el filtro interpolatorio
de Lagrange y el obtenido mediante la técnica de diseno basada en el criterio
de respuesta frecuencial maximamente plana [Oetken79]. Se puede considerar
(3.20)

como una expresion general para la obtencion del valor de una secuencia x[n]
en un instante n — D a partir del conjunto de muestras situadas en torno a
dicho instante y utilizando N + 1 coeficientes.

El error cometido entre la senal asi interpolada y el valor real correspon-
diente a la senal continua z(¢) dependera de la diferencia entre el filtro ideal
(3.18), higeal[n], y €l filtro utilizado, h[n|. Es posible expresar dicho error en el
dominio frecuencial como

N
H, (e-j“’) =e JwD _ Z h[n]e=7“m, (A.1)
n=0

Si se opta por forzar esta funcion de error a comportarse de forma maxima-
mente plana en torno a una cierta frecuencia, wg, entonces la interpolacién sera
exacta en dicha frecuencia y, parece razonable pensar, muy préxima al ideal en
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un entorno frecuencial mas o menos amplio. Esto significa que las derivadas de
(A.1) deben anularse en dicho punto, es decir,

OFH, (ej“)

H® (e70) = B

=0, k=0,1,...,N. (A.2)

w=wo

Este es el conocido como criterio de respuesta frecuencial maximamente
plana, ya que el filtro obtenido presentara una banda de paso méaximamente
plana en torno a w = wg y una caida suave fuera de ella (filtros de tipo Butter-
worth). Sustituyendo (A.1) en (A.2), derivando y particularizando para wg = 0
se obtiene

N
DF = Zh[n]nk, k=0,1,...,N;
n=0

es decir, N ecuaciones con N incognitas (los N coeficientes del filtro h[n]) que
se pueden expresar en forma matricial como

Vh =v,

donde el vector v toma los valores v = [1,D, D?,..., DN]7 h es el vector de
coeficientes del filtro y V es una matriz de Vandermonde N x N y, por tanto,
no singular e invertible; por lo que el sistema tendré solucién y ésta serd tnica,
y de valor [Kootsookos96]

= oY (D) (P,

Como se puede observar, este resultado es idéntico a (3.21), por lo que
se puede afirmar que el filtro de retardo fraccionario de Lagrange posee una
respuesta maximamente plana alrededor de w = 0.



Apéndice B
Base de Riesz a-spline

En este apéndice se demuestra que el conjunto de bases a-spline forman
una base de Riesz, con cotas

A= (3" e
22(p+1) (22(p+1) _ 1)

B=1 2p D)

Bpi1.

B.1. Cotas Riesz de la base a-spline

Dada la definicion de base de Riesz (Definicion 2.15) y la expresion de la
transformada de Fourier de la base a-spline (4.3), se busca una cota superior e
inferior de la funcién

sty 5 e (-] e (32 at)] . 0y

keZ

Como consideracion previa, es obvio que esta funcion es periédica de periodo
27, es decir, S(Q2) = S(Q + 2kn), por lo que es posible restringir el estudio de
las cotas al intervalo [—,7].

Respecto a la cota inferior, todos los términos de (B.1) son positivos, por
lo que el sumatorio siempre serd mayor o igual a cada uno de sus términos. En
concreto se cumple

S(Q) > {sinc (%)]Q@H) {sinc <%>} "
2(p+1) 2¢q 2(p+1) a\ 124
>l ()] e (3] = (2) T ()]
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210 Apéndice B. Base de Riesz a-spline

donde se ha tenido en cuenta el sumando correspondiente a k = 0 y el hecho
de que en [—m, 7] las funciones sinc?(Q/27) y sinc?(af)/27) estan acotadas
inferiormente por el valor en 2 = 7.

Para la obtencién de una cota superior se tiene en cuenta el hecho de que la
funcion sinc?(2) < 1, lo que se utiliza para acotar la funcion sinc?(aQ /27 — ak)
de (B.1), resultando

SO <Y [sinc (% _ k)r(pﬂ)

kEeZ
1 2(p+1) 1 2(p+1)
§Z{smc <7—k>] —|—1+Z[s1nc (§—k>]
k<0 k>0
22(p+1) (22(p+1) — 1)

Qpry

puesto que se cumple

IN

) sinc? (_71—14/’)7 Vk<0, Q€[-mn);
.92 Q .9
sinc (—) < sinc®(0) =1, VQ e [—n,7;

1
< sinc? (§—k>, Vk>0 Q¢€[-mn;

1 2(p+1) 2\ 2(PH+1) 2(pt1)
; - _ —(z —_ 91\ 200+
E {smc (2 k)} = (77) g (1 —2k)
k>0

B 92p+1 (22(p+1) _ 1) B
B (2p+2)! b

donde el valor de la serie y del n-ésimo ntamero de Bernoulli, B,,, se encuentran
respectivamente en [Spiegel70, paginas 109 y 115].



Apéndice C

Varianza y suavidad de la
interpolaciéon a-spline

En este apéndice se obtienen las expresiones de la varianza y el drea residual
de la interpolacion a-spline de diversos tipos de senales, tanto deterministas
como aleatorias. Previamente, se presenta una serie de expresiones asociadas
al filtro directo a-spline necesarias para realizar posteriores calculos.

C.1. Autocorrelaciones del filtro directo a-spline

Dada la expresion presentada en (4.28) del filtro directo a-spline:

N =

su autocorrelacion determinista, que denotaremos como p,[n], se escribe como

Paln] = doln] * do[—n] = do[n] * do[n],

siendo su valor

(=22 (I + 1+ (1~ |n))23)
paln] = CESVE . (C.1)

Asi mismo, resulta de interés presentar la diferencia segunda del filtro di-

recto a-spline dg?) ,

(21 =1)%

-z , n#0;
AP [0] = daln) ¢ (6 + 1] — 28]n] + 6ln — ) = § 1= H L),
BCED N
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(2)

-, .. 2 .,
y su autocorrelacion determinista, ps’, dada por la expresion

PP [n) = dQ@n] + dP[—n] = dP [n] x dP[n], (C.2a)
siendo alguno de sus valores los siguientes

e 2) 2(2’1 + 3)(2’1 — 1)4

A0 = 3 @y - 2B (©20)
AN =Pt = 3 - = LEIE D e

C.2. Varianza de la interpolacién a-spline de se-
nales deterministas periédicas

Se considera la interpolacion de N muestras pertenecientes a M periodos
de una sefial senoidal, z[n|, de frecuencia discreta wg = 27 /Ty = 2n M /N:

x[n] = Asin (won + ®g) = Asin (277%11 + <I>0>,

con0<M<SN—-1y0<wy <27

La interpolacién a-spline de esta secuencia proporciona una senal continua
sq(t) cuya potencia (que equivale a la varianza, pues posee media nula) se
puede calcular, recordando (4.23), como

N 2
Var (s4(t)) = ]\41T0 /MTO (sa(t))*dt = % /N (; c[n]Ba (t — n)) dt.

Dado que en el intervalo [n,n + 1] solamente toman valores no nulos las
bases o (t —n+1), B (t —n), Ba (t —n—1) y Bo (t —n — 2), entonces

n+1

1 N
Var (sa(t)) = & Z/ (c[n=1]Ba (t =n+1) +c[n]Ba (t —n)
n=1v"
+c[n +1Ba (t —n— 1) + c[n + 2)Ba (t — n — 2))° dt.

Suponiendo condiciones de contorno periodicas, es decir, c[n] = ¢[n + kN],
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su potencia se puede escribir como

N oo
Var (sa(0) = 5 ol [ (5 0% dt

N )
+ % Zc[n]c[n—F 1]/700 Ba (t) Ba (t — 1) dt

v N (C.3)
+ %;c[n]c[n + 2] /700 Ba () Ba (t — 2) dt
N o0
+ % 7;1 c[n]cin + 3] /700 Ba (t) Ba (t — 3) dt.

Al considerar una sinusoide periodica, sus coeficientes a-spline se pueden
calcular como

3

c[n] = f[n] - Da(2)|,_ jwe = Asin (won + @0)3 oy prs—

por lo que los sumatorios de (C.3) toman el valor

N 942

[3 4+ a(coswy — 1
A2 9N

T2 [3 + a(coswy — 1)]? cos (wok).

c[n]e[n + k] =

n=1

N
2 Z sin (won + ¢o) sin (wo(n + k) + ¢o)

n=1

Finalmente, la varianza de la interpolaciéon a-spline de N muestras corres-
pondientes a M periodos de una secuencia senoidal de amplitud A y frecuencia
wo resulta

A% 9 (Iy + 2 cos (wo)I1 + 2 cos (2wp) Iz + 2 cos (3wo) I3)
Var (sq4(t)) = > 3+ alcoswo — )2 , (C4)

donde la integrales

I = / " B (1) Bu (- m) dt, (C5)
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son polinomios del parametro de suavidad «

31a° —70a +140 0<a< i
— ==
Iy = —35a" +238a 767204 +980a* —280a° +8402 714o¢+1 loa<1:
63002 2 -7 =7

—62a°+1050°+105 0<a<i:

_ 630 ’ - =
L= 400a” —2296a% +47040° —3080a* 419600 —588a% +98a— 7 lcoa<1:
5040t 2="=7

L= { 0gasy
2= —970a"4+4480° —6720° +5600* —280a° 48402 714o¢+1 loag<1:
126002 2 -7 =7

; 0, 0<a<i;
3= (2a—1)7 lcoag<1:
504001 psash

Mediante (C.4) es posible calcular la varianza de la interpolacién a-spline
de una secuencia senoidal de amplitud unidad en funcion de su frecuencia, w,
y del parametro de suavidad, «, como

9 (Io 4+ 2 cos (w)I1 4 2 cos (2w) Iz + 2 cos (3w)13)
[3 4+ a(cosw — 1)]2

Var (o, w) =

y los valores de las integrales de (C.5).

Evaluando la anterior expresiéon, se comprueba que la varianza de interpo-
lacién a-spline crece monétonamente conforme aumenta el valor del parame-
tro a para cualquier valor de la frecuencia w, excepto en una pequena region
(0,7 < @ < 1y w > 0,97 representada en la Figura 4.12), donde la varianza
es practicamente constante. En la practica, cuando la senal a interpolar esta
formada por multiples componentes frecuenciales, la varianza de la interpola-
cion crecerd conforme crece el parametro «. En este caso, es posible evaluar
la varianza de la interpolacion a-spline a priori (es decir, antes de realizar la
interpolacion), a partir de la DFT, X[k], de las muestras a interpolar, x[n],
utilizando la expresion

Var (s4/(t)) N2 Z | X [k]|* Var (o, w = 27k /N ,

en la que no se incluye el término de continua de la sefial (k = 0 en la DFT)
pues no contribuye a la varianza de la interpolacién, ya que la interpolacion
a-spline es capaz de sintetizar exactamente dicha senal constante, la cual posee
una varianza nula.
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C.3. Varianza de la interpolacién a-spline de se-
nales aleatorias

Para el calculo de la varianza de la interpolacion a-spline, Var (S,), se
procede de forma similar al Apartado 4.6.3, obteniendo previamente la auto-
correlacion del proceso estocéstico interpolado

Rs.(r)= Y Rc[n][o Ba (t — 1+ 7) Ba (t) dt.

n=—oo

La varianza media de la interpolaciéon a-spline se obtiene particularizando
la anterior expresién en 7 =0

Var(S.) = Y Rolnl /_ " B (t =) Bu (1) dt.

Teniendo en cuenta el soporte compacto de las funciones base a-spline, las
integrales que intervienen, cuyo valor viene dado por (C.5), son nulas para
|n| >3

Var (Sa) = RC[O]IQ + (Rc[l] + Rc [—1]) I
+ (Rc[2] + Rc[-2]) I2 + (Rc[3] + Rc[-3]) I,

y, dado que la autocorrelacion Rc[n] es simétrica (se esta suponiendo procesos
estocésticos reales), entonces la expresion

Var (Sa) = R¢ [O]IO + 2Rc[1]11 + 2Rc [2][2 + 2Rc [3][3, (06)

permite obtener el valor de la varianza de la interpolacion a-spline evaluando
las integrales (C.5) y conociendo la autocorrelacion del proceso de entrada,
pues Rc[n] se calcula mediante

Rg[n] = Rx[n] * pa[n], (C.7)

donde los valores de p,[n] vienen dados por (C.1).

En el dominio frecuencial, la varianza de la interpolacién se puede calcular
en funcion de la densidad espectral de potencia, Sx (w), del proceso de entrada
y de la respuesta en frecuencia de la interpolacion a-spline (4.37)

Var (Sa) = % /Jroo SscY (Q)dQ e % /Jroo Sx(Q) |HQ(Q)|2 ds?
1 [t 9 sinc*(Q/27) sinc*(a/27)
Sx(@) [3 4+ acosQ —1))°

ds,

:% .

aunque evaluar esta integral resulta complicado en la mayoria de los casos.
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C.3.1. Varianza de la interpolaciéon a-spline de senales
blancas

Si el proceso X[n] es blanco de media nula, entonces la autocorrelacion
de los coeficientes a-spline es Rg[n] = o%p[n], con lo que la varianza de la
interpolacion, haciendo uso de (C.6) y (C.1), resulta

2 (1—2)

Var (Sa) = O'Xm

Desarrollando esta expresion se obtiene:

[(1+2D)0 + 4211y + 227 (3 — 27) 2 + 427(2 — 27) 3] .

s Sio<a< %, entonces

5 3520 + 48824 + 107923 + 59522 + 7021 — 35

Var (So) = —20% 105(z1 = 1)2(z1 £1)° (C.8a)

n Si % < «a <1, entonces

_ —o%
163296027 (21 — 1)2(z1 + 1)3
+ 3738721% + 39172721% + 253073121 " + 95910432{°

+ 190889752 4 215191172F 4 150505012 4 49663812¢

—190887927 — 177215521 — 6866327 — 414327 — 13921 — 2] .
(C.8b)

Var (S,)

[2%6 + T1zy® + 2175244

En la Figura C.1 se observa la dependencia de la varianza de la interpolacién
a-spline de senales aleatorias blancas con el pardmetro a. Bien sea a partir de
dichas graficas, o de las expresiones anteriores, se comprueba que

dVar (Sq)

<0, Yz €[-2+V3,0],
le

por lo que
dVar (S, )
do
Es decir, la varianza de la interpolacién a-spline de un proceso estocastico
blanco crece monotonamente conforme se incrementa el parametro a.

>0, Yael0,1].

C.3.2. Varianza de la interpolaciéon a-spline de senales
aleatorias senoidales

Si el proceso estocastico a interpolar es senoidal de frecuencia wg, su auto-
correlacion se puede escribir como

Rx[n] = 0% cos (won), V¥n €Z, 0 <wy <,



C.4 Area residual de sefiales deterministas periodicas 217
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Figura C.1: Varianza de la interpolacion a-spline de senales blancas (izquier-
da) y su derivada respecto a « (derecha).

y, considerando (C.7) y (4.36), la de los coeficientes a-spline como
Rc[n] = 0% cos(won) |Hq, (w)|2 ,

con lo que la varianza media de la interpolacion, dada por (C.6), toma el valor

Var (Sa) = 03 9 (I + 2 cos (wo) 1 + 2 cos (2wg) T2 + 2 cos (3w ) I3)
v [3 + a(coswy — 1)]2 :

De nuevo, esta expresiéon es equivalente a la correspondiente a la varianza
de senales deterministas senoidales, por lo que su comportamiento respecto al
parametro « resulta idéntico, es decir, la varianza crece conforme aumenta «
para cualquier valor de « y de frecuencia, w, considerados, salvo en la region
representada en Figura 4.12, donde decrece levemente.

C.4. Area residual de la interpolacién a-spline
de senales deterministas periédicas

Nuevamente, se considera la interpolaciéon a-spline de N muestras perte-
necientes a M periodos de una sefial senoidal, z[n], con frecuencia discreta
wo = 2w /Ty = 2rM/N:

x[n] = Asin (won + @) = Asin (2w%n + @0),

siendo 0 < M < N—-1y0<wy<2m.
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Filtro i Filtro Sal(t)
Directo %Oflé : Indirecto
do[n] / Ba (t)

z(t) %O;g. z[n] G: J(t)

Conv. Interp. L(t)

Lineal
D/C At)

Figura C.2: Esquema de célculo del area residual a-spline.

Para el calculo del area residual de una funcion se define la sefial J(t) (ver
Figura C.2) como la diferencia entre la sefial interpolada a-spline, s, (t), y la
interpolacion lineal, L(t), es decir,

J(t) = sa(t) — L(t),

de forma que el area residual de la interpolacion a-spline sera igual a la potencia
de la senal J(t), puesto que consideramos sefiales periodicas, es decir,

1 2
v NGO

Var (sq(t)) + Var (L(t)) — ]\42To /MT Sa(t)L(t)dt.

A, (sq(t)) =

(C.9)

En la anterior expresion, los dos primeros términos pueden ser evaluados
utilizando (C.4).! Respecto al tltimo término, es posible su calculo utilizando
(4.23) y el hecho de que la interpolacion lineal no es mas que la convolucion de
las muestras de la sefial con la funcion A (t) = 8, (t) |a=0- De esta forma, se
obtiene

1
Iy = / sa(D)L(6)dt
MTy )y,

1 N N
= — c|n|Ba (t —n z[n]A (t —n) | dt.
N/N<;1H ( >><;1H< ))

Haciendo uso del soporte compacto de las funciones A (t) y Bq (t), y de la
periodicidad tanto de la secuencia z[n] como de los coeficientes a-spline c¢[n],

1Dado que la interpolacion lineal a tramos es un caso particular de la interpolacién a-spline
(cuando « = 0), su varianza, usando (C.4), resulta Var (L(t)) = A2(2 + cos wp)/6.
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resulta
1N 2 oo
Iy = N};c[k] .ZQf[IH—j]/mﬁa(x—k:)A(x—k+j)dx
- = (C.10)
N N N
Tao 2141 2142
= WZc[k]f[k]+ ~ > ekl flk+ 1]+ ~ > clk] flk + 2],
k=1 k=1 k=1
donde -
Tan :/ Bo (@) A(x —n)de =Ta_p, (C.11)
cuyos valores no nulos son
Io— 3a3 — 1002 + 40
A0 60 5
To = —2a3 + 502 + 10
Al — 60 )
3
e
Tpo = —.
427120
Los coeficientes a-spline de una sinusoide peridédica vienen dados por
. 3
cn] = z[n] - Do(2)|,_ w0 = Asin (won + @0)3 T a(coswy — 1)’
por lo que los sumatorios de (C.10) toman el valor
342 a
Z x[n+ k] = 3T alcoswy = 1) Zsm (wom + ¢o) sin (wo(n + k) + ¢o)

n=1 =1

_ A2N  3cos (wok)
2 3+a(coswy— 1)

Finalmente, (C.10) se reescribe como
A? 3

2 3+ afcoswy — 1)
Por lo tanto, sustituyendo (C.12) y (C.4) en (C.9), el area residual de la

interpolacion a-spline de una sefial senoidal de amplitud A y frecuencia wq
toma el valor

Iy =

(Tao + 2cos (wo)la1 +2cos (2wo)laz). (C.12)

A_2 9 (Io + 2 cos (wo) 11 + 2 cos (2wp) I + 2 cos (3wp) I3)

Ar(sa(t)) = 5 3+ a(cosw — 1)]?
22+ coswo (C.13)
2 3 |

B A_2 6 (Tap + 2cos (wo)la1 + 2 cos (2wg) I a2)
2 3+ afcoswy — 1)

)
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donde las integrales denotadas por I,, e I 4, son polinomios en « con valor dado
por (C.5) y (C.11), respectivamente.

En definitiva, el rea residual de la interpolacién a-spline de un senal senoi-
dal de amplitud unitaria depende, exclusivamente, de su frecuencia discreta w
y del valor del parametro de suavidad «, seglin la expresion

9 (Io + 2 cos (w)I1 + 2 cos (2w) Iz + 2 cos (3w)I3)
[3 4 a(cosw —1))?
6 (Ta0 +2cos (w)la1 + 2cos (2w)la2) 2+ coswy
— + s
3+ afcosw — 1) 3

A, (a,w) =
(C.14)

Al igual que ocurria con la varianza y la suavidad de la interpolacion
a-spline, el area residual dada por la anterior expresion es una funcién mo-
notona creciente del parametro de suavidad « para cualquier frecuencia, w,
considerada. Unicamente existe una pequefia regiéon proxima a la frecuencia de
Nyquist y para valores de o proximos a uno (ver la Figura 4.12) en donde el
4rea residual es practicamente constante, aunque decreciente con respecto a a.

Si la senal a interpolar fuera una secuencia arbitraria, x[n], el area residual
de la interpolacion a-spline se podria calcular a partir de su DFT, X[k], y la
funcion (C.14):

N-1
A, (5a(t) = % > XK Ar (0w = 27k /N),
k=1

C.5. Area residual de la interpolaciéon a-spline
de senales aleatorias

En el caso de considerar la interpolaciéon a-spline de una senal aleatoria,

X|[n], con autocorrelacién Rx[n] y densidad espectral de potencia |Sx (w)|?,

el criterio del area residual se puede establecer como la potencia de la senal

aleatoria J(t) representada en la Figura C.2. De dicha figura podemos concluir

que el sistema que calcula el area residual de la interpolacién a-spline posee
una respuesta al impulso

hy(t) =na(t) = A(t),
y una respuesta en frecuencia

Hy(Q) = Ha(Q) — Hy () = sine2(Q/27) <M _ 1) .

3—a(l—cosQ)
Por lo tanto, la autocorrelacion de la salida, Ry(7), sera

Ry(1) = Rx[n] * (hy(7) x hy(—7)),
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y, considerando (C.5) y la simetria de las funciones 7, (z) y A (x) que intervie-
nen, es posible escribir

R3(1) = Rx[n] * [0a(T) * 0o (T) + A (1) * A (7) — 2n4(7) * A (7)].  (C.15)

Finalmente, particularizando esta ultima expresion para 7 = 0, se obtiene
el area residual de la interpolaciéon a-spline.

C.5.1. Senales blancas

Si el proceso a interpolar es blanco y de media nula, es decir, Rx[n] =
0%8[n], entonces, haciendo uso de (C.15), la potencia del area residual de la
interpolacion a-spline se puede escribir como

A, (S,) = 0% R3(0) = Var (S,) + Var (Sa)laeo — 20% /_OO Na(T)A (1) dT,

donde Var (X,,) es la varianza de la interpolacion a-spline y Var (Xq)|,_, la
varianza de la interpolacion lineal; cuyos valores viene dados por (C.8). En
cuanto a la integral, ésta se puede calcular como

/fona(t)A( dt_z/ (Zd 6at—n)>(1—n)daz

nez
=2 daln / (1 —t)Ba (t — n) dz,
newz

donde, debido al soporte local de la funcion S, (t) , la integral dnicamente
toma valores no nulos para n = —1,0, 1, 2. Tras ciertas operaciones algebraicas
se obtiene la potencia del area residual de la interpolacién a-spline en funcién
del polo z; del filtro directo a-spline:

m Si0o<a< %, entonces

A, (S.) = 20227 3520 — 3520 — 3762{ + 38027 + 198527 + 8952 + 140
105(z1 — 1)%(z; + 1)3

= Si % < a <1, entonces

2

g

Ar(Sa) = * 18 1 69217 4 2034219
(Sa) 1632960211(21 —1)4(21+1)3 [Zl + 092" + 29

+ 33108215 + 31912821* 4 17846642,> 4 38326682,

+ 243762021 — 837415821 — 250106302] — 319201442
— 2335395627 — 1040625628 — 278779227 — 5503322
—6051627 — 386727 — 13521 — 2] ;
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Figura C.3: Area residual de la interpolacion a-spline de senales blancas (iz-
quierda) y su derivada respecto a a (derecha).

funcién que, como se esperaba y se observa en la Figura C.3, decrece mondtona-
mente con z1, por lo que crece monétonamente con respecto a «, es decir, para
un proceso blanco, el area residual de la interpolaciéon a-spline crece conforme
aumentamos el pardmetro de suavidad a.

C.5.2. Senales aleatorias senoidales

Siguiendo el razonamiento previamente desarrollado para el célculo de la
suavidad y la varianza de la interpolacion a-spline de senales aleatorias senoi-
dales, el area residual de un proceso estocastico de frecuencia wy y varianza o%

tendra una expresion similar a (C.13). En concreto:

A, (S) = 03(9 (Io 4 2 cos (wo) 11 + 2 cos (2wp) Iz + 2 cos (3wo ) I3)
[3 4+ a(coswy — 1)]2

n J% 24+ (éoswo

9 6 (Tao + 2cos(wo)lar + 2cos (2wp)laz)

F 3+ a(coswy — 1) '




Apéndice D

Expresiones de la base
a-spline no uniforme

D.1. Expresiones de la base a-spline no uniforme
Las expresiones de la base a-spline no uniforme, 3, (t), correspondiente al
vector no decreciente de nodos [tg,t1,ta,t3,t4] y considerando el vector dis-

tancia entre nodos [h1, ha, hs, ha], se obtienen integrando tres veces (4.68) e
introduciendo los valores de (4.70).

En el caso de que 0 < a < 0,5:

e Sity —ahy <t <ty,

(t — tl + ah1)3

o (1) = .
Bec (1) o?hy (h1 + hg)(ahl + (3 —=2a)hs + Oéhg)
eSit= t1,

2
Bo (1) = ahg

(hl + hg)(ahl + (3 — 204)h2 + Oéhg)'

e Sity <t<ty+ aho,

/8 (t) :Oégh,%hQ + 30[2h1h2(t — tl) “+ 3ah2(t _ t1)2 _ (t _ tl)g
“ a2hy(hy + ha)(ahy + (3 — 2a)hs + ahy) :
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e Sit=1t;+ ahs,

ahy + 2ahs
(Oéhl —|— (3 — 204)}12 + Othg) ’

Ba (t) =

oSit1+ah2<t<t2—ah2,

/6 (t) 706}11 + 20éh2 + S(t - tl - Oéhg)
@ - (ahi + (3 — 2a)he + ahs)

OSit:tQ—ahQ,

ahy + (3 — 4a)he
(Oéhl —|— (3 — 204)}12 + Othg) ’

Ba (t) =

OSitQ—Oth2<t<t2,

706}11 + 20éh2 + S(t - tl - Oéhg)

o (t) =
Poc (1) (ah1 + (3 — 2a)he + ahs)
. [Othl + (3 - Oé)hg + (3 - Ot)hg + Oéh4](t - t2 + Oéhg)g
Oé2h2(h2 + hg)(ahl + (3 - QOt)hQ + Othg)(ahg + (3 - 20[)h3 + Oth4) '
e Sit= to,
Ba (t) = ahi + (3 —a)hs

(Oéhl —|— (3 — 204)}12 + Othg)
B ahi + (3 —a)ha + (3 — a)hs + ahy k2
(hg + hg)(ahl + (3 — 2a)h2 + Othg)(OéhQ + (3 — 2a)h3 + Oth4) z

.Sit2<t<t2+ah3,

Bu (1) :Oéh4 + 2ahs + 3(—t + t3 — ahs)
@ (ahyg + (3 —2a)hs + ahs)
[ahy + (3 — a)hs + (3 — a)hg + ahy](—t + t2 + ah3)?
"~ a?h3(hs + ho)(ahs + (3 — 2a)hs + ahs)(ahs + (3 — 2a)ha + ahy)’

e Sit=1ty+ ahs,

ahg + (3 — 4a)hs
(ahg + (3 = 2a)hs + ahs)’

Ba (t) =

oSit2+ah3<t<t3—ah3,

/6 (t) 706}14 + 20éh3 + 3(—t + tg - Oéhg)
@ - (ahyg + (3 —2a)hs + ahs)
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OSitZtg—Oéhg,

ahy + 2h3
(ahy + (3 — 2a)hs + ahs)’

Ba (t) =

e Sity—ahs <t<ts,

_ &3hihg 4 3a®hahg(—t + t3) + 3a(—t + t3)* — (—t + t3)*

fa (t) = a2h3(h4 + h3)(0¢h4 + (3 —=2a)hs + Oéhg)
eSit= ts,

h2
Ba (t) = -

(h4 + hg)(ah4 + (3 - 20&)h3 + Oéhg) '
e Sity <t <t3+ ahy,

(—t +t3 + ahy)?

Ba (t) :a2h4(h4 + h3)(ahg + (3 — 2a)hg + ahs)’

e Sit<t;—ah 6t>1t3+ ahy,
Ba (t) =0.
Si se considera 0,5 < o < 1:

e Sity —ahy <t <t,

(t—t1 4+ ah)?

o (1) = .
ﬁ ( ) OAth(hl + hg)(ahl + (3 - 20&)h2 + Oéhg)
e Sit=ty,

ah?
Ba (1) = .

(hl + hg)(ahl + (3 — 20&)h2 + Oéhg) '
e Sity <t<f2—0¢h2,

/8 (t) :Oégh,%hQ + 3a2h1h2(t — tl) “+ 3ah2(t _ t1)2 _ (t _ tl)g
i a2hy(hy + ha)(ahy + (3 — 2a)hy 4 ahy)
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OSit:tQ—ahQ,

B (1) _a’h+ (1 —a)ha(3a?hy + (1 — o) (4o — 1)ho)
e - a2(h1 + ho)(ahy + (3 — 2a)he + ahs) ’

OSitQ—ah2<t<t1+ah2,

B (1) :Oégh%hg + (1 — a)h3(3ahy + (1 — a)(da — 1)hs)
e a2h2(h1 + hg)(ahl + (3 — 2a)hg + ahg)
3ha(a®hy + (1 — a)(Ba — 1)ha)(t — ta + ahs)
a2h2(h1 + ho)(ahy + (3 —2a)hg + ahg)
3h2(2a —D(t—t2+ ah2)2 —(t—ta+ ah2)3
a2ha(hy + ha)(ahs + (3 — 2a)hg + ahs)
[ah1 + (3 — @)ha + (3 — a)hs + ahy](t — ta + ahs)?
"~ a2hy(ha + ha)(aht + (3 — 2a)ha + ahs)(ahs + (3 — 2a)hs + ahy)’

(] Sit:t1+ah2,
ahy + 2ahs
(Oéhl —|— (3 — 204)}12 + Othg)
+ [Oéhl + (3 — Ot)hg + (3 — Ot)hg + Oth4](1 - 20&)3h§ )
a2(h2 + hg)(ahl + (3 —=2a)hs + Oéhg)(ahz + (3 —2a)hs + ahy)

Ba (t) =

o Sity+ ahs <t<ty,

706}11 + 20éh2 + S(t - tl - Oéhg)

o (1) =
Poc (1) (ah1 + (3 — 2a)he + ahs)
_ [ah1 + B —=a)he + (3 —a)hs + Oéh4](t — 1o + ah2)3
Oé2h2(h2 + hg)(ahl + (3 - QOt)hQ + Othg)(ahg + (3 - 20[)h3 + Oth4) '
eSit= to,
Ba (t) = ahi + (3 —a)hs

(Oéhl —|— (3 — 204)}12 + Othg)
[ah1 + (3 — a)ha + (3 — @)hs + ahy]ah?
(hg + hg)(ahl + (3 — 2a)h2 + Othg)(OéhQ + (3 — 2a)h3 + Oth4)'

e Sity <t <ts3— ahs,

B (1) :ah4 + 2ahg + 3(—t + t3 — ahg)
@ (ahyg + (3 —2a)hs + ahs)
[ahy + (3 — a)hs + (3 — a)hg + ahy](—t + t2 + ahs)?
"~ a2h3(hs + ho)(ahs + (3 — 2a)hs + ahs)(ahs + (3 — 2a)ha + ahy)’
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OSitZtg—Oéhg,

ahyg + 2ahs
(Ozh4 + (3 —=2a)hs + Oéhg)
[ahg + (3 — a)hg + (3 — @)ha + ahq](1 — 2a)3h3
(hs + h2)(ahy + (3 — 2a)hs + ahs)(ahs + (3 — 2a)hy + ahy)’

Ba (t) =

+042
e Sits —ahs <t <ty + ahs,

6o (1) :a3hih3 + (1 — @)h3(3a?hs + (1 — a)(4a — 1)h3)
“ a?(hy + h3)(ahs + (3 — 2a)hs + ahy)
3hs(ahy + (1 — ) (3a — 1)h3)(t — ta — ahg)
a?(hy + h3)(ahs + (3 — 2a)hs + ahy)
3h3(2c — 1)(t — ta — ahg)? — (t — ta — ahs)?
Oéz(h4 + h3)(ahy + (3 — 2a)h3 + ahy)
[ah4 +B—a)hs+ (83— a)he + Oéhl](t — 1o+ Oéh3)3
~ 02hg(hs + ha)(ahy + (3 — 2a)hs 4 ahg)(ahs 4+ (3 — 2a)hy + ahy)’

e Sit=1ty+ ahs,

6o (1) _a’hi+ (1 —a)hs(3a?hy + (1 — o) (4o — 1)hs)
« N a2(h4 + h3)(ahy + (3 — 2a)h3 + ahg) '

o Sity+ahsy <t<ts,

_ &3hihg 4 3a®hahg(—t + t3) + 3a(—t + t3)* — (=t + t3)*

o (t) =
Bec (1) a2h3(h4 + h3)(0¢h4 + (3 —=2a)hs + Oéhg)
e Sit=ts,
ah?
Ba (t) = .

(h4 + hg)(ah4 + (3 - 20&)h3 + Oéhg) '
e Sit3 <t <ts+ ahy,

(=t +t3 + ahy)?

Ba (1) " a2ha(hy + h3)(ahs + (3 — 2a)hs + ah)’

.SitStl—ah16t2t3+OAh4,

Ba (t) =0.
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Apéndice E

Modelado a-spline

E.1. Comportamiento del término de regulariza-
cién

En este apéndice se demuestra que el término de regularizacion (5.14),
correspondiente a dos bases del modelo aPWL separadas una distancia b > 0,
tiene un comportamiento monétono decreciente con respecto al parametro de
suavidad o > 0 para cualquier valor de b y de las constantes c¢; y co. Derivando
la expresion (5.14) con respecto a « se obtiene

Loy [mrd+d), < b/2
2
d||Psf|| _ 3;82 c%+cg+2clcz(2aa—2b) (20;717_%))7 b/2§a§b,
da 3 3_gp2
=% (3 + &+ 2cic2 230 JAoc —6b"ar) +§Z476 a)) , a>b.

(E.1)
Es evidente que la anterior expresion es negativa para o < b/2. En el caso
de que b/2 < «a < b, se puede reescribir (E.1) como

d||P2? f||? — 20— b
M = 8 |:C% +C§ + 2c1090, < aa >:| N (EQ)

do " 3a2

siendo 61 (z) = 2?(x — 3/2). Recordando que el pardmetro de suavidad siempre
es positivo y que, en este caso, b/2 < a < b, entonces 0 < QO‘T*Z’ < 1, por lo que

91<2a—b>'§1;
@

resultando que (E.2) es no positiva, dado que siempre se cumple que 3 + c3 +
2k6102 Z 0 si |k| Z 0.
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De igual forma, cuando a > b, es posible expresar (E.1) segtn

Pz flI* _ -8 b
T = Q C% + C% + 2010292 a s (E3)

siendo 6y (x) = (62% — 922 + 2)/2. Puesto que a > 0, b > 0 y o > b, entonces
0 < 2 < 1. Finalmente, se demuestra que

()
«

por lo que, haciendo uso de la desigualdad triangular, se obtiene que (E.3) es
mayor o igual que cero.

En definitiva, (E.1) es una funcién no positiva para cualquier valor de «, b,
c1 y co considerado, hecho éste que demuestra que el término de regularizacién
propuesto en (5.14) decrece mondtonamente con el parametro de suavidad a.
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Apéndice G
Simbolos y abreviaturas

En este apéndice se describe la simbologia utilizada en la Tesis y se enume-
ran las abreviaturas empleadas.

G.1. Simbologia

A lo largo de esta Tesis se utiliza, en la medida de lo posible, la nomenclatura
propia del procesado de senal. Asi, las sefiales (o funciones) unidimensionales de
variable independiente continua se denotan con dicha variable entre paréntesis,
como por ejemplo

x(t), o bien f(x);

mientras que su transformada de Fourier se escribe como
X(Q) = TF{=z(1)},

siendo 2 = 27 f la frecuencia continua en radianes por segundo.
Por el contratrio, las seniales (o funciones) de variable independiente discreta
se denotan utilizando corchetes, es decir,

z[n],
siendo su transformada de Fourier
X(w) = TF{z[n]},

donde w es la frecuencia discreta.
Respecto a las derivadas (diferencias en el caso discreto), y siempre que no
provoque confusién, se emplea el siguiente formato

(1), o, en el caso discreto, ™M [n).
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En el caso multidimensional, la derivada parcial con respecto a cierta va-
riable utiliza la nomenclatura
of(x)

8331 ’

Para denotar vectores se utilizan caracteres en mintscula y negrita (por
ejemplo, x), letras maytsculas en negrita (A) para las matrices y letras griegas
mintsculas para los parametros (como « o 7). Los espacios vectoriales se de-
notan utilizando letras mayusculas en cursiva (X) y, en ocasiones, con la base
generadora entre paréntesis, como en V(f8,). En dichos espacios, el producto
interno se representa como (x,y) y la norma como ||z||.

Las variables aleatorias se denotan empleando letras griegas maytusculas
en negrita (como @), y su esperanza matematica como E [©]. Respecto a los
procesos estocésticos, se utilizan letras mayusculas en negrita seguidas de la
variable independiente entre paréntesis o corchetes (por ejemplo, X(t) y X[n]).

G.2. Abreviaturas

ACPR: Relacion de potencia del canal adyacente (Adjacent Channel Power
Ratio).

ADC: Conversor analogico-digital (Analog to Digital Converter).

AIC: Criterio de informacion de Akaike (Akaike’s Information Criterion).
AWGN: Ruido aditivo blanco Gaussiano (Additive White Gaussian Noise).
BP: Pareja biortogonal (Biortogonal Partner).

CPWL: Canénico lineal a tramos (CPWL: Canonical Piecewise-Linear).
DAC: Conversor digital-analogico (Digital to Analog Converter).

EPM: Modelo polinémico de envolvente (Envelope Polynomial Model).
FDF: Filtro de retardo fraccionario (Fractional Delay Filter).

FET: Traunsistor de efecto de campo (Field Effect Transistor).

FIR: Respuesta al impulso finita (Finite Impulse Response).

GPIB: Bus de instrumentacion IEEE488.1 (General Purpose Interface Bus).

GRBF: Funcién de base radial generalizada (Generalized Radial Basis Func-
tion).

HEMT: Transistor con gran movilidad electrénica (High Electron Mobility
Transistor).
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HPA: Amplificador de potencia (HPA: High Power Amplifier).
ITR: Respuesta al impulso infinita (Infinite Impulse Response).
ISI: Interferencia entre simbolos (Intersymbol Interference).

LDA: Anemometria Laser-Doppler (Laser-Doppler Anemometry).
LMI: Desigualdad lineal matricial (Linear Matriz Inequality).
LSB: Bit menos significativo (Least Significant Bit).

MAP: Méaximo a posteriori (Maximum A Posteriori).

MARS: Regresion adaptativa multivariable mediante splines (Multivariate
Adaptative Regression Splines).

MDL: Minima longitud de descripcion (Minimum Description Length).
MLP: Perceptron multicapa (Multilayer Perceptron).

MMIC: Circuito monolitico integrado de microondas (Microwave Monolithic
Integrated Circuit).

MOMS: Interpolacion de maximo orden y minimo soporte (Mazimal Order
Interpolation of Minimal Support).

NN: Red neuronal (Neural Network).
NNR: Regresion por vecino méas cercano (Nearest Neighbors Regression).
NRZ: Codigo de linea sin retorno a cero (Non-Return to Zero).

OBO: Nivel de potencia de salida por debajo de la saturacion (Quiput Back-
Off).

PAM: Modulacion por amplitud de pulso (Pulse Amplitude Modulation).

PAPR: Relacion potencia de pico a potencia media (Peak-to-Average Power
Ratio).

PPR: Regresion por busqueda de proyeccion (Projection Pursuit Regression).

PSD-BP: Pareja biortogonal semidefinida positivamente (Positive Semidefini-
te Biorthogonal Partner).

PWL: Lineal a tramos (Piecewise Linear).

QMI: Informacion mutua cuadratica (Quadratic Mutual Information).
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ROM: Memoria de sélo lectura (Read Only Memory).

S/H: Muestreo y retencion (Sample and Hold).

SER: Relacion sefial a error (Signal to Error Ratio).

SNR: Relacion senal a ruido (Signal to Noise Ratio).

SDP: Programacién semidefinida convexa (Semidefinite Programming)
SPWL: Lineal a tramos suavizado (Smoothed Piecewise-Linear).
SQRC: Raiz cuadrada de coseno alzado (Square root Raised-Cosine).
SQRCS: Raiz cuadrada de spline cubico (Square Root Cubic Spline).

SSPA: Amplificador de potencia de estado solido (Solid State Power Ampli-
fier).

SVM: Maquinas de vectores soporte (Support Vector Machine).

TWT: Tubo de onda progresiva ( Traveling- Wave Tube).

UWB: Banda ultra ancha ( Ultrawide Band).

WLAN: Red de area local inalambrica ( Wireless Local Aerea Network).
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