
����������� �� 	��
�����

������������ 	�

�������� 	� ��������������

�������� ����������� �� �������	� 	� ������
������������ �� �������������� ��	���	� � ��������������

����� ������	
 �������		 �	�	 
	 ��������� �
 ����
� �
������ �����	��� 
� ��������	���	��

������
�����������

����� �	��	 ������ ��	�
�	�
�� �� �	��	
��� ������
���	��� �	��	 	��	 �	�	

���

���������� ��	
 �� ���





�����!�	� �
 ������� � 
	 �����

�� �����	� ��������� ���������" ���#���� ����
	� � 
	 $��%����	
� �	��	���	 �� �
 &��	 � �����	 � 
	 ���	
 ' �� ����	������"

(��) �*+���,�

-�� 
	 ����� ����
		 .����	��� ���	��	��� �� �������
� 
� ������
���	���	���� �� 	���������	��� �
���
� � ����	���	����/ 0	 ���
��	
��		 ��� �� ����� ����� �� ��! ���! �� �
 ���	��	 ���� � ���������	
� �� ����	������ � 
	 $��%����	 � �	��	���	 �	1�  � ��������" ' 2��
����� 
	� ���������� �3���	� 	 
�� ��	�	1�� � ������	��

�	��	���"  	'� � 4556

7��� ���	��� �	��	 	��	 �	�	

���





� ������
� � ��	
��





�����������	
��

)� ��� �� 
��	�" 2����� 	� 
	� ��	��	� 	 �� ��	� 	 ���" 	
 ������� � ���	
�����" 	 �	�
�� �	��	
���� 8	� ��	��	� ��� 0	��� � 0���	� ��� �� 	 ���	 '
�	���� ' ���2��" �� �3���� 	
���	 ��	 %	
���	 �� ���� ��	�	1�" ��� �	 ������
� �� ���

	��� ' ������	
 ����	 ������ ���  �� �" 2����� 	��	���� 	 ���	���
�	��	 	��	" �	 ��9� 	 ���" �	 ��9� ������� � �����" �� �����	 �	������	"
�� �������� ' 	'�	� )��� �� 0�����	 

��	� 	 ������ ����� :	����	�
�; ��� ���
�� � ��  ������	� 	 8��� <��8<�" ��� ��� ��� 	������ ' 	����		� 
��=

������ � ����
� ' ��� �� 	��'� �����	��� ' ��� .���	�/� �� ���	
 #�� 	" 2�����
�1	� �����	���	 � 
	 	'�	 ' 	 ���	 2�� 0� ������� ��	��� �	���� 	��� �
���� 
��  �� ���� �
 >���� � ��	�	 ����� �%	��	� � ���	
" ' �� ������	

� �	���" �	%� ?
	���" �	%� 8�����" ����" ,	#	" ����� ' �	�
�� �	
����@
' � �	��	" 
	  �� 2����	 �
 �����" 	��2�� �� ���������	 	 9
�
�  � #	 �
�	" ����� ��� 	  �� �	���" ������ 2��" 	��2�� 
� ��� �
�  �'

����" �� 2����� ' �� 	��	���� ��� 
� 2�� 0	�9�� 0��0� ���  � ��	��� ���� '
�		 ��� � 
�� �	� �  � %�	@ ����� ���	�  ��0	� ���	� ��� ������	� �" 2��
�� �� ����� �	 ��9� 	 %�������"  �� 	 ���� � ��� ���" �� 	��	���� %�����	
�������	����" �	��� ��	��  � �������	�	�� ��� 
	 ����� �� � ��	�� �� 
�
0	��	��" ��� �	 �	��	 �� �	���� �� 0���	�
A ��� �
�� �" >���" 	 �� �� %�' 	 	��	������ �� �� 	��'�" �� �� 	'�	 ��


	 ���������� �
 ��3�� � ���	 �����@ �� �	��� 
� 2�� �� ��� 2�� �� � �����
�
	� �����	 � ��� �

�� �		  � �����
�	 	 
	 0��	 � �3����	�
�" ����	 ����
���� ��� �	�	� � ������������� �		 �	�





�����	

8	 �������
	���� #������	
 �� �� ����
� 	 	
 2�� �� 0	 ��#����	� 
	 ������	
��� 
	 	����B�	" �������� 	 
� 
	��� � 
	 (������	  �
���� � �9����	�
2�� 0	� ������
��	� �� ����
����� ' 	�
��	���� �� ���	� �� � �
 ������	� '
	��
���� � ���	
��" 
	� �� ����	������" �
 	��
���� �� 9����" �
 ����� 	������
��� ����	��" ���� ��� �	" 
	� �9����	� ��
��� ��	� 0	� ��� 
	�  �� ���
�=
�		� �� ���� � ����" � ��
�		�" �� 
	� �
�� 	� 9�		�" ��� 
	 	�	������ �

�� ��
����� � ���	� � �

�" ���	� �9����	� ��
��� ��	� � �������
	���� �� 0	�
����� �� � �	��� � ����	��� �� �
 ������	� � ���	
 ' 
	� �� ����	������"
��� �
 ����� 	 � �������� ����� ��� ���	�� �
 �	��
 ����	������	�
��	� 

�%	� 	 �	�� ��	 ��%����� � 
	� �9����	� ' 
�� ��������� �������� ��=


	��%�� 	 
	 	���3� 	���� #������	
" 
	 �������
	���� ' �
  ��
	�" 
	 ��������
����� 	�	
��	 
	� �����	������ � 
	� �9����	� ��
��� ��	� � �������
	���� :��
������	
 � 
�� ��
����; ��	�� �� ������ �� �����	 �	�� ����� � ����� ��	
��"
�� � ����� ��� �
 ����� �������" 
	 ��������� !���	 ' �
 ����� �� ���	���=
�	
� )
 0��0� � 2��" �� ������� �	��� ���������" 
	� �����	������ � ��0	�
�9����	� ��	� ���������� 	 
	� ������	�  ��	��� 
��  9���� ���%������	
��
�	�	�� �� �
 ����� 	 � ��������" ���%� �  ���%	���� ' 1����!�	���� �	�	

	 ���2��	" �� ���	 �����" � �9����	� ��
��� ��	� ��%���	� 	�
��	�
�� 	 
	
�������
	����=�������������� � ���	
��" 	
  ��
	� � ����� 	� �� 
���	
�� '
	 
	� �� ����	������ ����	
���
�� � ��� ��	 	����	����" �� ������� ��	 ���%	 #	 �
�	 � ��
����" ���=

 ��		 α=��
����" 2�� ����� ���	 
	 C�3���
�	 	����		 ��� 
	 �������
	����
��
���" 	
 ��� ���� ��	 ��	������� �	�	 �����		 ����� ��
���� � ������ 	�=
����	����� ���" �� 0	� ��	���

	� 
	� �3��������� � 
	� �	��� α=��
��� ' 
��
	
����� �� � �������
	���� ���������������� �		 
	 �#����� � � ����	���	
� 
	 �������
	���� 
���	
 ' � 
	 �������
	���� ��
��� �����	" �� �����	 �� ��	=


� �� �	�� �	�����
	� � 
	 �������
	���� α=��
��� 2�� ����������	 ��	 ��
�����
� �� ��� ��� ����� 	 �	� �9����	�" ���� 	 �� ������ ����� �� ���	����	

�� ��� 
	 ������
�	 � ������
	� �����	� �	�	���������	� � 
	 �������
	����"
�� � 
	 ��	%�	" 
	 %	��	��	 � �
 ���	 �����	
�
�		� 
	� %���	1	� 	����		� ��� 
	 #	 �
�	 α=��
���" �� 	 �
�	 �� ��� 	


�



�� ,��� ��

����
� 	 �
  ��
	� �� 
���	
� )� ��������" �� ������� ��	 �3������� �

 ��
� 
���	
 	 ��	 �� �	������  ��	��� �
 � �
�� � 
	 �	�� α=��
��� �� �
#������ � 	���%	����" ������9���� ��  ��
� 2�� ������%	 
	� ������	�� �
�� �
���	 ' �	�	��	 � 	���3� 	���� ������	
�� ' 2�� 	����	 
	� �	�	������=
���	� � ���%	��
�	 ' ��	%�	 �����	� � 
	 �������
	���� α=��
���� �� ��
� 
	 �������	���� �
  ��
� α=��
��� ' � ��  ����
���	 � ������	 �����"
�� ���	 ����� �� ������� �� � �
�� �� �
  ��
	� � ��	��������� ' �� �
  �=
�
	� � 	 �
�!�	���� � �������	 � �	��#��������	� )� ���� �
�� � �	�� ��
0	�� ��� �  ��	� �� ���	
�� ����		=�	
�	 ������	�  ��	��� ��	 �9���=
�	 � �	�	������	���� ��%���	" �	�		 �� ��� �������" 2�� ��� ��� ������� �

�� ����	 ����� �
 	 �
�!�	�� ��	�� �� �3���	 ��� ���	
�� � ��	� 	��0� �
�	�	 ' ��%�
%���� �� �����	���� ��� �	 ���� �� �� 	������ � �3��� 	 � =
����	���	 �� 
�� 	���	
�� ����� 	� � �� ����	������ ����	
�� � �	�	 	��0	
2�� � �
�	�  ��
	������ �� �
�1	��
7��	
 ����" �� 	���	� 	
����� 	������� �
 ����
� 	 � 
	� �� ����	=

������ ����	
�� 	���%��0	�� �
 ������� �	�	
�
�� � ����� 
	�  �� 	� ' 
	
�������
	���� #������	
� �� �������" 		� ��� ������	
�� �	�	���������	�" 
	 ���=

��	���� � 
	� �	��� ��
���" ' � 
	� �	��� α=��
��� ��	���

		� �� ���	 ��=
���" �� � !
���� ���#�� 	����" ������
��	�� � �
� ���	� ����� 	� 		��	��
' 
����� � �����#������	 ����� �� ��
�� ��� ��	 ���	�	�
� �� �
���	 �	���
�� ���	����	
 �� � 0	�D	��� )��	  ����
���	 �� ���������
� � ��� �3���=
�	 	 ��
��� � #�� 	 	�����	��	" 
� 2�� 	��� 
	 �����	 	 ���%�� ������� ���
 �� �" �� ������� ��	 �����	
��	���� � 
	 �����	 � �	��1	� ���������	
�� 2��
���
�'� 
	 ����������� � ��������	 #��������	
 �
��	
 ������%	" 
� 2�� ��� ���
�� ���� �������� �� �� !
���� 		��	��� )��	 �9����	 ��� ��� ��	 � �
�=
 ���	���� 7�, �� ��	�� ����� ' ���������  	�������� 
	� ���������� � ���
��
	 ' 		��	����" �	
 ' �� � �� �� �����	 �� %	��	� 	�
��	������ �������	�
�������		��
)� �!����%	" ���	 ����� 	����	 ��	 ����� � �9����	� ��
��� ��	� �� �
 � =

���� �
 ������	� � ���	
" ������� 	#����	� ���� ��	�� ����
� 	� ���
��	 ���������%	 ������	 	 
	 ����������		 ��� �
 ����� 	 � ��������" '
�������	" �� ��� �����3��" �� ����	� 	�
��	������ �������	� � �������
	����=
�������������� � ���	
��" �  ��
	� � ��������%�� �� 
���	
�� ' � �� �=
���	������ ����	
���



�������

������� 0	� �	�E
� �0� #�������	
 �������
	���� ����
� ����� �0� �	�
����
�� ��" 	� 	 �� ��� �# ���0��2��� 0	%� ���� �%�
��� �� �F����� 	��
��	=
����� ���0 	� ����	
 ���������� 	� 	�	
'���" ��  ����	�����" �� ����	
 	�	
'=
���" �� ����� 	�� �����" ���� � ��� 	

 �0� �������
	���� ���0��2���" �0���
�	�� �� ��
'�� �	
� 	�� ����	�
' �0�  ��� ��  ��
' 	��
��� �� �	�����=

	�" ����� �0� 
	�� ��	��" ��
'�� �	
 �������
	���� ���0��2��� 0	%� �
	'�
	� � ����	�� ��
� �� �� �0� �%�
�� ��� �# ��
����� (�D�%��" ��
'�� �	
 ��=
�����
	���� ���0��2��� 0	%� ��� 	��	��� 	 �� �
	� � �	�� D��0�� �0� ����	

���������� ��  ����'"  	'�� �� �� �0� ���%	
���� �# �0� �	 �
��� �0���� �
7����
'" �0�� �0���� ��%��D� �0� ���0��2��� 	� �0�������	
 �������� ��
	��

D��0 #�������	
 	����3� 	����" �������
	���� 	�  ��

���� �����
'" �� 	�	
'=
��� �0� ���#�� 	��� �# ��
'�� �	
 �������
	���� ���0��2��� : 	��
' ��
����;
D0�� ��	
 ����� ������	��� :����" �%���	 �
���" !���� ��������� �� �� ���	���=
�	
 �����;" 	�� �	E�� ���� 	������� �� �� �0�D� �0	�" �� �� � ��	����	
 	�=
�
��	�����" ��
���=�	�� ���0��2��� �F�� ������ ���#�� 	��� �0	� ���%������	

 ��0�� �	�� �� �0� �	 �
��� �0���� � �0�� #	��  ���%	��� �0�� D��E 	�
1����!�� �0� ��	��0 �# ��%�
 ��
'�� �	
 ���0��2��� 	� D�

 	� �0��� 	��
��	����
�� �F����� ����
� � �� ����	
 �������
	����=��������������" ���
���	� �'��� 
 ��

��� 	� ����	
 ��  ����	������
�� 	 !��� ������������ �# �0�� �0����" D� ������� 	 ��D #	 �
' �# ��
����"

����� 	� α=��
����" D0��0 	

�D� 	 �	�	 ������� 	� ��#� ��	������� ���D���
��
���� �# 	�����	�' ����" �0���#��� �����	���� �0� C�3���
��' �# ��
��� �������=

	����� �0� α=��
��� �	��� 	� ��� ������������ �������
	���� 	
�����0 � 	��
�%�
��� #�� �0�� ��D #	 �
'� �	�����
	� 	�������� �� �	� �� �0� α=��
��� �	���
�0	� 	

�D� 	 � ���0 ��	������� ���D��� 
���	� 	� ����� ��
����� �� 0	� 	 
�D
�� ���	����	
 ���� 	�" 	� �0� �	 � �� �" �� 	

�D� �� ������
 �� � �������
	=
���� �0	�	���������� 
�E� � ���0����" %	��	��� 	� �����	
 	��	�
��� �� �0� 	%	��	��� �# α=��
��� �������
	����" D� �3��� 	� �����	
���

�0� α=��
��� �	��� �� ���
���	�  ��

��� ����
� �� �����!�	

'" �0�� �0���� ���=
����� 	� �3������� �# �0� �	�����	
 �����D��� 
���	�  ��
 �0	� ��������	��� �0�
α=��
��� �	��� 	� 	���%	���� #�������� �0� ��D  ��
 ������%�� �0� �� �
����'

���



�� ��  	�'

	� 	����3� 	���� 	����	�' �# �0� ������	
 �����D��� 
���	�  ��
 	� ���%���
��D 	%	��	��� ���0 	� �0� � ���0���� 	� ���%	��
��' �# α=��
��� �������
	=
����� G� ������� �0� α=��
���  ��
" ��� ��	����� 	
�����0 	� ������� �D�
�F����� 	��
��	����� �� ��  ����	������ �)�7)� ��	�������  ��
��� 	�
0��0 ��D�� 	 �
�!��  ��
���� �� �0� 
	���� �	��" D� ��� 	 ��%�
  �	���� ���
�'��� �0	� 	�2����� �����=������ �� ���	
 ����	
 ���	��� ����� ����	 �
���
���0��2���� �0�� ��� ��� 	 �� �
��� �0	�	������	���� �# �0� 	 �
�!�� #�� D��=
�	� �� ��������	�� ��%�
��� ����� ����	
�" D0��0 	�� �'���	

' ��� ��  ����
����	
 ��  ����	����� �'��� � :#�� ����	���" *7��;�
7��	

'" D� �3�
��� �0� D�

=E��D� �	�	

�
�� ���D��� ��  ����	����� 	�

#�������	
 �������
	���� �� �� � ����	
 ��  ����	����� ����
� �� �����!�	

'"
�0�� �0���� �3�
���� �0� ��� �# �0� ��
��� �	��� :	� D�

 	� �0� α=��
��� �	���;
	� ��
�� �0	���� !
����" �������� ���=#��� 	�  	��0� �'��� � D��0 	 
�D
0	�D	�� 	� �� ���	����	
 �� �
�3��'� �0� �������  ��0��
��' �	� ��
�	��
' �3���� �� �	
 D��0 	�����	�' �0	�� ��
���� 7���0�� ���" D0�� �0�
�����%�� ���� �� � �%���	 �
���" �� 	����� �� ���=#��� 	�  	��0� �����%��
�� �� ������
� 	� 	

=7�, � �
� ���	����� �� �0�� ��" �� �0� �0���� D� ������� 	
�����	
��	���� �# �0� �����0����	
 �	������ �0���' �0	� ��������	��� 	�����	

������	��� �������� �0	� �0� ��	�� �� 	� �����%� !
���� �
��	
 �������� �� 	
#�	���
� 	��������
	���� #�������@ �0�� �� �	� �� #	����� ���� 	 �	�� �#  	��0�
!
����� �0�� ���0��2�� 	

�D� 	� 	

=7�, � �
� ���	���� �# �0� ��	�� ����� 	�
�����%�� D0�
� E������ �0� ��� #��� 	�  	��0� ����������
�� ��  	�'" �0�� �0���� �������� �� � ��D ��
'�� �	
 ���0��2��� 	�

����� �� ������	�� �0��� ��� �� ��	����� 	� 	� 	
����	��%� �� �0� .�	�
� �=
��/ ����� �# %��D ���%� #�� �0� �	 �
��� �0���� � �����%��" �� ��������
��%��	
 ��	����	
 	��
��	����� �# �0� ������� ���0��2��� �� ����	
 �������
	����=
��������������" ���
���	� �%����  ��
��� 	� ����	
 ��  ����	������



�	���� ��	����

"����� �

����� ���

#� �����
���	�� #

H�H� �������� � �������
	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � H
H�4� �
	���	 ����� '  ���%	���� � 
	 ����� � � � � � � � � � � � � � � I
H�I� *��	���	���� � 
	 ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � J

$� ��������� ����	��� %

4�H� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K
4�4� )��	��� � ���	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K
4�I� ����3� 	����" �������
	���� '  ��
	� � � � � � � � � � � � � � HI

4�I�H� ��
��� ��� �� � �������
	���� ' 	���3� 	���� � � � � HL
4�6� ����3� 	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HM

4�6�H� ����3� 	���� �  ��� � ����� ��	������ � � � � � � � � HJ
4�6�4� ����3� 	���� ���#�� � �  ��� 	3 � � � � � � � � � � � � 45

4�L� �������
	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4H
4�L�H� )
 ����� 	 � �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 44
4�L�4� �9����	� � �������
	���� ��
��� ��	� � � � � � � � � � � 44
4�L�I� ��%�������	 � 
	 �������
	���� ��
��� ��	 � � � � � � � � 4I
4�L�6� ��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 46

4�M� �������� ' �������������� �� ���	���� � (�
���� � � � � � � � � I5
4�M�H� ,�%����� �
 ����� 	 � �������� � � � � � � � � � � � � I5
4�M�4� �������� �� ���	���� ��%	��	���� #����� 	 ���
	�	 ������ II

4�J� ���
	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IM
4�J�H� �9����	� ��
��� ��	� �  ��
	�� �������	������ ��=

���	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IJ

�



�� N+���) >)+),�8

&� ����	��� ���	��	��� �� �������
� 
� ����� '#
I�H� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6H
I�4� �������
	���� ���� #����� 	 
	 �������
	���� ��
��� � � � � � � � � 64

I�4�H� ���
� � 
	 ���	
 	 �������
	� � � � � � � � � � � � � � � 64
I�4�4� �� �
	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6M
I�4�I� ��������� � 
�� ����
�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � LI

I�I� �������� �� �
�����  ��	��� !
���� � 8	��	��� � � � � � � � L6
I�I�H� �� ����	���� � ���	�� #�	�����	��� � � � � � � � � � � LL
I�I�4� 7�
��� � 8	��	��� � ���	�� #�	�����	��� � � � � � � � � LM
I�I�I� ���
���� �
 ����� � �������
	���� � � � � � � � � � � � � LJ
I�I�6� �� �
	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MH
I�I�L� ��������� � 
�� ����
�	�� � � � � � � � � � � � � � � � � MI

I�6� ����
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � M6

'� α(���	��� )*
6�H� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ML
6�4� 7	 �
�	 α=��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MM

6�4�H� ������	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MO
6�I� ?	�� α=��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � J5
6�6� �������
	���� α=��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � J6

6�6�H� ��
�����  	�����	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � J6
6�6�4� ��
�����  ��	��� !
��	� ����	
 � � � � � � � � � � � � � JM
6�6�I� �������
	���� ����	  ��	��� α=��
���� � � � � � � � � � O5

6�L� α=��
��� �	���	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � O4
6�M� ��	%�	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � � � � � � � � � � � � � � � O6

6�M�H� �������� � ��	%�	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � OL
6�M�4� ��	%�	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � ���	
�� ���� �=

����	� �������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � OM
6�M�I� ��	%�	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � ���	
�� 	
�	����	� K5

6�J� <	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � � � � � � � � � � � � � � � KL
6�O� &��	 �����	
 � 
	 �������
	���� α=��
��� � � � � � � � � � � � � KO
6�K� �� ����	 ����� � 
	 �������
	���� � � � � � � � � � � � � � � � H55
6�H5� >����	
��	���� �	�	  ������� �� ���#�� � � � � � � � � � � � � � H54

6�H5�H� ?	�� α=��
��� �� ���#�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � H54
6�H5�4� �������
	���� α=��
��� �� ���#�� � � � � � � � � � � � � � H56

6�HH� �� �
	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � H5J
6�HH�H� �������
	���� α=��
��� � ����� � � � � � � � � � � � � � � H5J
6�HH�4� �������
	���� α=��
��� � ���� �
	��� � � � � � � � � � � HH5

6�H4� ��
��	������ � 
�� α=��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HH5
6�H4�H� ������
 � ��	%�	" %	��	��	 � ���	 �����	
 �� 
	 �����=

��
	���� α=��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HH5
6�H4�4� �������
	���� α=��
��� � ���	
�� �� ���	����	��	� � � � � HHH
6�H4�I� �������
	���� �� ���#�� � α=��
��� � � � � � � � � � � � � HH4



N+���) >)+),�8 ���

6�HI� ����
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HHM

*� ��
���
� α(���	�� ##+
L�H� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HHJ
L�4� ���
� α=��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HHK

L�4�H� )
  ��
� 
���	
 	 ��	 �� �	������ � � � � � � � � � � � � HHK
L�4�4� ��	%��	� � 
	 #������ %	
�� 	���
��� � � � � � � � � � � H45
L�4�I� )
  ��
� α�G8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � H4I
L�4�6� ��	%�	 �
  ��
� α�G8 � � � � � � � � � � � � � � � � H46
L�4�L� )�����	 ����� �
  ��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � H4O
L�4�M� )��� 	���� �
 �	�� ���� � ��	%�	 � � � � � � � � � � HIH
L�4�J� �����	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HII

L�I� ���
	� � 	 �
�!�	���� � �������	 � � � � � � � � � � � � � HII
L�I�H� )��	� �
 	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HII
L�I�4� ����� 	 � �	�	������	���� �	�	� �� ��� ������� � � � HIL
L�I�I� ���	� �3���� ���	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � HIO
L�I�6� ,���
�	�� ' �� �	�	���� �  ��
�� � � � � � � � � � � H6I

L�6� ���
� ��	� ���	
 � �� ��	������� ()�� � � � � � � � � � � � � HL6
L�6�H� ,���
�	�� �
  ��
� α�G8 � � � � � � � � � � � � � � � HLL

L�L� ����
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HLO

)� ����	��� ������������	�� �� ����	���	���� #)#
M�H� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HMH
M�4� ��������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HMI

M�4�H� �����#������	 ����� �� ��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � HMI
M�4�4� 7�
��� 		��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HM6

M�I� �� ����	������ ����	
�� %���	� �� � ����
� 	 � �������
	���� HML
M�6� ����� 	� � �� ����	���� �	�	�� �� ��
���� � � � � � � � � � � HMJ

M�6�H� �������
	���� ��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HMO
M�6�4� 7�
��� ��
��� ������ �	�	 �� ����	������ 
����� � ��� '

		��		� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HJ5
M�6�I� �������� ��
	��%�� 	 
	 � �
� ���	���� � � � � � � � � � � HJI

M�L� ����� 	� � �� ����	���� α=��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � HJM
M�M� ������ � ����� 	� � �� ����	���� 		��	�� ' ��� ��� � � � � HJO

M�M�H� ��
����� 
���� � ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HO5
M�M�4� ��
����� 		��		 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HO4
M�M�I� �������� ��
	��%�� 	 
	 � �
� ���	���� � � � � � � � � � � HOI

M�J� � �
� ���	���� 7�, �� ����� 	� ��� ����� ������� � � � � � � HO6
M�J�H� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HO6
M�J�4� �
	���	 ����� �
 ����
� 	 � � � � � � � � � � � � � � � � HOL
M�J�I� �	��1	� ���������	
�� � #	�� 
���	
 � � � � � � � � � � � � HOO
M�J�6� �	��1	� ���������	
�� �� ��!��	� ������%	� � � � � � � HKH
M�J�L� )1� �
�� � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HKI



���� N+���) >)+),�8

M�O� ����
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HKL

+� �������	����� �������	���� � ������ ,������ #%%

J�H� ����
������� ' 	����	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HKK
J�4� 8���	� #����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 456

J�4�H� � �
� ���	���� 7�, �	��	
 � 
	 �������
	���� ��
��� '
α=��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 456

J�4�4� �������
	���� ����	 α=��
��� �� 
	 �����	���� � ���!���
I� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 456

J�4�I� �������
	���� 		��	��%	 ��� ������
 � ��	%�	 � � � � 45L
J�4�6� ����� 	� � �� ����	������ � � � � � � � � � � � � � � � � 45L
J�4�L� ��2���	 � <������� ������� ��� ���
�� α=��
��� � � � � 45L

-� .	���� 
� �����
� ,����	����	� 
� /������� $0+

��H� ������ � !
��� ��� ��������	 #��������	
  �3� 	 ���� �
	�	 � 45J

1� 1��� 
� "	��! α(���	�� $0%

?�H� ���	� ,���� � 
	 �	�� α=��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 45K

�� 2��	��!� � ���3	
�
 
� 	���������	�� α(���	�� $##

��H� ���������
	������ �
 !
��� ������ α=��
��� � � � � � � � � � � � 4HH
��4� <	��	��	 � ���	
�� ���� �����	� �������	� � � � � � � � � � � � 4H4
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��� � ���	
�� �
	��	� 4HM
��I�4� <	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � ���	
�� 	
�	����	�
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��6� &��	 �����	
 � ���	
�� ���� �����	� �������	� � � � � � � � � 4HJ
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H�H� �� �
�1�	 � ������	� �9����	� �������
	����	�� � � � � � � � � 6

4�H� 	; ����3� 	����" �; �������
	���� ' �;  ��
	�� � � � � � � � � H6
4�4� )�2�� 	 �  ������� ' �������������� ���	� ��� �
 ����� 	

� ��������" ��� h(t) = ϕ(−t) = ϕ(t) = sinc(t) P$����55Q� � � I4
4�I� )�2�� 	� �  �������� 	; 	���3� 	����  ��� ���	�����	@ �;

�������
	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � IL

I�H� 8	 ���	
 � %��� 	; �������� ��� ���" �; !
��� � �����	����
��#� 9����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6J

I�4� )�2�� 	 � 
	 �������
	���� � ���	
�� �������	 ���� 
� ��		�
�� �	�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6O

I�I� �������
	���� � ���	
�� �������	 ���� 
� ��		� �� �	�	� <	=

���� �	�	 
�� 2�� �� ���	
	� 
	� �����	������ � 
	 �������
	����
��
��� ' ���� :
���	 �������	;@ ' ��
��� ' ���� �����		 :
���	
���������	;� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 6K

I�6� �������
	���� ���� ' ��
��� � ���	
�� �
	��	� ��� #��������	  �=
3� 	 ��������	 �3�������	
 ����� � � � � � � � � � � � � � � � � L5

I�L� �������
	���� ���� ' ��
��� � ���	
�� �
	��	� ��� #��������	  �=
3� 	 ��������	 ���#�� � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � LH

I�M� �������
	���� � 
	 ���	
 � %��� 7�
��� 	�����
	�	 ����� ��	
� � L4
I�J� �������
	���� � 
	 ���	
 � %��� 7�
��� 	�����
	�	 ����� � ����

��0�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � LI
I�O� CN (D) �� #������ �
 ���� �
 !
��� �	�	 �� ���	�� #�	�����	


� d = 0,5� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MH
I�K� +� ��� � ���� �����!�	��%�� �	�	 ������� ������ �
 !
��� ��

#������ �
 #	���� � ����� �������� �� �
	���� �� 
���	 ��
�	
' ������	 �� 
���	 ���������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � M4

I�H5� )�2�� 	 � 
	 �������
	����  �
���	�	� � � � � � � � � � � � � � � MI

��
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6�H� ?	�� α=��
���" β
[p→p+q]
α (t)" �	�	 p = 1, 3, 5" q = 2 ' α %	��	��

����� 5 ' H� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � MO
6�4� ?	�� α=��
���" βα (t)" �	�	 �������� %	
���� �
 �	�� ���� α� � � JH
6�I� ����%		� � 
	 #������ �	�� α=��
���" �	�	 �������� %	
���� �


�	�� ���� α� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � JI
6�6� )�2�� 	 � �������
	���� α=��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � JJ
6�L� �������
	���� α=��
���  ��	��� !
��	� ����	
� � � � � � � � � � JO
6�M� α=��
��� �	���	
� ��������	 	
 � ��
��� � � � � � � � � � � � � � � OI
6�J� α=��
��� �	���	
� ��������	 �� #��������	� � � � � � � � � � � � � O6
6�O� ����%		 �����	 � 
	 �������
	���� α=��
��� ���� �����	� 	;

���%	���� �������	" �; ���%	���� ������	� � � � � � � � � � � � OM
6�K� ,����� :���	 �� ���		; ��� 
	 ��	%�	 � 
	 �������
	����

α=��
��� ������ ��� α� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K5
6�H5� �������	 � ������� � 
	 �������
	���� α=��
��� � ���	
�� �
	�=

�	� � �������	 ���	 ' �� ���%		 #����� 	 α� � � � � � � � � K6
6�HH� �� ����	 ����� �������� 	 α � 
	 �������	 � ������� :��	�;"

%	��	��	 :������;" ���	 �����	
 :�0	�; ' 
	� ���������������
���%		� :	�	1�; � 
	 �������
	���� α=��
��� � ���	
�� �
	��	�
� %	��	��	 ���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � H5H

6�H4� ,������� :���	� �� ���		�; ��� 
	 ��	%�	 :��2����	;" 
	
%	��	��	 :������; ' �
 ���	 �����	
 :����0	; � 
	 �������
	����
α=��
��� ������� ��� α� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � H54

6�HI� ?	�� α=��
��� :	����	; ' �� ������	 ���%		 :	�	1�; ���������=
������ 	
 %����� � ���� [−2,−0,4, 0,8, 1,4, 2] �	�	 α = 0,2
:��	�; ' α = 0,7 :�0	�;� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � H5I

6�H6� �������
	���� ' �	��� α=��
��� �	�	 �� ���1���� � ���� 	� H5L
6�HL� �������
	���� α=��
��� � ��	 ���	
  �
������ ' �� �����	 �=

��%		 �	�	 α = 0,3 ' α = 0,8� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � H5K
6�HM� �������
	���� α=��
��� � ��	 ���	
  �
������ �	�	 �������� %	=


���� � α� �� ��2����	 	 ����0	� �������	 � �������" %	��	��	
' ���	 �����	
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � H5K

6�HJ� �������
	���� α=��
��� � ���	
�� �
	��	� :%	��	��	 ���;� �� ��=
2����	 	 ����0	� �������	 � �������" %	��	��	 ' ���	 �����	
� HH5

6�HO� �������
	���� α=��
��� :	����	; ' �� ���%		 �����	 :	�	1�;
���
��	��  �
���
�� %	
���� � α� � � � � � � � � � � � � � � � � � HHH

6�HK� �������
	���� �� ���#�� � α=��
��� :α = 0,328; #����� 	 �9����	�
++," �G8 ' ��
��� �����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HHI

6�45� �� �	�	��%	 � �9����	� � �������
	���� �� ���#�� � 	�
��		�
	 
	 %�
���	 � �� C�1� �����
����� � � � � � � � � � � � � � � � HHL

L�H� 7������ � ��	%��	� α=��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � H44
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L�4� 7�������� � ��	%��	� :	����	; ' ��� �� ��� ��	� ���%		�
�	�	 ��	 ���%	���	 K = 4 :α = 0,5;� � � � � � � � � � � � � � � � H4I

L�I� 7������ �	�� ϕ (〈ν,x〉 − β, α) �� �� ���	��� ��� ������	
 ' ��	
#������	 �!��	 ��� 
	 ����	 x1 − 0,25x2 = 0� � � � � � � � � � � H46

L�6� ,����� � ������	���� �	�	 �� ���	��� � ����		 ��� ������	
� H4J
L�L� )�2�� 	 � �	�	������	���� �� ���	
 � (�� � �	��#������=

��	� 	; ��	�����	
" �; ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � HIO
L�M� ?	��� � �	�	������	���� � 	 �
�!�	����  ��	��� �9����	 �

��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HIK
L�J� �����	 �������	
 � �������	 � ����		 :	����	; ' �	
�	 :	�	=

1�; �	�	 ��	 ���	
 *7�� :BWi = 1 �(�" Pi = 0,3 ? ;� � � � H6H
L�O� � �
��� � 
	 ��%�
%���� �� �
�1	 �	�	 ��	 ���	
 *7�� ���

BWi = 1 �(� ' Pi = 0,3 ? � � � � � � � � � � � � � � � � � � � H64
L�K� >��!�	 ����		=�	
�	 � 
	 	 �
��� � 
	 ��%�
%���� �� �
�1	

� ��	 ���	
 *7�� :BWi = 1 �(�" Pi = 0,3 ? ;� � � � � � � H64
L�H5� >��!�	 ����		=�	
�	 � 
	 	 �
��� � 
	 ��%�
%���� �� �
�1	

� ��	 ���	
 ��?=�� :BWi = 40 R(�" Pi = −1,6 ? ;� � � � H6I
L�HH� ������
	���� 	 
	 �	
�	 �
 	 �
�!�	�� �	�	 ��	 ���	
 � ��=

��		 *7��=M6-�� :BWi = 10 �(�" Pi = 3 ? ;� � � � � � H66
L�H4� ���
� ��
��� ��� � ��%�
%����� � � � � � � � � � � � � � � � � � H6J
L�HI� ��#�� 	����  ���	 ��	�����	 ����� yI [n] ' xI [n−k] �� #������

�
 ���	�� k �	�	 ��	 ���	
 � ����		 *7��=-��R ��� Pi =
9 ? ' �#������� 	��0�� � �	�	� � � � � � � � � � � � � � � � HL5

L�H6� ���	
 � �	
�	  ��	 :
���	 � ������; ' ���� 		 ��� �
  �=
�
� α�G8 �	�	 ��	 ���	
 � ����		 *7��=-��R � BWi =
6 �(� ' Pi = 3 ? � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HLH

L�HL� �), �	�	 ��	 �������	 � ����		 � Pi = 0 ? :��2����	; '
Pi = 9 ? :����0	;� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HLI

L�HM�∆���, �	�	 ��	 �������	 � ����		 � Pi = 0 ? :��2����=
	; ' Pi = 9 ? :����0	;� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HL6

L�HJ� ���%	� �3���� ���	
�� ' �����		� ��� �
  ��
� α�G8 �	�	
�
 ��	������� ()�� :��
	���	����� Vgs0 = 0 <" Vds0 = 2 < '
Po = 1  G;� 	; ��������� � ���	��" Ids" �; ���%		 ���
�������� 	 vgs" �; ���%		 ��� �������� 	 vds� � � � � � � � � � � HLO

M�H� ����� 	 � �� ����	������ ����	
�� �	�	 �	��� 	; ��2�� 	 ��=
���	
" �;  ��
� �2��%	
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HM4

M�4� 7�
��� � +'2���� ��� #	���� � ������ r = 0" 0,5 ' 1� 	; ���=
�����	 	
 � ��
��" �; ��������	 �� #��������	� � � � � � � � � � � HM6

M�I� )�2�� 	 � �������� � �� ����	������ ���	
�� �	�	 �	��� � HML
M�6� �	�	
�
�� � �������
	����=�� ����	������� 	; ����� 	 �2��%	
��=

�� � �� ����	������ ����	
�� �	�	 �	��" �; ����� 	 �������
	=
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HMJ
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M�L� 7�
��� ���#�� 	�� ϕm(t/T ) � ��	� m = 3, 5, 9 ' ∞� 	; ���=
�����	 	
 � ��
��" �; ��������	 �� #��������	� � � � � � � � � � � HJ5

M�M� ����� 	 � �� ����	������ �	�	� �� ��
����� 	; ��2�� 	 ��
		��	�" �; ��2�� 	 		��	�� � � � � � � � � � � � � � � � � � HJH

M�J� �����	 �������	
 � �������	 � 
�� ��2�� 	� �  ��
	����
�	�	�� �� ��
���� #����� 	
 ����� 	 +,S� � � � � � � � � � � � � HJ4

M�O� ��	��	 	 � �1� � ���#�� 	���� ��
��� #����� 	 ������ 	
�	�� HJI
M�K� ����		���� � ?), ���� 	
 �����	 ����� � 
�� !
���� ���=

�	
�� ��	�� ���� ' ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HJ6
M�H5� � �
� ���	���� �
 ��	�� ���� ��
��� ������� 	; ���	��� �� 		�=

�	�" �;  �
����%�
 �� 		��	�" �; 		��	�� � � � � � � � � � � HJL
M�HH� ����� 	 		��	� � �� ����	������ �	�	� �� α=��
����� � � � HJJ
M�H4� �����	 �������	
 � �������	 � 
	 ���	
 ��	�� ���	 ��	��

���#�� 	���� α=��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � HJO
M�HI� ��	��	 	� � �1� � �� ����	������ ��� ���#�� 	���� α=��
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� �	���" �� ������� ��������� 
	 #������ � 	���%	���� %	
�� 	���
��� �

 ��
� ��G8 ��� ��	 #������ �	�		 �� �
 ���
�� α=��
���" �������=
��� 	��  ��
�� ���%	�
��" ��� ��	��������� ��	%�� ����� 
	� ������	�
�������� �
 ���	��� � ����		 ' ��� ��	 ��	%�	 ������
	�
� ��	��	� 	

�	�� ���� α� )� ���� � ����" �� �������	� �� 	�
��	������� �
  ��
	�
α=��
��� � 	 �
�!�	���� � �������	 �	�	� ��  ��	� �� ���	
�� �
����		=�	
�	 ������	�  ��	��� �9����	� � ��� �������" ' �
  ��
	=
� α=��
��� � ��	� ���	
 � ��	��������� ()�� �� ����� 	 �
� ��	����
�����	�

)� �
 �	����
� M �� 	����	 ��	 %����� ��%���	 � 
	� �� ����	������
����	
��" 2��" 0	����� ��� �
 �	�	
�
�� � �3������� ����� 
	�  �� 	� '
�
 ������� �������
	�����" ��� ��� 	#����	� ��� ���	 %�������� �
 �����
� ����� 	� � �� ����	������ 		��	�� ' 
����� � �����#������	 �����
�� ��
��� �� ���	  	���	" �� �������� 
	� �9����	� �	�	 �
 ����� � ���=
�� 	� � �� ����	������  ��	��� �
 ��� � ��
���� �	�	" ��������� ����"
�����	
��	� 	 ��
��� ���#�� 	���� � #�� 	 	�����	��	� �� � ����	�� ��=
 � 
�� ����� 	� 	�� ����	�� ����
�	�" �	1� ���� ��		� ��������	���	�"
 �� �!������� ' �����

�� � � �
� ���	� 2�� 
�� 0	����	
 ���� � �
�	=
��� ������	
 ����" �� ������� 
	 	�
��	���� � 
	 �����	 � 
	� �	��1	�
� !
���� ���������	
�� �	�	 ����	� ����� 	� � �� ����	������ 		��	=
�� ' ��� ���" � �
� ���	�� �3�
���%	 ���� ��� !
���� � ��������	 	

� ��
�� !���	 :7�,� �
�
�� ������� ��������;�

��� �
�� �" �
 �	����
� J ���� � 
	� �������	
�� 	����	������ �
 ��������
��	�	1� � �����" 	�� �� � 
	� ����
������� 2�� �
  �� � �� ���%	� '

	� #����	� 
���	� � ��	�	1� 2�� ����� �� �
��	� ' 	 �
�	� 
� 	2��
�������	��



�������� 	

��	���
�� 
�������

���� �
�������	�


)� ���� �	����
� �� �������	� 
	� �9����	� ' 
�� ��������� �������� ��
	��%�� 	

	�  	����	� ��	�		� �� ���	 ������ ��� �������	 ����" �� ���#����	�� �� 
��
��������� ' 
	 �����	 	����		 	 
	 	���3� 	���� #������	
" 
	 �������
	���� ' �

 ��
	�" ��� ������	
 	������� 	 
	� �9����	� ��
��� ��	�� ���  �� �" �� ���=
����	�� 
	 �����	 �  ������� �� ���	���� � (�
���� 2�� ���
��	 
	 #�� �
	����
��	�����	
 � �������
	����=	���3� 	����= ��������

���� ����	� �� ����

)� ���	 ������� �� �������	� 
�� ��������� ��
	��%�� 	
 ���	��� � ���	

P�	%��JL" (������KM" ����55Q" �!����� 
�� ���	���� %������	
��" 
�� ���	����
 9������" 
�� ���	���� %������	
�� ��� 	�� ' 
�� ���	���� ��� 	�� ��� ���=
���� �������" 
� 2�� ��� ����� ��������� �
 �������� � ���'������� ,���
�	
�����	���" 	� ��" �������	� 	
����� ��������� ������� ����� ���	���� %������	=

���

��8�	�	�� $�# 94����	� /	����: �� �����
� �
���� � �����
� 	�����
�� �
�����
X � �� �� �������� �� ��������� �	��������� x� y�� � � � ���� ��� ��� �� �� ��� ���
������
���� �� ���� � �������� �������! ����� ��� ���������� x,y ∈ X � �"
���
�� �������� ���� ���� x + y ∈ X # � ����� �� �������� x ∈ X � �� �������
α� �"
��� �� $�
�� �������� ������� αx ∈ X � ��%�� ������
���� ������� ���
�
&�
����� ����
������!

�� x + y = y + x#

��� x + (y + z) = (x + y) + z #

K
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���� �"
��� �� $�
�� �������� 0 ∈ X ��� ��� x + 0 = x ���� ���� x ∈ X #

��� ���� ���� x ∈ X �"
��� �� $�
�� 
�	����� −x� ��� ��� x + (−x) = 0#

�� α(βx) = (αβ)x ���� ���� α, β ∈ R � x ∈ X #

��� α(x + y) = αx + αy#

���� (α + β)x = αx + βx#

����� 1(x) = x�

$� �1� �
�" ����	� ��� L2 " �� �
 ���	��� � #�������� � ���	
�� ��	��=
���	 ���� ������	�
�� �� �
 �����%	
� [a, b]" �� ����" �
 ���1���� � ���	
�� 2��
�� �
��

∫ b

a f2(t)dt <∞�
��8�	�	�� $�$ 9��
����
���	� /	����: ���� �� ��%�������� T �� �� ��
���
� �
���� X � �� �
�� ��� T �� �
��������� 
�������
���� �
 ���� ���� ��%���
�����  �
�� �� 	��'� �� T ���� ������� {x1,x2, . . . ,xm}� �� $�
�� �������� ��
��������� ��� ���
�(���� �� �����
)�

c1x1 + c2x2 + · · ·+ cmxm = 0

�� �� �����
)� ��
	
�� c1 = c2 = · · · = cm = 0�

)� �	�� 	
 �������� � ����������	 
���	
" �� �����
� ���� ��	� 
	 �=
 ������ � �� ���	����

��8�	�	�� $�& 9�	���	��: �� �����
� 	�����
�� �
���� X ����� �
����
)�
n �
 �� ���
%�� ��������� ���� �*"
�� n 	������� �
��������� 
�������
������

��	�� �� ��	�	1	 ��� ���	
�� :� #��������; �������������� 	 �� ���	���"
����
�	 � �����9� ������� � ��	  ��	 � .���	���	/ ����� �

	� 2�� ��	
�������	 ��� �
 ����� � %���	  	�� ����� ' �����!�	��%	 ��� �
 ����� �
%���	 #������ ����� 	�� �
 �������� �  9����	 ' 
	 �!������ � ���	����  9�������

��8�	�	�� $�' 94����	� ����	��: �� �����
� �+��
�� �� �� �����
� �
����
��� ��� �+��
�� ����
��� d� � �� ������ (X , d(·, ·))�� ,� �+��
�� �� ��� (���
)�
��
�
-��� ���� �	����� �� �
�����
� ����� ��� ��������� ��������
����� �� �����
�
X � ��� ��%� �����
� ��� �
&�
����� ����
������ ���� ���� x� y ∈ X !

�� d(x,y) = d(y,x)#

��� d(x,y) ≥ 0#

���� d(x,y) = 0 �
 � �)�� �
 x = y#

��� ���� ���� x� y� z ∈ X � d(x, z) ≤ d(x,y) + d(y, z)�



4�4 )��	��� � ���	
 HH

)� �
 � ���� �
 ������	� � ���	
" �� 0	����	
 ���������	� 
	� ��������	�
������	� �� � %������� :� � ������ !���	;� )�  ��" �� �����
� �3����� ��0�
�
	���	 ����� ' �������	� 
	� ���	
�� �������	� �� � %������� � � ������
��!���	� )� ��
	���� ��� 
�� ���	���� %������	
��" �� �� �� 0	�
	� ����� 
	 
��=
���� ' 
	 �������� � %�������� ���" �
 ��������  	�� ����� 	����	� 	 
	

������ � �� %����� �� 
	 ��� 	" 
� 2�� ��� ������ 	 �������	� 
�� ���	����

���	
�� ��� 	��@  �����	� 2�� �
 ����
� ����� �� %������� �� 	����	 ��� �

������� �������" 2�� �������� 	 
�� ���	���� ��	�� � ������� ��������

��8�	�	�� $�* 94����	� /	���� ;���
�: �� �����
� �
����� X � �� �
��
��� �� �� �����
� �
���� ������� �
 ���� ���� ��������� x� ��� �����
� ���*
�� �
�� �� �$���� ����� ���
&���� ��� ‖x‖ � �����
���� ����� �� x� �
�.�
�����
� �
���� ������� �� ������ ��� (X , ‖·‖)� � �� ����� ��%� ������ ���
�
&�
����� ����
������!

�� ‖x‖ ≥ 0 ����
�
	
����#

��� ‖x‖ = 0 �
 � �)�� �
 x = 0 ��������
)��#

���� ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ ���� ���� ������� α �.���&���
����#

��� ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ����
&������ ��
��&������

)� #���
 �����%	� 
	 �� �
��� ����� ��� 	 '  9����	@ � 0��0�" ��	 ����
�!����� �� #������ � 
	 ���	�� ��� �1� �
�" �� ‖x‖ �� ��	 ��� 	" ��������
d(x,y) = ‖x− y‖ �� ��	  9����	� �� #�� 	 	
����	��%	" �� d �� ��	  9����	 �
�� ���	��� 
���	
" �������� �� �����
� �!��� ��	 ��� 	 �� � ‖x‖ = d(x,0)" ��
����" �� 
	 ���	���	 �
 %����� x 	
 ������ �
 ���	��� %������	
�
)� ���	���� %������	
�� n=� ������	
�� �� � �
�	� 0	����	
 ���� 
	� ��=

�������� ��� 	��

+�� 	 l1� ‖x‖1 =
∑n

i=1 |xi|�

+�� 	 lp� ‖x‖p = (
∑n

i=1 |xi|p)1/p�

+�� 	 l∞� ‖x‖∞ = máx
i=1,...,n

|xi|�

)
 �2��%	
���� � 
	� ��� 	� 	��������� �� �
 �	�� � #�������� �!��	� ��
�
 �����%	
� [a, b] ����

+�� 	 L1� ‖x(t)‖1 =
∫ b

a
|x(t)|dt�

+�� 	 Lp� ‖x(t)‖p =
(∫ b

a |x(t)|pdt
)1/p

�

�$��
� ���������� �� 
�%���� 
� ���� ������� !�� ���� 
�%�
�� �� ������������� ���
� ������� " �� ����� ������� !�� � �� 
�%���� 
� ������� ���� � �� ���������
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+�� 	 L∞� ‖x(t)‖∞ = sup
t∈[a,b]

|x(t)|�

��8�	�	�� $�) 94����	� 
���
� 
� 6��
���� �������: �� �����
� 	��
���
�� �
����� X � �� �
�� ��� �� �� �����
� ������ �� �������� 
������ �
 ����
���� ��� ���������� x � y� �� �� �� �� �$���� ����� ���
&���� ��� 〈x,y〉 �
�����
���� �������� 
������� ��� ��� �
&�
����� ����
������!

�� 〈x + z,y〉 = 〈x,y〉 + 〈z,y〉 ��
����
����#
��� 〈x,y〉 = 〈y,x〉 ��
����'��#
���� 〈αx,y〉 = α 〈x,y〉 ���� ���� ������� α �.���&���
����#

��� 〈x,x〉 > 0 �
 x �= 0 � 〈x,x〉 = 0 �
 � �)�� �
 x = 0 ����
�
	
�����

�
����� �1� �
�� � �������� �������� ����

������� ������� ���
��� �� ���	��� n=� ������	
�

〈x,x〉 =
n∑

i=1

xiyi

������� ������� � #�������� �!��	� �� [a, b]�

〈x(t), y(t)〉 =
∫ b

a

x(t)y(t)dt

$�	 �������� � �����9� �� �
 0��0� � 2�� �
 ����	�� ���%�
����� �� ��
������� �������" ����

y(t0) = (x(t) ∗ h(t)) |t=t0 =
∫ ∞

−∞
x(τ)h(t0 − τ)dτ = 〈x(t), h(t0 − t)〉 ,

�� ����" 
	 ����	���� � !
��	� :' 
	 ��������� �
 %	
�� � 
	 �	
�	 �� ��
����	��� � ��� �� !1	�; �� �2��%	
���� 	 �%	
�	� �� ������� ��������

��8�	�	�� $�+ 94����	� �������: �� �����
�� X � �� �
�� ��� �� ������
�� �
 ���� ���
� �� ����.� � ���	��&� �� X �

)� ��������" �� X �� �� ���	��� 
���	
 ��� 	� �� �
��� ' �	�	 ��	
2���� ε > 0
�� �����
� �������	� �� N > 0 �	
 2��

‖xm − xn‖ ≤ ε" ��� m, n ≥ N,

�������� �3���� �� �
� ���� x ∈ X �	
 2��

ĺım
n→∞ ‖x− xn‖ = 0.

�&� �������� {xn} 
� � ������� ������� X �� �� ����� 
� '���(" �� ������ !�� ����
����!���� ε > 0 ������ � N > 0 ��� !�� d(xn,xm) < ε ���� ����!���� m, n > N �



4�I ����3� 	����" �������
	���� '  ��
	� HI

��8�	�	�� $�< 94����	� 
� 1����=: �� �����
� �
���� ������� ��������
�� �����
�� �����
� �� /����.�

��8�	�	�� $�% 94����	� 
� >	�����: �� �����
� �
���� ������� ��������
��� �� �������� 
������ �� �����
�� �����
� �� 0
�%����

�
����� �1� �
�� � ���	��� � (�
���� ����

)
 ���1���� � ��	� 
	� ��������	� � ������	 !���	
∑

i |xi|2 < ∞" ���

	� ����	������ 0	����	
�� � �� 	 ' ������� ���	
	� ' ��� �
 �������
������� �!��� ��� 〈x,y〉 =

∑
i xiyi" ��������'� �� ���	��� � (�
����" '

�� ����	 �� � l2 �

)
 ���1���� � ��	� 
	� #�������� �!��	� �� �
 �����%	
� [a, b]" ��	=
�����	 ���� ������	�
��" ��� �
 ������� ������� �!��� ��� 〈f, g〉 =∫ b

a
f(x)g(x)dx ' 
	 ��� 	 ‖f‖2 = 〈f, f〉 =

∫ b

a
|f(x)|2dx" ��������'� ��

���	��� � (�
����" ' �� ����	 �� � L2 [a, b]�

���� �����	��	�
 	
�������	�
 � �������

)
 ��	�	 ����� �
  ������� ��� �
 ����� � %���	 � �������
	���� 'T�
	���3� 	���� 0	�� �����	��� ��������� ��	 ����� � �!�������� 2�� 	�
	��� 
	
��� ���
���	 	 ���
��	� 	 
� 
	��� � ���	 ������
)
 ����
� 	 � 
	 	���3� 	���� #������	
 �������� �� �������	� ��	 #������

P (x) � 
	 #�� 	

P (x) =
n∑

k=0

akΦk(x)

2�� �� .�	����	/ 
�  �� �����
� 	 ��	 #������ f(x) 		 �3�
����	 ����" ��'�
%	
��" ' �����
� ���� �
 � ��� ���%		�" �� ������� �� ��� ����� �
 �����%	
�
[a, b]� )
 �	����� ����� 
	 #������ ��1���%� f(x) ' 
	 ��
����� P (x) �� �%	
�	
�� #������ � �����	  9����	" 2�� ���� ��	�� 
	 �9����	 � 	���3� 	���� 	
���
��	�� )� 
	 7����	 4�H�	 �� ���� �����%	� �� ��
��� �� � ������ ���� 2��
	���3� 	 	 
	 #������ tan (x)�
��� ���� 
	�" 
	 �������
	���� �������� �� �������	�" �	������ � �� ���=

1���� � N �	��� � %	
���� (xi, yi)" ��	 #������ P (x) � 
	 #�� 	

P (x) =
n∑

k=0

akΦk(x)

2�� �� �
	
P (xi) = yi, i = 1, 2, . . . , N. :4�H;
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a) b) c)

.	���� $�#� 	; ����3� 	����" �; �������
	���� ' �;  ��
	��

)��� ������� �� ���� �����%	� �� 7����	 4�H��" ��� �� ��
��� �� �
������ ���� �������
	 ��	��� ������� )� 
	 �������
	����" �
 �� ����	 �����
� 
	 ��
����� ����� 
�� ������ � �������
	���� ����� � 
	 #������ �	��
��		 :��
��� ��� �� �
 �1� �
�;�
��� �
 �9� ���  ��
	� ��� ��#����� �� 	
 ������� 2�� �� 
	 
����	���	

�	 ��9� �� ��� ��	 	���3� 	���� ������	 � 	���3� 	���� � 	���� �	������
� �� ���1���� � N �	��� � %	
���� (xi, yi)" �� ����	 ��	 #������ P (x) � 
	
#�� 	

P (x) =
n∑

k=0

akΦk(x)

2�� 	���3� � 	 
�� 	���" �� ����"

P (xi) = yi + εi, i = 1, 2, . . . , N ;

����� �
 ����� �  ��
	�" εi"  ��� � :�� #������ � ��	  9����	 ���� ��	=
	;�
)� 
	 7����	 4�H�� ��  ��
	 �� ���1���� � ������ ������� :��'� �� ���

�� �������� 	 
�� ��	�� � 
�����	 � 
	 ��
�����;  ��	��� �� ��
��� �� �
������ �����
���� �� ����� � %���	 ��������	
" 
	 ����	 �#������	 ����� 
	 	���3� 	=

���� ' �
  ��
	�" �	
 ' �� � �� �!��� �� ���	 �����" �� 2�� �� �
  ��
	� ��
�������� �
 %	
�� � 
	 #������ #���	 � 
�� ������ 	�� � 2�� �� ������" 
��
��	
��" 	� ��" ���
�� ������ ������ ��%�
 � ����� )� ��	��� 	 
	 	���3� 	=
���� ' 
	 �������
	����" �� �����
� ���	�
���� �� �����  	��� ������� �	�	� ��
���	���� � (�
���� 2�� ���
��� 	 ��� ���������" �� � �� %��� ��������� �����



4�I ����3� 	����" �������
	���� '  ��
	� HL

������ ������	��
 ��	� �����������
 � ������	����


� 
� 
	��� � ���� �	����
� �� ��	�	1	�� ��� �
 ���	��� :
���	
; � 
�� ��
�=
�� ��� � ���� n ��� ���!������� ��	
�� �!��� �� �

Pn =

{
pn(x) =

n∑
i=0

cix
i; c0, . . . , cn, x ∈ R

}
.

)3�����  �
���
�� �	�����" 	 �
�	 ���� ��	�		� �� 
	 ���
����	#�	 :���
�1� �
�" P��0� 	E��OH" ,	
����JOQ;" 2�� 1����!�	� 
	 �������%	 ���
��	���� �

�� ��
��� ��� �� � #�������� �������
	��	�" 	���3� 	��	� �  ��
	��	��
)� ���� ������� 2�� ��	 
���	 ���� 0	����� �	�	� ��� �� ������" ��	

�	����
	 ��� ���� ������" �� ��
��� �� ������ ��� ��	���" ' 	�� ������%	 �����
)��� 0��0� �� �3����	  �� #�� 	
 ���� �� �� 	������ ����� 	 P�	%��JLQ�

������ $�# 9����������	�� 6��	��	��: 1
 �� ����
����� n + 1 ������
�
��
���� x0, . . . , xn � n + 1 	������ y0, . . . , yn �"
��� �� $�
�� ���
���
� ��
&���� n� pn(x) ∈ Pn� ���� �� ����

pn(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n;


� ��	
 ������� 
	 ���
��	���� � #�������� ��
��� ��	� �� � �������
	��	�"
���� ��� ��� ���� �����
� �������	� �
 ��
��� �� � ��	� n 2�� �	�	 ��� n+1
�������
��� ���� 
	�" �
 ����� 	 � 	���3� 	���� � G�������	�� ���	�
��� 2��

��� ��� �� �����
� ��	
��	� ��	 	���3� 	���� ��
��� ��	 � ��	 #������ ���=
����	 �	� �3	��	 �� � �� ���� ���  �� 2�� 	� ���	� �
 ��	� �
 ��
��� ��
�������
	�� �	��� �� � ��	 �����	���� �� #�� 	  �� �������	�

������ $�$ 9-���5	��	�� 
� ?�	��������: 1�� ��� (���
)� ����
���
�� �� 
����	��� [a, b]� �� ���
�� f(x) ∈ C[a, b]� ���� �� ε > 0 �� ���
%�� ���������
�� ���
���
� pn(x) ��� &���� �� �
��������� ����� ���� �� ����

|f(x)− pn(x)| ≤ ε, a ≤ x ≤ b.

��� � �	���" ���� ����� 	 ��� ��� �������	� ��� �	���
	 ����" ��� ��

	�" �
 ��	� �
 ��
��� �� �� �����	
 ����  �' 	
�� :���
��� �	�	 ������� ��
��%�
 � ��������� ��
	��%	 ���� �	1�; '" ��� ���� 
	�" �� ������!�	 �
  9���
�	�	 �������	� �
 ��
��� �� ���� ��
8	 �3��	����	��	 �#����� � 
�� ��
��� ��� �	 ��9� �� ���" �� ��	�  �=

�	" 	 
	 ������
�	 2�� ����	� �	�	 �%	
�	� �
 %	
�� �� �� ����� � ��	
#������ 	�	
����	 	�����	��	 �� �	�� 	 �� ��	���

� �� ����� � �	'
��" �
 ��	
"
�� � �� ���� �������" �� �	�	 �� #�������� ��
��� ��	��



HM �	����
� 4� ��������� ��������

������ $�& 9������: ���� ��� (���
)� ����
��� � ��� ���
	���� ����
����
.���� ����� n + 1 �� �� 
����	��� [a, b]� �� ���
�� f(x) ∈ Cn+1[a, b]� � �� �����
x0 ∈ [a, b] �������� ���� ���� a ≤ x ≤ b�

f(x) =f(x0) + f (1)(x0)(x − x0) +
f (2)(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·

+
f (n)(x0)

n!
(x − x0)n +

1
n!

∫ x

x0

f (n+1)(t)(x − t)ndt.

*��	 �	�	���������	 �������	��� � 
�� ��
��� ��� �� 2�� �� ���%	����" ��
������	���� ' �
 ���	
	� � ���
	�	 ����� � 
	 %	��	�
� ����������� ���=
�������	� �� � ����
�	� ��
��� ���� ��� �������	 ����" �� p(x) ' q(x) ���
��
��� ���" �������� �	 ��9� 
� ��� p(x + α)" p(αx)" dp(x)/dx"

∫
p(x)dx '

p(q(x))�
�� 	�	� �� 
	 #	��
�	 ��� 
	 2�� 
	� #�������� ��
��� ��	� ����� ��� �%	=


�		� :�� �
� ����  ��	��� ����	������ 	��� 9���	� 2�� �� ��	
��	� � #�� 	
�����	 �� �� ���	���� ����	
��; '  	����
		� :��� �1� �
�" ���%	���� �
������	����;" �� �	���	�
� �������	� ��0	� #�������� �� � �	��	�	� �	�	
��� ��
��		� �� �������
	����" 	���3� 	���� �  ��
	�� �  �� � �1� �
�"
�� �
 � ���� �
 ��	�	 ����� � ���	
 
�� ��
��� ��� �� 0	� � �
�	� �� 	�
�=
�	������ � �
	��!�	����" 	��'����� �� �
 ����� 	 � ��%�� P(	'E��K6Q" �	�	
��	
��	� ��  	��� �� 
���	
 �
 ���	��� � ����		 	 �� ���%� ���	��� �  	'��
� ������ ��� �
 !� � ���� 

�%	� 	 �	�� 
	 �
	��!�	���� � #�� 	  �� �� �
��
������	� 2�� 
�� !
���� 
���	
�� ��� � ���
�	 �� ��	� �� ��� � 	�
��	������
' ����
�	� �� �
�� �	��� ��� �
 ����� � %���	 ��������	
 �� � � 
	 � �
�=
 ���	����" �3����� �����	� ����	������ �������	� 2�� ������	� �
 ������	� ��

���	
 � 
	� ���	
�� 2�� �����%������ )� P�	�0�D�KH" �	��	
���KL�Q �� �������=
�	� ��
��� ��� 	 !
���� 		��	��%�� �� 
���	
�� ' 	
  ��
	� �� 
���	
� ���" ��
�������� ����� 	� �� 
���	
�� �	�	�� �� ����� � <�
����	 P��0�����O5Q ����=
�		 � �� ���	������ �� �#������	� �� 
���	
�� �������%	�� )� �����
� �������	�
���	� 	�
��	������ � 
�� ��
��� ��� �� P�	�0�D�55Q�
)� 
	� ���3� 	� ��������� �� 

�%	�� 	 �	�� �� ���	�� � 
	� ������	� �9����	�

� 	���3� 	����" �������
	���� '  ��
	�" ��� ������	
 9�#	��� �� 	2��

	� 2��
� �
�	� ��
��� ����

��!� �����	��	�


�		 ��	 #������ ������	" �
 ����
� 	 � 	���3� 	���� �������� �� ��=
�����	� ��	 #������ . �� �� �
�/ 2�� 
	 ������	
 2�� ��� ��	 ���� ��	� :��=
���
� ���� ��� ������ �����; %	
���� � 
	 #������ 		� 8	 �� �
���	 � 
	
��
����� �� ���� ��#���� 	 
	 #	��
�	 �	�	 ��� �%	
�		" �	�	 ��� ������		
� ���%		 � ��	
2���� ���	 �	�	���������	 2�� ���	 ����
�	� �������	���� 8	



4�6 ����3� 	���� HJ

	���3� 	���� �����" #��	 ���	
 ����" �� �����9� �������" ����" �� � �� 0	
�� ���	�" �� ������� ������� �3�
����	 ���� 
	 #������ 	 	���3� 	�� $� �1� =
�
� � 	�
��	���� �� 
	 ������	���� � ���%	���� �� 9���	 � 
	 �%	
�	���� �
#�������� ��  �2���	� �	
��
	��	�� ��9�����" ��� �1� �
�" �� �
 ��
��
� �

%	
�� � 
	 #������ cos(x) �� �� ����� x0� �� �� ��������	 ��	 #������ ��
���=
 ��	 2�� 	���3� �" ��� �� ����� ���� ��	�" 
	 #������ �� �
 ������� � x0"
���� �� ������� �� %	
�� ��	
��	�� ����	 ����  �
���
��	������ ' �� 	��
� ���	� � ���	� 
� ��	������" 
	 	���3� 	���� ����� �� �����9� 	�����	
"

���� �� ��	 #	 �
�	 � #�������� :��
��� ��	�" �	����	
��" ����� � 7������" ����;
����������	 ��	 	���3� 	���� 	���		" ��������"  �' ����	�
� ����" ����
��	 #	 �
�	 � #�������� 2�� ����������� ����	� �����	������ 	 
	 0��	 �
�������
	� �  ��
	� 	����
�� ��	  	���	 #�� 	
" �� ������� ��� 	���3� 	����" �	 ��9� ��� ��		

	���3� 	���� #������	
 �� 
	 
����	���	  	�� ����	" 	
 ������� ��� �
 ��	
 		
��	 #������ f(x) � #�� 	 �3�
����	" �� ����	 ��	 #������ P (x)" �������������
	 
	 �
	�� � #�������� {Φk(x)}" 2�� �� ����-�� 
�  �� �����
� 	 f(x)" �� �����

P (x) =
n∑

k=0

akΦk(x) ≈ f(x). :4�4;

+�� ��#����� �� ����	 ���� 	 	���3� 	������ � ���� 
���	
" �� �
	��� 	 
	
�3������� :4�4;" �� 
	� 2�� 
	 	���3� 	����" P (x)" �� ��	 �� ���	���� 
���	
 �

	� #�������� 	���3� 	��	�" {Φk(x)}� )
 	��
���� � 	���3� 	������ �	�		�
�� �� ���	������ �� 
���	
�� � 
	� #�������� �	�� �� � ��	 �� �
�1�	  �'
�������� 	 
	 �
 �	�� 
���	
" ' �� ������ �� 	�	��	 �
 ��1���%� � ���	 ������
)
 �	����� ����� 
	 #������ ��1���%�" f(x)" ' 
	 ��
�����" P (x)" �� �%	
�	 ��
#������ � �����	  9����	" 2�� ���� ��	�� �
 ���� � 	���3� 	�����
�� �� � ��	 �
������ 	�����		 � 
	� #�������� �	�� {Φk(x)}" �
 �����

�����	
 	 
	 0��	 � ����
%�� �� ����
� 	 � 	���3� 	���� �� �
 �������� 	 ��	�
�	�	 ������� 
	� �����	���� ak �� :4�4;� )� �	�� 	 ��0� �������� �� �����
�
��	
��	� ��	 �
	��!�	���� �
 ���� � 	���3� 	����� )���� ���	�  ��0	�" ��� �	

�� �� �����  �� � ����	���� ��� 
	 	���3� 	���� �  ��� � ����� ��	������
' 
	 	���3� 	���� ���#�� ��

������ ������	����� � 	���	� ���� ����������

)� 
	 	���3� 	���� �  ��� � ������ ��	������ �
 ��1���%� ��  ��� ��	�

	 ������	
 �
 ��	�	� � 
	 �#������	 ����� f(x) ' �� 	���3� 	���� �� ��
�����%	
� [a, b]" �� ����" ����	� �
  ��� � � 
	 �3������� �
 �����

ε =
∫ b

a

(f(x)− P (x))2 dx. :4�I;



HO �	����
� 4� ��������� ��������

)��� ������� � 	���3� 	���� #������	
 �2��%	
� 	 
	 ���2��	 � 
	 #������
������������� 	
 ���	��� � ���	
 �!��� ��� {Φk(x)}  �� ���3� 	 :�� ��� 	
L2; 	 
	 #������ 	 	���3� 	� f(x)" �� ����"  ��� ��	� :4�I; �2��%	
� 	  ��� ��	�

	 ��� 	 L2� ��!��� 	�� �
 �����" �	�	 ������� 
�� n+1 ���!������� ak � :4�4;
�� ����� ����
%�� �
 ����� 	 �� ������ ��� 
	� n + 1 ���	������ ��� 	
��

∂ε

∂ak
= 0, k = 0, 1, . . . , n. :4�6;

)� ��	������ �� �������	���  ��� ��	� �
 ����� � #�� 	 �����		" ���
��	�=
� �	�	 �

� ��	 #������ � ����" ��'� �� ���� ���� 	����	� �������� ��	��
� � ����	���	 	
 ����� � 	���3� 	���� �� 
	� ������	� ���	� �
 �����%	
��

��8�	�	�� $�#0 9.���	�� 
� ����: ��� (���
)� 
���&��%��� w(x)� �� ���
(���
)� �� ���� �� �� 
����	��� I �
 w(x) ≥ 0 ���� ���� x �� I � ����*� w(x)
�� �� 
�+��
������� ���� �� �
�&$� ��%
����	��� �� I�

���" ���
�'��� �� :4�I; 
	 #������ � �����	���� w(x) �� ������� ��	
�3�������  �� �����	
 �
 ����� ��	�������

ε =
∫ b

a

w(x) (f(x)− P (x))2 dx.

)� ���� ����� �� ���%������� ��������� �
 �������� � �������	
�	 �
#��������" ������	 �������	��� '	 2�� ��� ��� �	
��
	� 
	 	���3� 	���� �
 ���� ����� ��	������ 	�
��	��

ak =
1
αk

∫ b

a

w(x)f(x)Φk(x)dx,

��� ������	 � ����
%�� �
 ����� 	 � ���	������ ��� 	
�� :4�6;�

��8�	�	�� $�## 9@��������	
�
: ��� (���
���� f(x) � g(x) ��� ����&���
��� �� �� 
����	��� [a, b] ��� �������� � �� (���
)� �� ���� w(x) �
 �� ��������
������� �� ����� �� ���
�� �


〈f, g〉 =
∫ b

a

w(x)f(x)g(x)dx = 0.

��8�	�	�� $�#$ 9���A���� @�������� 
� .���	����: 1� �
�� ��� �� ���
����� �� (���
���� {Φ0, . . . , Φn} �� �� �������� ����&���� �� (���
���� �� ��

����	��� [a, b] ��� �������� � �� (���
)� �� ���� w(x) �
∫ b

a

w(x)Φj(x)Φk(x)dx =
{

0, j �= k;
αk > 0, j = k.

1
� ����*�� αk = 1 ���� ���� k = 0, 1, . . . , n� �������� �� �
�� ��� �� ���
����� �� (���
���� �� �����������



4�6 ����3� 	���� HK

�
����� �1� �
�� � ���1����� �������	
�� � #�������� ����

6��	��	�� 
� /����
��" ����	�� ��� {Pn(x)}" ��� �������	
�� ��
[−1, 1] ��� �������� 	 
	 #������ � ���� w(x) = 1" ����� �� %	
��

P0(x) = 1,

P1(x) = x,

Pk+1(x) =
(2k + 1)xPk(x) − kPk−1(x)

k + 1
.

6��	��	�� 
� ��=����=�B" ��� ������� 	
�� �� [−1, 1] ��� �������� 	

	 #������ w(x) = 1√

1−x2 � �� ����	� ��� {Tn(x)} ' �� ��������  ��	���

	 ���������

T0(x) = 1,

T1(x) = x,

Tk+1(x) = 2xTk(x) − Tk−1(x), k = 2, 3, . . . ;

� ����" � #�� 	 �3�
����	" ����� 
	 �3�������

Tk(x) = cos (k arc cosx), k = 1, 2, . . . .

�� �� � ���
��	��� �� � #�������� �	�� 	���3� 	��	�" ����� ��
���=
 ��� �� � �
�	� �	�	 ���� ��	� 
	 
��	
��	���� ���� 	 � 
�� ������ �
�������
	���� :���������� ��� 
	� �	���� � 
�� ��
��� ��� � ��0��'=
�0�F; ��� �
 !� � ������� ��	 ��
����� ����	�	 	 
	 	���3� 	����  ���=
 	3�

6��	��	�� 
� >��	��" {Hn(x)}" ��� ������� 	
�� �� (−∞,∞) ���
�������� 	 w(x) = e−x2

"

H0(x) = 1,

H1(x) = 2x,

Hk+1(x) = 2xHk(x) − 2kHk−1(x), k = 1, 2 . . . .

6��	��	�� ��	�������	���" ��� ������� 	
�� �� [−π, π] ��� ������=
�� 	 
	 #������ w(x) = 1� �� ����	� ��� {Φn(x)} ' ������ 
	 �3�������

Φ0(x) = 1,

Φk(x) =
1√
π

cos kx, k = 1, 2, . . . , n,

Φn+k(x) =
1√
π

sin kx, k = 1, 2, . . . , n.
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�		 ��	 #������ f(x) �������	 �� [−π, π]" 
	 	���3� 	���� �  �=
��� ����� ��	������ ��	�� 
�� ��
��� ��� ������� 9������ �� Sn(x) =∑2n−1

k=0 akΦk(x)� )� �
 
� ���" ��	�� n → ∞" Sn(x) �� �
 ��	���

� ��
����� � 7������ � f(x)" � ��	�������	
 � ����	���	 �� �
 � ���� �

������	� � ���	
�

.���	���� �	��" �
 ���1���� � #�������� sinc (x− k) �� ������� 	
 ��
(−∞,∞) ��� �������� 	 w(x) = 1" �����

sinc (x− k) =
sin (π(x − k))

π(x − k)
k ∈ Z.

V��� �� �
 ���1���� � #�������� �	�� �!��	� �� �
 ����� 	 � ���������

������ ������	����� ������	 � 	���	��

)� 
	 	���3� 	���� ���#�� � ��  ��� ��	 �
 %	
��  �3� � � 
	 ���	���	
����� 
	 #������ 	 	���3� 	�" f(x)" ' 
	 ��
����� �� �� �����%	
� [a, b]" �� ����"
��  ��� ��	 
	 �3������� �
 �����

ε = máx
x∈[a,b]

|f(x)− P (x)| ,


� 2�� �2��%	
� 	  ��� ��	� 
	 ��� 	 L∞� (	����	
 ����" ���� ���� � 	���=
3� 	���� �	 ��9� �� ������	 �� � 	���3� 	���� �  ��� � �����  �3� � �
	���3� 	����  ��� 	3�
���� �
 ����� � %���	 �
 ������	� � ���	
" 
	 ��� 	 L2" 2�� �� ������=

���� ��� 
	 	���3� 	���� �  ���� ����� ��	������" �� 
	  �� ���
��		 	 
	
0��	 � �� �	�	� �
 �	����� ����� ���	
�� :�������	
 ���� ���2�� � �� �!=
������ �� ���%	� �3��������� 	�	
����	 ���� ��	�	�
��;� +� ����	���" 
	 ��� 	
L∞" 2�� �!�� 
	 	���3� 	���� ���#�� �" �	 ��9� ����� ��	� �����9�" ����
����������	 ��	  ��	 �
 %	
��  �3� � � 
	 �#������	 ����� �� ���	
���
�		 ��	 #������ �������	" 
	 �3�������	 � ��	 	���3� 	���� ���#�� � �	�

����	 �� � �� ���� ���� 	�����		 ��� �
 ����� 	 � G�������	�� :����� 	
4�4;" 	��2�� �� ��������� �� ����
�	" �� �����	
" �����

	� �� 0��0�" �� 
	 ����=
���	 �� ������� 	 ��
������� ������� 	�" ����� 
	� 2�� 
	  �� ���
��		 ��" ���
�	" 
	 	���3� 	���� �	�		 �� 
	 �������
	���� �� 
�� ������ � ��0��'�0�F"
�� � ���	�
��� �
 ��������� ����� 	 :P�0���'O4Q ' P�	%��JLQ;�

������ $�' 9.�A��: 1��� x1, x2, . . . , xn ��� ����� ��� ���
���
� �� 2�.�%�
�.�� �� ����� n� Tn(x)� �� ���
��

{
xj = cos

(
2j−1
2n π

)}
� 1�� f(x) ����
��� ��

34�45 � Pn(x) �� ���
���
� �� &���� n ��� ��� Pn(xk) = f(xk)� 6�������
limn→∞Pn(x) = f(x) ��
(��������� �� 34�45�



4�L �������
	���� 4H

)
 �������� #��	 ���	
 � ���� ����� 	 �� 2�� 
	 	���3� 	���� �� 
��
������ � ��0��'�0�F ����������	 �� ��
��� ��  �' ���3� � 	
 ��
��� ��
 ��� 	3" �
 ��	
" � ����� ���� 
�� ��
��� ��� � ���� n" �� �
 2�� �������	

	  ���� ��%�	����  �3� 	 �������� 	 
	 #������ ���		� )
 ������ ���=
�� �������� P�����OKQ �������� �� ������� 
�� N ���!������� �������
	������ �
��0��'�0�F" cj ��� j = 1, . . . , N " �	
�� 2��

cj =
2
N

N∑
k=1

f(xk)Tj−1(xk),

� �	
  	���	 2�� 
	 #�� �
	 � 	���3� 	����

f(x) ≈
[

N∑
k=0

ckTk−1(x)

]
− 1

2
c1 :4�L;

�� �3	��	 �� ������ � x ��������������� 	 
�� N ����� � TN (x)� )��	 ��=

����� ������	 �� ����� 2�� ���" �����	��	 ����" 
	  �1�� 	���3� 	���� �
���� N � 
	 #������ f(x) �� �
 ������  ��� 	3� ���� �� ������ �� N ��!=
������ ���� ��	��" ��������" �� %���� � ����� 	 4�6" 
	 �3������� �� :4�L;
�� %����	
 ���� ��	 	���3� 	���� ���#���	 � f(x)�
)
 0��0� � 2�� 
�� ���!������� ck ������	� ����	 ����" 
� ��	
 �� �


�	�� ������" ���%��	 2��" 	
 �����	� 
	 	���3� 	���� 	 m  N �9� ����" �

����� ���9 � ��	� ��� �
 �9� ��� cm+1Tm(x)" ��	 #������ ����
	����	 ���
m + 1 %	
���� �3��� �� ���������� ���#�� � ���� �� �
 �����%	
� [−1, 1]� ��
	0� 2�� 
	 	���3� 	���� � ��0��'�0�F �� ���������  �' ���3� 	 	 
	  �1��
	���3� 	���� ���#�� �" 2�� �������	 
	 �	�	���������	 � ��� �2������
	����

��"� �
�������	�


8	� �9����	� � �������
	���� ������ ��� ��1��� 
	 ���2��	 � ��	 #������
2�� �	�� ��� ��	 ����� � ������ 	��� 8	 �3�������	 � �� � ��	 #������
:���	
; ���'	����� � 
	 2�� ���%����� 
�� 	��� : �����	�; ������� � �		
	�
��	���� �������	" ���� �� �
	�� 2�� �
 ������ ����� � �����	 ��#�� 	����
��
	��%	 	
 �� ����	 ����� ���	� � 
	 ��
����� ����� 
�� ������ � �����=
��
	���� :'	 ��	 ��� 
	� �	�	���������	� �����	� � 
	 ���	
 ���'	����� � ���
������������ ��
	��%	� 	 2�9 �� 
� 2�� �� �������	 �� � ���� �� ����	 �����
� 
	 ��
�����; ����
�	 � ��	� � ����	���	 	 
	 0��	 � ��
������	� 
	 �9����	 ��=
�����
	����	 	 ��	�� ���0� � ���	 #�� 	" ��� ��	 ��#�� 	���� ��	� 
	� �9����	�
�������
	����	� ����������	� ����
�	�� %�
���" �	�	�� 	  	��	� �#������	�
	������� ��#������� 	 
	 � �
� ���	���� �������	�
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������ �� ���	� � ��
���

)� HK6K" �� )� �0	���� ���
��� �
 	�����
� .������
���
�� 
� ������
�� �( ��
��/" ����	�� 
	� �	��� � 
	 �����	 � 
	 ��#�� 	���� P�0	����6K"
�0	����KOQ� ��� �
 !� � #�� �
	� �� �����	" ��	 �����	��� ��  ��	��� � 2��
��� �����	 ���%����� ��	 ���	
 �������	 	�	
����	 �� ��	 ��������	 � �� ����"

� 2�� 
� ����1� 	 ���	�
���� �
 �
����� ����� 	 �  �������" �	������" ��
��	�  ��	" �� �
 ��	�	1� ���%�� � (� +'2����� P +'2����4OQ�

������ $�* 9������ 
� ��������: ��� (���
)� f(x) ��� �� ������&�
(�������
�� 
&����� � �����
���� � ωmax����7�� ����� ������������� ������

���� ���� �� 	���� �� ��� ���
� �� ������ ���
�����
���� T = π/ωmax ����

�� � �� �
� ���� 	
 ����� 	 � ��������" 
	 #�� �
	 � ��������������
:�������
	����;

f(x) =
∑
k∈Z

f(kT ) sinc(x/T − k), :4�M;

��� ��� ������� 
	 #������ ������	
" f(x)" 	 �	���� � ���  �����	� �2�����	��	=
	�" f(kT )� ���0	 �������������� ���� �3	��	 �� ' ��
� �� 
	 ���	
 ������	
 ����

� ��		 �� �	�	" �� ����" �� �� #��������	  �3� 	 �� ωmax ≤ π/T " �����
���� 
� ��� ������� �� � 
	 (�������
� �� ����
���

������ �������
 � ������������ ������	���


�� � �� ������ �� P���1�����54Q" 
�� ��
��� ��� �� 0	� ���
��	� ��� 	�=
����� �	�	 �������
	� 	��� � -���� ��	 
	 �������
	���� � 8	��	��� 
	  ��
�� �� � ��	� ���	� �9����	� :�	�		 �� 
�� ��	�	1�� ���%��� � +�D��� '
G	����;"  �����	� 2�� 
	 �������
	���� � (�� ��� �� 	�
��	 � #�� 	 0	����	

��	�� �� ����	 �� ��
��� �� 2�� �������
� �	��� �
 %	
�� � ��	 #������ �� �
��� ���%		��
)
 ����
� 	 � 
	 �������
	���� ��
��� ��	 � 8	��	��� �������� ���

��8�	�	�� $�#& 9����������	�� 
� /�������: ���� ��� (���
)� ���� f(x)
�� �
�� �� 3��%5 � n + 1 ������ �
��
���� x0, x1, . . . , xn �� �
�.� 
����	����
������
��� �� ���
���
� Pn ∈ Pn ��� ���

Pn(xk) = f(xk), k = 1, 2, . . . , n.

��� ������ '� �� $(�� ������ � �� ���	���� ��� ������������ 
� )� *(����+��
,*(����+��-./� 0� �"!���� ,�"!����-1/ " 2� 3���� ,3����4�/� � ,5������/ �� ���� �� �����

� ������� !��� �
��#� 
� ��� "� ������
��� ������� � ���� �� ��������
�
 �����6�� ����7
����� � �� ����	� 
�� ��������� ���� 8� 9� '���("� *� 9� :����� ,:�����-�/ " ;� 8� <�����+��
,<�����+��==/
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	���� 4I

)
 ����
� 	 � �������
	���� � 8	��	��� ����� ��
����� ����	 � 
	 #�� 	

Pn(x) =
n∑

k=0

f(xk)Ln,k(x), :4�J;

��� �
 k=9�� � ��
��� �� � 8	��	��� � ���� n ��

Ln,k(x) =
n∏

i=0
i�=k

x− xi

xk − xi
, k = 0, 1, . . . , n, :4�O;

' �
 ����� � �������
	���� �� ���� �3����	� �� �

e(x) =
f (n+1)(x)
(n + 1)!

∣∣∣∣
x=ξ(x)

n∏
k=0

|x− xk|, :4�K;

����� ξ(x) �� ����� �
 �����%	
� [a, b]�
8	 	�
��	���� �����	 � :4�J; ' :4�O; �
	���	 �� ����
� 	�� �
 ��� ���

� �

�� �� � ��������� �� 9���	"  �����	� 2�� �
 ������ �������� �� 2�� 
��
��
��
�� ��	
��	�� �	�	 
	 ��������� �
 ��
��� �� �������
	�� � ��	� n ��
����� ��� ���
��	�� �	�	 ������� �
 ��
��� �� �������
	�� � ��	� n + 1�
� �	� ���������� �� ��
%���	� ���
��	�� �
 	
����� � � +�%�

� P�����OKQ"
2�� �� �	�	 �� 
	 ������������ �������%	 � ��
��� ��� � ��	� ��������� 2��
�������
	� ��  �� ������ �		 %���

������  �!�"���� � �� ������������ ������	���

� 
	 %���	 �
 ����� 	 � G�������	��" �� 0	����	
 ���
��	� �9����	� �������
	=
����	� �� 	���3� 	���� #������	
� ��� �1� �
�" �� �����
� ��	
��	� 
	 	���3� 	=
����  ��� 	3 � ��	 #������  ��	��� 
	 �������
	���� ��
��� ��	 � �����	�
 �����	� � ��0	 #������� ��� � �	���" ���	  ����
���	 ���� ������� 	 ��=
��
�	�� 2�� �%����� ���#�� � �� ����� ���	 �
 ��	� �
 ��
��� �� :�
 �� ���
� ������ � �������
	����;� �� 0��0�" �3�����  ��0�� �1� �
�� �� 
	 
����	=
���	 P��		����MM" �0���'O4Q 2�� � ����	� 2�� 
	 �������
	���� 8	��	���	�	
�%����"� ���
��� ��	�� �� � �
�	� ������ � �������
	���� �� �2�����	��	��
:��� �1� �
�" �� 
�� ������ � ��0��'�0�F;� )��� #��� ��� � �� ���%�����=
��	 ���� �������	��� �� � ��	  	��#���	���� �
 �	������ ����
	����� � 
��
��
��� ��� P��0� 	E��OHQ� �� 
�� ��
��� ��� ��� #���	�� 	 ������ ��	 ���%	
�� �� �����%	
�" �������� ���������� ����
	��" �#���� 9��� 2�� �� ����	  ��
������� ���#�� � 	� ���	 �
 ��	� �
 ��
��� ��� �	�	 ������ �	1�� ����
��� 	����	�
� ����" ��	#�����		 ����" �� ������� ���
��	� ��
��� ��� � 	
��

�>�� �6������ ?��� ������� �� ����� (x2 + 1)−1 � �� �������� [−5, 5]@ " A������ |x|
� [−1, 1]�
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�	 ' �
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	����� � 
�� ��
��� ��� �� ��� 	 ��	 �
��� �	�	���������	�" 2�� ���%�	 ���� 0	 ��� �������		 �� � ��	 %����� 
��
��
��� ��� ��� ��	%��� �� 0��0�" ��� � 	��	� ��	%�� �� � �	�	 .������/ 	
�����	� #��������� )� ��������" �
 ������ �
 ����� � 	���3� 	���� ��
��� ��	
�� ���� 2��" �� 
	� ���%		� � 
	 #������ 	 	���3� 	� ������ ����	 ����"
�
 ����� � 	���3� 	���� ������� ���#�� � 	� ���	 �
 ��	� �
 ��
��� ���
)� �!����%	" �
 ����� 	 � G�������	�� �� ���� ���
��	��� �	�	 1����!�	�
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	 �������
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" � #������" � �
 #��� ���
#����� ���'	�����" ����� 
	� �	�	���������	� � �� ��
��� �� � 	
�� ����" 
�
��	
 �	 ��9� ����� 	 �������	� ���� ���� � �9����	� �������
	����	��

������ #����


)� 
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	��%	 ���� 	
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� ��	
 �
	���	
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��8�	�	�� $�#' ���� ��� (���
)� f(x) �� �
�� �� [a, b] � �� �������� ��
����� a = x0 < x1 < · · · < xn = b� S(x) �� ��� (���
)� ���
�� �� ����� m �

������ ��� ��� ����
�
���� �
&�
�����!

�� 6� �� ��%
����	��� [xj , xj+1]� ���� ���� j = 0, 1, . . . , n − 1� S(x) �� ��
���
���
� �� ����� m � �� ������ Sj(x)�

��� S(xj) = f(xj) ���� ���� j = 0, 1, . . . , n− 1�

���� S
(k)
j+1(xj) = S

(k)
j (xj) ���� ���� j = 0, 1, . . . , n− 1 � k = 1, . . . , m− 1�

$� ����
�	� ���	�	�
�" ���� 	 �� �� ��0������� P��0�������6MQ" ��������
�� �
 0��0� � 2�� ��� ��
��� � ���� m ���� ��� �3����	� �� � �� ���	=
���� 
���	
 � �����	� #�������� �	��

S(x) =
n+m−1∑
i=−m+1

c[i]βi,m (x) , :4�H5;

����� βi,m (x) 
	 ��� ��		 #������ ?=��
��� :#������ �	�� ��
��� � #������
��
��� �����	; � ���� m 	����		 	 
�� ���� xi, . . . , xi+m" ��'� %	
�� ��

βi,m (x) = (xi+m+1 − xi)
m+1∑
j=0

(xi+m+1 − xi)m
+

m+1∏
k=0
k �=j

(xi+j − xi+k)
,

�� ��'	 �!������ 	�	���� 
	 #������ �������	 �����		�

(x− c)m
+ =

{
(x− c)m, x ≥ c;
0, x < c.

���%���� 0	��� ���	� 2�� �� :4�H5; �� � ���	��%� ��������� 2(m−1) ����
	�����	
�� :�������	 ���� x−m+1, . . . , x−1 ≤ b 	 
	 ��2����	 �
 �����%	
� '
xn+1, . . . , xn+m−1 ≥ a 	 
	 ����0	; ��� �
 !� � 0	��� ��0	 ���������	����
����	� )� #������ � 
	 �
������ � ��0�� ���� 	�����	
�� ��� �������	�� ��
	��� �%���	� ���������� � #������	 :�������	" ������
	�" 
����"���;�
)���� 
	� ������	�� � 
	� �	��� ��
��� �� ��������	��

������%�	�
βi,m (x) ≥ 0, ∀x.

������� !�����
βi,m (x) = 0, x /∈ [xi, xi+m].
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<	
���� � #������	�

β
(1)
i,m (xi) = β

(1)
i,m (xi+m) = 0, l = 0, . . . , m− 2.

,�������� P?���JOQ�

βi,m (x) =
x− xi

xi+m−1 − xi
βi,m−1 (x) +

xi+m − x

xi+m − xi+1
βi+1,m−1 (x) ; :4�HH	;

βi,1 (x) =

{
1, x ∈ [xi, xi+1];
0, x /∈ [xi, xi+1].

:4�HH�;

����%	�����

β
(1)
i,m (x) = (m− 1)

[
βi,m−1 (x)

xi+m−1 − xi
− βi+1,m−1 (x)

xi+m − xi+1

]

�	������� � 
	 ���	 �� �
 �����%	
� [a, b]�

n+m−1∑
i=−m+1

βi,m (x) = 1, x ∈ [a, b].

$�	 ������	 � 
	� #�������� ��
��� � ��	� � ����	���	 ����� �
 ��=
������� ����� 	�

������ $�) �� ����� ��� (���
����� g(x)� ��� ���
	��� ��&���� ����
��� ���

��������� � ��� (���
)� f(x) �� ��� ������ a = x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xn−1 ≤ xn =
b� �� (���
)� ���
�� �$%
�� �� �� $�
�� ��� �
�
�
-�∫ b

a

(
g(2)(x)

)2

dx. :4�H4;

��������	�� $�# ,� ���������
)� �� ���� ������� �� ����� ��������� ��
3/���9:5�
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��	 � 
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S(x) =
j∑

i=j−m+1

c[i]βi,m (x) , :4�HI;
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)� �#����" �� �� �������	� ���� �2�����	��	��" �� ����" �� xn = n, ∀ n ∈ Z"
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�� %	
���� � 
	 #������ 	 �������
	� �� ���� ������ ��� f [n] = f(x)|x=n"
�������� 
	 ���������	���� ��
��� :4�H5; ����
�	

S(x) =
∑
n∈Z

c[n]βm (x− n) , :4�H6;

��� 
	 �	�� ��
���" βm (x)" �9����	 �� ���� 
�� �����%	
��" ������ 	 
	
�3�������

βm (x) =
1
m!

m+1∑
j=0

(
m + 1

j

)
(−1)j

(
x− j +

m + 1
2

)m

+

.
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	 %���	 � :4�H6;" �� ���� ���������	� 
	 �3�	����� ��
��� �� � 
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	 ��!������ 4�H6�4 �� ��������  ��	��� !
��	� ��%����

c[n] = (bm)−1[n] ∗ f [n],

��� (bm)−1[n] �� �
 !
��� ��%���� � 
	 �	�� ��
��� � ���� m ��������		"
�� ����"

(bm)−1[n] z←→ 1/Bm(z),

����� bm[n] �
 ���
�� ��
��� �������

bm[n] = βm (x) |x=n
z←→ Bm(z) =

∑
n∈Z

βm (n) z−n.
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  �� � :' �
  9���  	�����	
 	
����	��%�; �� �

�	����
� 6�

$�*�'�$� ���	�� ���3	!�
� � �������	!�
�

��	�� 
�� 	��� � �	���	 ��� �������" �� 	1���� ���#���� :�� ����"

	 �������
	����; ���� �� ��� ���	�
�" ���� ����	 ���%��	� �����	1���� �
����
	������� $�	 ��
����� �������� �� ��
	1	� 
	 ����������� �������
	����	 �� 
	
��!������ 4�H6�H ' ����	� 
	 #������ ��
���" S(x)" 2��  ��� ���

∑
j

(f(xj)− S(xj))
2 + λ

∫ ∞

−∞

(
S(m)(x)

)2

dx. :4�HL;

V��� �� �� ����
� 	 ����
	���	� �  ��� �� ��	�	�� �� �
 2�� �
 ��� ��
�9� ��� ��	���!�	 �
 ����� ����� �
  ��
�" S(x)" ' 
�� 	���" f(xj)"  �����	�
2�� �
 ������ �9� ��� � ���� ��	 ����������� � ��	%�	 ����� 
	 ��
������
8	 �
������ � �� %	
�� �������� �
 #	���� � ����
	���	���� λ ����� �

	 ��#�� 	���� �������
� � ��
��
 � �� �	�� 	
 ������ ����� � 
	 %	��	��	 �
���� �� 
�� 	���" � � 
	 ��	%�	 � 
	 #������ ������	
 :�� �� 2�� �� ������=
	;� 8	 ��
����� 	
 ����
� 	 �
	���	� �� :4�HL; �� ��� ��	 ��
��� ��	%��	�
:�����.
�& ���
��;" ���� 

�%	 	 �	�� �� ��	%��	� � 
�� 	����
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� 4� ��������� ��������

��#� �������� � ����
������	�
 �
 ����	�� ��
$	�%���

�������� �� �
 ������� ����������� �� ���������	� #�������� � ��	 %	��	�
�
�������	  ��	��� ��������	� � �� ����� )� ���� ������" �
 ����� 	 � ����=
���� :����� 	 4�L; ����������	 �
 ��#�2�� �
����� � ������	� � ���	
 	 ����
����
� 	@  �����	� 2�� ���	� �9����	� � �������
	���� :�" � #�� 	 �2��%	
����"
�  ������� ' ��������������;" ����� 
	� 2�� �� ��������	� 
	 �������
	���� �
8	��	���" � (�� ��� ' 
	� �	�		� �� ��
����" �� 0	� �������	�" 0	��	 �
  �=
 ����" ��	 	 �
�	 �#����� �� �
 ��	�	 ����� � ���	
� )� �%����� 2�� �3�����
������ �� �� �� ����� 
	� �%���	� �9����	�" ' 2�� �� ���	�
� ��  	��� #�� 	

2�� 
	� ���
���� )� ���	 ������� �� ��%��	 �
 ����� 	 � �������� ��� �
 !� �
������	�
� �� �9� ���� � ���	��� � ���	
 ' � ���'�������� �	�	" ���������=
 ����" �������	� ��  	��� �����	
 �  ������� ' �������������� �� ���	���� �
���	
 ��%	��	���� ��� 
�� ���
	�	 ������� )� ��� �	��" �� �������	�� ����	=
 ����  ������� � ���� ���#�� �" �� �
 2�� 
	�  �����	� �� �� 	� 	 �����%	
��
�2�����	��	��� ���  �� �" �� ���
��	�� �� � %	��	�
� ����������� �
 ��� ��"
����	� ��� t :n �	�	 �
 �	�� � 
	 %	��	�
� ����������� ������	;" ��� �

!� � � �
�	� ��	 ���	���� �����	 � ������	� � ���	
� )3����� �� ����	�
��#������	� �� 
�� �
�� �� 	��� ��
	��%	� 	 ����� ��������� 2�� 0	� �������� ��
���� � � �	��� �� �
 ���	 �
 ������	� � ���	
" ������������ ����� 
	�  ��
���	�		� P�����JJ" (������KM" $����KO" $����55" <	�'	�	�0	�5H	Q�

��$��� %!�
��� �� ���	� � ��
���

)
 ����� 	 � �������� ���	�
��� 2�� ��	 #������ 
� ��		 �� �	�	" x(t)"
����
�	 �� �
��	 ���� �	�	������		 ��� ���  �����	�" x[n]" �� 		� 	 ��	
���� ��		 #��������	 P�0	����6K" �����JJQ� ����� ��� �
 ������ ����� �
 ������� � 
	 ���	
 �������	" �
 ����� 	 �	 ��9� �� ������� �
  9���
� ��������������" 2�� ������
��	 
	 �������	����" ��� �����" � 
	 ���	
 ������	

	 �	���� � ���  �����	�� )��� ����� 	 �� 	�
��	�
� ��� ��� 2�� 
	 ���	
 ��	

� ��		 �� �	�	� )� �	�� �����	���" 
	 �������	 0	����	
 �������� �� 	�
��	�
�� !
��� �	�� �	1� ���%�� 	
  ������� ��� �
 !� � �%��	� �
 ��
	�	 ����� �����=
��	
� 8	 ��
����� ���� 	 �� �
 !
��� �	�� �	1� ��	
 :��� ��������	 #��������	

H(Ω) = rect(ΩT ) ' ��������	 	
 � ��
�� h(t) = sinc(t/T )/T ; 2�� �
� ��	 �� =
�
��	 ���� �
 ��
	�	 ����� ��� ��������� ��������� �� 
	 �	�	 � �����9��
)� ���� 	�	��	� �� ����������	 ��	 ���������	���� ��� 9����	 �� �
 ���	���
� (�
���� �
 �	�	�� 	 �  ������� ��	�����	
� �	�	 �� ������ ���� ���%�
����� � %���	 �� �������	" ��� �� �
���	 ���	����	
" �� ������ �  �������
���	" T = 1" ' �� ��	�	1	 ��� ���	
�� �������������� 	
 ���	��� � (�
���� L2

����������� �� ��	� 
	� #�������� ��	�����	 ���� ������	�
�� �� �
 ������ �
8������� :�� ����" 
	� ���	
�� � ������	 !���	;� 8	 �������������� ��� 	 L2



4�M �������� ' �������������� �� ���	���� � (�
���� IH

��

‖x(t)‖ =

(∫ b

a

|x(t)|2dt

)1/2

=
√
〈x(t), x(t)〉 =

√
)�����	(x(t)),

�����	 ��� �
 ������� ������� L2

〈x(t), y(t)〉 =
∫ ∞

−∞
x(t)y(t)dt.

�� �� ������ 2�� 
	 ���	
 2�� �� ���	  ������	� ��������� 	 L2" �� ���	���
� ���	
 �������	�
� ����  �� 	 �
�� 2�� �
 ������	��� � 
	� ���	
�� 
� �=
�		� �� �	�	 :	
 2�� ����	�� �� ��� V ; �������� ���� �����	��� 

�%	� 	
�	�� �����	 	���3� 	���� �	�	 ���������	� ��	 ���	
 �� 
� ��		 �� �	�	 ��
�
 ���	��� 
� ��	� �� �	�	 V � (	����� ��	 	�	
���	" L2 �� 	 V 
� 2�� R :
��
�� ���� ��	
��; �� 	 Z :
�� �������;�
8	 �	���	
��	 ������	 � V ��  	��!���	 �
	�	 ���� �� �� ��������� :4�M;

��� T = 1 �� �
x(t) =

∑
n∈Z

c[n]ϕ(t− n),

����� ϕ(t − n) = sinc(t − n) 
	� #�������� �	�� ' c[n] ������� ���!�������� )�
�����

� �� ����	� 2�� 
	� #�������� �	�� ��� ������� 	
��" ����

〈ϕ(t− n), ϕ(t− k)〉 =
∫ ∞

−∞
ϕ(t− n)ϕ(t− k)dt = sinc (n− k) = δ[n− k].

)��	 ������	 ������� 	
 �� �
�!�	 ���� � ���� 
	 � �
� ���	���� �

������� � 	���3� 	���� ����������� �� ���'���	� ��	 ���	
 x(t) ∈ L2 ����� �

���	��� V � )� ��������" �� �!�� �
 ����	�� ���'������ �������	
 PV : L2 → V
�� �

PV (x(t)) =
∑
n∈Z

〈x(t), ϕ(t − n)〉ϕ(t− n), :4�HM;

��� �
 ������� ������� c[k] = 〈x(t), ϕ(t − k)〉 ���������	 
	 ������������ �

	 ���	
 x(t) ����� 
	 �������� ���������		 ��� ϕ(t− k)� ��� 
� �	���" ����
	 
	 �������	
�	 � 
	� #�������� �	��" ���� ����
� 	 � 	���3� 	���� ��
��������	 ��	���
	�@ �� ����" �� �����
� �%	
�	� 
	 ������������ � 
	 ���	

����� 
	 �������� � ��	 � 
	� #�������� �	�� ����������� ���� � 
	�
� ��� )
 ����� 	 � ���'������ PR��'����JOQ 	�����	 2�� ���	 ����	���� �
���'������ ���� ���� �!��	 ' 2�� ����������	 
	 	���3� 	���� ���  ����
����� � x(t) �� V " �� ����"

x̃(t) = PV (x(t)) = arg mı́n
y(t)∈V

‖x(t)− y(t)‖2 .

)
 ������� ������� �� :4�HM; �� �2��%	
���� 	 !
��	� 
	 ���	
 � ����		 ���
�
 !
��� �	�� �	1� ��	
 '  ������	� ��������� ����� �� #�� 	  �� ���9���	"
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� 4� ��������� ��������

�
x(t)

h(t) = ϕ(−t) � ����
��

�∑
n∈Z

δ(t− n)

�
c(t)

ϕ(t) �
x̃(t)

.	���� $�$� )�2�� 	 �  ������� ' �������������� ���	� ��� �
 ����� 	 �
��������" ��� h(t) = ϕ(−t) = ϕ(t) = sinc(t) P$����55Q�

��	
2���� �� ���	���� � ���!
��	� '  ������� ���� ��� ��������	 �� �9� ����
� �������� ��������

(h(t) ∗ x(t))|t=n =
∫

x(t)h(n− t)dt = 〈x(t), h(n− t)〉 ;

�� ����" 
	� #�������� � 	��
����" h(n− t)" �� ����������� ��� %�������� ��=
�
	�		� � ��%����	� � 
	 ��������	 	
 � ��
�� h(t) :2�� ���� ��� 	�����	��	;�
)� �
 �	�� �
 ����� 	 � ��������" ����
�	 2�� h(t) = h(−t) = sinc(t) ' 2��
h(t) ∗ x(t) ���������	 
	 %������ !
��		 �	�� �	1� ��	
 � 
	 ���	
 x(t)�
)� ���� ��" �
 �	�	�� 	 �
 ����� 	 � �������� ��� �� ���!
��� �	=

�� �	1� ��	
 ������� ��� 
	 	���3� 	���� x̃(t) = PV (x(t))" 2�� ����
�	 ���

	 ���'������ �������	
 � 
	 ���	
 � ����		 ����� V :�
 ���	��� � 
	� ��=
�	
�� 
� ��		� �� �	�	;� )� ���	� �	
	��	�" x̃(t) �� 
	 	���3� 	����  ���=
 � ��	�����	 � x(t) �� V � � 
	 
�� � ���	 ���������	���� ��� 9����	" ��
��%�� 2�� x(t) ∈ V �� ' ��
� �� x(t) = PV (x(t))� 7��	
 ����" ' �	
 �� � ��=
�������	 �
 ��2�� 	 � 
	 7����	 4�4" �
 ��2�� 	 �  �������=��������������
���� ����� �
	��� �� ���� ��	�	�� ��� ��	 ����" 
	 ���	
 �������	 � ����	=
	" x(t)" �� ���!
��		 ��� �� !
��� 	�����
	�	 ����� ��� ��������	 	
 � ��
��
h(t) = ϕ(−t)@ �����	 ����" �
 ������� �  ������� ����������	 
	 ��������=
�	���� ������	 c(t) =

∑
n∈Z

c[n]δ(t − n)@ '" ��� �
�� �" 
	 ���	
 ����������	
x̃(t) =

∑
n∈Z

c[n]ϕ(t − n) �� �������  ��	��� �
 !
��	� � c(t) ��� �
 !
���
ϕ(t)� )� �	�� � ��	�	1	� � 	����� 	
 ����� 	 � ��������" �	��� �
 ���!
���
�� � �
 ����!
��� ��� �	�� �	1� ��	
��" h(t) = ϕ(t) = sinc(t)��

�� 
	 #������ 	 ������	� �� ���� 
� ��		 �� �	�	" ��� �1� �
�" �� x(t) ���=
������ 	 L2 " �
 ������ ����� �������� �� ���
��	� �� ���!
��� :!
��� �	�� �	1�
��	
; 2�� �%��� �
 ��
	�	 ����� �������	
 :�� �  �����	 
	 7����	 4�4;� �� ���	
#�� 	" 
	 ���	
 ����������	" x̃(t)" �� ��  �� 2�� 
	 ���'������ �������	
 � x(t)
�� �
 ������	��� � 
	� #�������� 
� ��		� �� �	�	" 
� 2�� ������� ��������=
�	� �
 ����� 	 � �������� �� � �� � �� ������ ����� � 	���3� 	���� ��
��	�	�	� )��� ����� � %���	 ������ 	 
	 #�� �
	���� � 
	 �����	 �  �������

�$� �������� 
��
� � ���� 
� ����� �#� ������� ��� %����� ���
� �������� ��������� ��
�#� !�� ����
���� �� ���������� 
� �����������
�
� �� 
����� 〈ϕ(t − n), h(k − t)〉 = δ[n−k]�
��� " ���� �� �������# ��������������



4�M �������� ' �������������� �� ���	���� � (�
���� II

� 
�� ��
���� �  ���� ����� ��	������ P$����K4Q" 	�� �� � � �� ���1���� �
���	
��  �� 	 �
��" 
	� �����		�  ��	��� ��	�
	������ �����	� � ��	 �	��
� ���
�� �����	��" ϕ(x) P�
�����K6Q� �� #�� 	 �� �
	�" *�	D	 ��	���

	 ��
�����	 �  ������� �����	
��		 �	�	 	���3� 	� #�������� �� ���	���� %����=
��	
�� � � ������ !���	 P*D	�	OMQ� )
 ��������� � 	���3� 	���� #������	

���  ��� � ����� :���'������ �������	
; �� ���
��	� �	 ��9� �� 
	 �����	 �
8�	������ ��	� ���	� ���������	������ �� �	���� 
	 �	�	���������	 � 2�� 
��
���!������� �������� � 
	 �3�	����� �� ��������  ��	��� �
 ������� �����=
�� :���%�
�����; � 
	 #������ :���	
; � ����		" x(t)" ' ��	 #������ :!
���;
� 	��
���� 	�����	�@ 
� 2�� �� �2��%	
���� 	 ���!
��	� 
	 ���	
 '  ������	�
	
��������� ����� �� ���	 #�� �
	���� �� ����	 �
 ��������� 	�	��	��

��$��� ��
��� � 
�����
 ��!������
 ���� � �
���&

'�	����


)� �����
� 	 �
�	� �
  	��� ������� �� 
	 ������� 	������� �	�	 ���
��� ���	�
�
	��� � #�������� �����	��	�� � ���	� � 2�� �� �����
� �������	� ��	
2����
���1���� 	�����	��� � ���	
�� �� � #�������� �	��" �� ���	�
� ������� ��
��2�� 	 �  ������� ' �������������� 2�� ����
�� �������� ' 2��  	�����	 �

��������� � ��%	��	��	 	��� ���
	�	 ������ �
 ����� 	 � ��������� )���
�� �������� ��� �
	�	�� 
	 #������ sinc(t) ��� ��	 (���
)� &���������" ϕ(t)"
2�� �!�� �� ������ ���	��� � ���	


V (ϕ) =

{
s(t) =

∑
n=∈Z

c[n]ϕ(t− n) : c[n] ∈ l2

}
.

)��� �����!�	 2�� ��	
2���� #������ s(t) ∈ V (ϕ) ���� �3����	��� �� �
�� ���	���� 
���	
 ��'�� ���!�������" c[n]" �� ������ 2�� ��� �����	��	 ����

	�  �����	� � 
	 ���	
@ �� ����"

s(t) =
∑
n∈Z

c[n]ϕ(t− n). :4�HJ;

��� ���� 
	�" 
	 (���
)� &��������� ϕ(t) ���� ��� ������	 � sinc(t)" ��
 ��" �� �����
� ��	�	1	� ��� #��������  �� �� �
�� '  �� �!������� ��� �

����� � %���	 �� ���	����	
 :��� �1� �
�" 
	� �	��� ��
���;�
�	�	 2�� ����  ��
� � ���������	���� � ���	
�� ����	 ������ �� �����	���

� ����� 	
  ���� ���� ���������� P$����55Q� )� ��� �� 
��	�" 
	 ��������	 �
���!������� ��� ������ ������	 !���	@ �� ����" c[n] ∈ l2�∑

n∈Z

|c[n]|2 = ||c||2l2 <∞;
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'" �� ������ 
��	�" 
	 ���������	���� :4�HJ; ����� 2�� ��� ���	�
� ' �� 	 ����	�
)��	� �� ��� ��	� ���������� ��� �2��%	
����� 	 2�� 
	 #	 �
�	 � #��������
{ϕ(t− n)}n∈Z

#�� � ��	 �	�� � ,���� �
 ���	��� V (ϕ)�

��8�	�	�� $�#* 91��� "	��!: 6� �������� �� ��<���� {ϕ(t− n)}n∈Z
�� ���

%��� �� �
��- �
 �"
���� ��� ���������� ����
�������� ���
�
	�� 0 < A, B < +∞
����� ���

∀ c[n] ∈ l2, A||c||2l2 ≤
∥∥∥∥∥∑

n∈Z

c[n]ϕ(t− n)

∥∥∥∥∥
2

≤ B||c||2l2 , :4�HO;

�� �� (���� ���
	������� �


A ≤
∑
k∈Z

|Φ(Ω− 2πk)|2 ≤ B, :4�HK;

����� Φ(Ω) = TF {ϕ(t)}�
$�	 �����������	 �����	 � 
	 �����	
	 ��#����� � :4�HO; �� 2�� �� 
	

���	
 �� ��
	 :sα(t) =
∑

n c[n]ϕ(t− n) = 0; �������� �����	��	 ���� 
�� ���!=
�������" c[n]" ���� ��� ��
��� ��� 
� �	���" 
	� #�������� �	�� ��� 
���	
 ����
������������" 
� 2�� �	 ��9� �����!�	 2�� ��	 ���	
 s(t) ∈ V (ϕ) ���� ��=
�	
 ���� ���� ��		 ��� ��� ���!������� c[k] ∈ l2� 8	 ���	 �������� � :4�HO;
� �
��	 2�� 
	 ��� 	 L2 � 
	 ���	
 s(t) �� !���	" ��� 
� 2�� V (ϕ) �� �� �����=
�	��� %�
�� � L2� +����� 2�� 
	� �	��� ��� ������� 	
�� �� ' ��
� �� A = B = 1"
�� ��'� �	�� �3���� ��	 �2��%	
����	 ����� 
	 ��� 	 �� �
 � ���� �������� '

	 ��� 	 �� �
 � ���� ������� :��
	���� � �	���%	
;�
)� ������� � ����� ��	 ������	 ' �
�� 	 �������� 	 
	 (���
)� &���������"

����������� �� 2�� :4�HJ; ��	 �	�	� � 	���3� 	� ��	
2���� ���	
 � #�� 	 �	�
������	 �� � ��	 �����	��� ���  �� 2�� ��
������	� �� ������ �  ������� ��!=
������ ���� ��2����� �� � �� � �����	 �� P$����55Q" ���	 �������� �2��%	
�
	 2�� 
	� #�������� �	�� #�� �� ����
�
)� �� �� ��
����

��8�	�	�� $�#) 96���	�	�� 
� �� ��	
�
: 6� �������� {ϕ(t− n)}n∈Z
(��

�� ����
�
)� �� �� ��
��� �
∑
n∈Z

ϕ(t− n) = 1, ∀ t ∈ R.

)� 
	 �������	" ���	 �
�� 	 �������� �� 
	  �� �#���
 � �� �
�� �� 
	
���2��	 � (���
���� &����������� )1� �
�� � #�������� �	�� 	 ����
�� ���

	 �����	 �
 ����� 	 � ��������" sinc(t)@ 
	� #�������� �	�� ��
���" β (t)@ '

	� #�������� � ���	
	 � 
	 �����	 � 8�	������
)
 ��������� �	�� �������� �� ������� 
�� ���!������� c[n] �� :4�HJ; � #�� 	

2�� �
  ��
� � ���	
 ��	 ��	 ���������	���� 	���		 � ��	 ���	
 � ����		
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x(t) ∈ L2� 8	 ��
����� ���� 	" �� �
 ������ �  ���� ����� ��	������" �� 
	
���'������ �������	
 		 ���

PV (ϕ)(x(t)) =
∑
n∈Z

〈
x(t),

◦
ϕ (t− n)

〉
ϕ(t− n), :4�45;

���
◦
ϕ (t − n) �� 
	 #������ �	�� �	
 � ϕ(t − n)� )��	 �3������� ��  �'

�� �
	� 	 :4�HM; �	
%� ��� �
 0��0� � 2�� 
	� #�������� � 	��
���� ' ��������

:
◦
ϕ (t− n) ' ϕ(t− n)" ��������%	 ����; �� ��� �9����	�� )
 ���1���� � �	���
�	
�� {◦

ϕ (t− n)
}

n∈Z

���
◦
ϕ (t− n) ∈ V (ϕ)

�� ����� ' 2��	 ���� ��	� ��� 
	 �������� � ���������	
�	〈 ◦
ϕ (t− n), ϕ(t− k)

〉
= δ[n− k].

�� 0��0�" 
	� #�������� �	�� �	
�� ����� �%	
�	��� � #�� 	 �� �
� �� �

� ���� � 
	 #��������	 �� �

◦
Φ (Ω) =

Φ(Ω)∑
k∈Z
|Φ(Ω + 2πk)|2 , :4�4H;

�����
◦
Φ (Ω) = TF

{ ◦
ϕ (t)

}
' Φ(Ω) = TF {ϕ(t)}� +����� 2�� 
	 �������� �

�	�� � ,���� :4�HK; �	�	����	 2�� ���	 ��
����� ��� ��� ���9 ���� �!��	�
�� #�� 	 �� �
	� 	 
� �� ���	� �� 
	 ���������	���� ��� 9����	 �
 ���=

�� 	 � ��������" �
 	
����� � �  ������� ' �������������� 	� ��� :4�45;
	 ��� ��	 ���������	���� �	�		 �� ��������� � ������	� � ���	
" �	
 '
�� �  �����	 
	 7����	 4�I�	� )� �#����" �
 ������ ����� �� �� �
	� 	
 ���	�
��� �
 ����� 	 � �������� �3����� ��� �
 0��0� � 2�� �
 !
��� � 	��
����

:!
��� 	�����
	�	 �����; ���� � �� �
 ������ �  ��� �� ��	�	��"
◦
ϕ (−t)"

�
x(t) ◦

ϕ (−t) � ����
��

�∑
n δ(t− n)

� ϕ(t) �
x̃(t)

���

�
x(t)

����
��

�∑
n δ(t− n)

� ϕ(t) �
x̃(t)

���

.	���� $�&� )�2�� 	� �  �������� 	; 	���3� 	����  ��� ���	�����	@ �;
�������
	�����
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2��	 �� �
��	 ���� ������!�	� ��� 
	 �
������ � 
	 (���
)� &��������� :�
!
��� �������������;" ϕ(t)@ ���� �� ��������	 #��������	
 %���� 		 ��� :4�4H;�
�� ϕ(t) #���	 ������� 	
" ������� 9
  �� � ����	 �� �����	 #������ � 	��
����

:�� ����"
◦
ϕ (t) = ϕ(t);" ��� 
� 2�� �
 ���!
��� �������	 ��	 ��������	 	
 � ��
=

�� ����������� �� ��	 ��%������ �� ���	
 �
 !
��� �������������� )� ��	
2����
�	��" ���	 �������� � ������� 	
�	 ��
� �� �� �
� �� �����	� ��	������ :���
�1� �
�" 	
 �������	� �� � (���
)� &��������� 
	 #������ sinc(t)" � 
	 #������
��
�� ����	���
	� � ��	���� ����	��	;" 	��2�� �� ���	�  ��0	� �� ������" ���
����� ���
�	 ��� ����  ���%� :�� �1� �
� �%����� ��� 
	� #�������� �	��
��
���;�
)� �!����%	" ��	 %��� &���������" ϕ(x)" �!�� �
 ������	��� � ���	
 ��=

���� ' ���� ��	 � #�� 	 ���%��	 ���
 ��� ��� �
 ���!
���"
◦
ϕ (x)" 	 	�
��	� 	


	 ���	
" � #�� 	 2��" �� 9��	 �� ��������� 	
 ������	��� �������	�" �
 �����
��	������ 2�� �� �� ��	 ��	 �
  ���� �����
�� �� �
 ���!
��� �� �� �
 	���	�
	�	������� ������� 	�����	
�� �� #�� 	 � ��������� ' ��
	�	 ����� :��
��
�&;�
)� ���� ������" �� �� �� ���
��	 ���!
��� ���	�� �� 	��� ��	 ����	���� � �����=
��
	���� �������	 :7����	 4�I��;" � �	
  	���	 2��" �� 
	 ���	
 x(t) �� ���������
	
 ������	��� �!��� ��� 
	 (���
)� &���������" �
 ����
�	� �� ���� �
 ���� �"
�� ����" �3������ ���	 ���	
 ������������� 	
 ������	��� Vϕ  �� ���3� 	 	 x(t)
2�� 
	 ������	  ��	��� 
	 �������
	���� � ���  �����	��

��&� �������

)
 ����
� 	 �
  ��
	�" �	 ��9� ������� �� � 	1���� � ���%	 :���	�
 ��
�&;" ���� ��� �
	���� � 
	 ��������� #�� 	� 	� �� ���1���� � %	
����
yi" i = 1, . . . , N " � 
	 %	��	�
� ��������� y" ��������������� 	 
�� %	
���� 5i"
i = 1, . . . , N " � 
	 %	��	�
�" � %�����" ����������� 5" ���� ��	� ��	 #������
f̂(5) ≡ f(5; Θ) � #�� 	 ������	 ' ��� �� %����� � n �	�� �����" Θ" 2��
�� 	1���� 	 
�� yi � �	
 #�� 	 2�� f̂(5i) ≈ yi� )��	 �
�� 	 �������� ��� ���
������!�		 �� #������ � ��	 �����	  9����	�
)3����� �%�����  ���%�� 2�� 1����!�	� 	�� ���� �� ����
� 	 �  ��
	�"

����� 
�� 2�� �� ��������	� 
�� �����������

4��	��	�� 
� ��� ������ 
	 #�� 	 � 
	 #������  ��
	��	 f(x)
���� ���	� ���� ��		 ��� 
	 	�
��	���� � �
 ������� 	  ��
	�" �� ��'�
�	��" 
�� �	�� �����Θk" k = 1, . . . , n �����
� ���� ������ �� �����!�	�
#������ )
 ��1���%� ���������� �� ���� 	� ��0�� �	�� ����� � #�� 	 �	�
������	 �� � ��	 �����
� 	 �	���� � 
�� 	��� �������
���

���3	!�
� 
� 
����� �� �
 ���1���� � 	��� � �	���	 yi #���	 ��!����=
�� ���� �������" ����	 �	��	� ��� ���� ��	� ��	 #������ �������
	����	
f(x) � �	
 #�� 	 2�� f(xi) = yi �	�	 i = 1, . . . , N � ��� � �	���" �� 
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 	'���	 � 
	� 	�
��	������ 
�� %	
���� yi ����� ����� ���� ��� ������� �
 ��	" �� ��'� �	�� ����	 ���	�
� 2�� �
 ������� �  ��
	� ��	%���
��0�� ��������

"����������	�� ,���	����� 
	 ���������	���� � �� ���1���� �������
� �	��� � 	��� (xi, yi) ��	��� ��	 #������ f(x) ����� �����	� %���	1	�"
����� 
	� 2�� �� ��������	� �
 0��0� � 2�� �� ���� ������� � #�� 	
�� ��	�	 �
 %	
�� �� ��	
2���� ����� x ����� �
 �	��� � ���� ��	� �

%	
�� � 
	 ���%		" 

�%	� 	 �	�� 
	 ������	
" ����

������	�� 
� 
����� �� 
�� ����
�	�� ���� ��� 	
 	���	�� � ��	��=
 �����" ����
�	 ���
 2�� �
 �� ��� � �	�� ����� Θk ��	 �����!�	��%	=
 ����  ���� 2�� �
 �� ��� � 	��� : ��
	� �	��� ������;�

��(��� �������
 ������	���
 � 	������) ���
��������


"����


)3���� �� 
	 
����	���	 ��	� �	���	 ' �%����	 � �9����	� �  ��
	�"
����� �1� �
�� ��������� 
	� ���� ������	
�� :������ ���8��=�; P(	'E��K6Q '

	�  �2���	� � %������� ������� :1������ >����� ?��.
���; P<	���E55Q� ���
� �	���" ���	 �������" ' �
 ����� � 
	 �����" �� �����	�� �� 
	� �9����	� �  ��=

	� ��
��� ��	�� �	�	 ��	
��	� ��	 �
	��!�	���� � 
	� ������	�  ����
���	�
�� ���
 ���	�
���� ��	 ���������	���� �
  ��
� �� #�� 	 � �� ���	���� 
���	

� #�������� �	��" ���� ����
�	 	�
��	�
� 	 ��	� 
	� �9����	� 	 �������	�� ��
���	  	���	 P�0��E	��E'KMQ" �
  ��
� �� ���� �3����	� �� �

f̂(5) =
M∑

j=0

ajBj(5,�j),

���

H� 5 �� �
 %����� � %	��	�
�� � ����		�

4� aj ��� 
�� ���!������� � 
	 �3�	����� 2�� ������ ��� ���� ��	�� 	
�	���� � 
�� 	����

I� Bj(5,�j) ��� 
	� #�������� �	���

6� �j ��� 
�� �	�� ����� � �		 #������ �	���

L� M �� �
 �� ��� � #�������� �	�� �
  ��
��

8��  9���� �	�	�� �� ���	 ���������	���� ��� �������� �� �  9����
������	���" ���� �
 ���1���� � #�������� �	�� :������	���; ���
��	� �� 
� 2��
�#������	 	 
�� ��������  9����� )� �����
� ��	
��	� ��	 �
	��!�	���� � 
��
 �� �� � 
	 ���������  	���	�
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H� ����
�� �� �
�����	3�� ���
��	� #�������� �	�� ������	�
���	� :' ���
��� �	�� ����� �j ���!1	��;" � #�� 	 2�� ����	 ���� 
�� ���!�������
aj �� 	1���	� 	 
�� 	��� ���
��	��" 0	����	
 ����" �
 �������� �  ��� ��
��	�	��" ����
�	�� �� ����
� 	 
���	
�

�9���� �	�	 9������ �
��	
��" �� � ��� �1� �
� 
	 ��������� ��
�=
�� ��	� )��� ���� �  ��
	� ����� ��	 C�3���
�	  �' 
� ��		 '
����������	  ��
�� �������� ����	 ���� ��	�� 
	 #������ ���'	=
����� 	
 ������� 	  ��
	� �� �� �
	� 	 
	 ������	�
���	� ��� �����	"
	 �� #	%�� 1���	 �� �����

��" 
	 ������	 � ����� 	��� �	�	 
	 ��=
������� � 
�� �	�� �����" 
	 #	��
�	 � ���������	���� ' 
	 �	����
� �� ���	�����

�9���� �	�	 9������ 
��	
��" �� � 
	 ��������� 
���	
 	 ��	 ��
:�G8; � 
�� ��
����� )����  9���� �3������ 
�� ���������� �
  �=
�
	� �	�	 9����� �
��	
  ��	��� �� 	�
��	���� 
��	
 	 �������� �
��	 �� �
 ���	��� � ����		 ' 
	 � �������� � �����	� �������=
��� � ��������	 'T� ��	%�	� 8	 	�
��	��
�	 � ���� ���� �
 ��
	� �� 
� ��	 	 ����
� 	� � �	1	 � ������ �� �
 ���	��� �
����		 :�����	 ���� ��	 � �� %	��	�
�� � ����		; ���� �
 �� ���
� ���!������� � �	�� ����� �
  ��
� ����� �3�������	
 ���� ���

	 � ������" 
� ��	
" 	� �� � ����
�	� ����
� �����" ��2����� �
�� �� ��� �3�������	
 ���� ��������� � 	��� �	�	 �� �%	
�	����
� #�� 	 ������	� )� �
 ������� ����
� 	 � .
	  	
����� � 
	
� ������	
�	/ :.�.� ����� �( �
����
����
��/;� 8�� ��
���� �� ���=

��	� #�������� ���� �� ����
� 	� �  ��
	� ' 	1���� � ���%	�
:���
�� ���	�  ��
�&;� )
  9���  �� �� �
� �	�	� �� ��
���� ���=
����	 ���!1	�� 
�� ������ � ������	 � ����" 
� 2�� 
� ���%�����
�� �� ����
� 	 
���	
 �������� � 
�� ���!������� � 
	� #��������
�	�� ��
���" 2�� �� �����
%� �  	���	 �� �
�� �� ��	�	" ��� �	���"
� ��  9��� �  ��
	� �	�	 9����� 
��	
 �� 		��	��%�� ���
�����	������ :��
	��%	� 	 
	 ��������� �
 	1����; ������ ���� �=
 ���� �
 �� ��� � ���� �������	� ' � ��� ���������� :2�� ��
���� ���!1	� � 	��� 	��;� )
 �
	���	 ����� ' ����
����� � ����
����
� 	 �� ����� �
	 �� P?���JO" �����E3KLQ�

4� ����
�� �
�����	3��" �� 
�� ��	
��" 	� �� � 
�� ���!������� aj " �	 =
��9� �� 	1���	� 	 
�� 	��� 
	� #�������� �	�� 'T� ��� �	�� ����� �j � ��
��	�	" ��� �	���" � �� ����
� 	 �� 
���	
" � �������	�
� �!��
�	 ' ��
�
 2�� 
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#��������	� ����������" �� ����"

Sx(f) =

{
1

2fc
, |f | ≤ fc;

0, |f | > fc.
:I�H;

���0	 ���	
 ��  ������		 	 fs  �����	� ��� ������" ��� 
� 2�� 
	 �������	
� ���	
 ��
	�		 :��
��
�&; �� ������� �� �

Pa = 2
∫ ∞

fs
2

Sx(f)df,

��� 
� 2��" �������	�� ���	
�� ��� �)� �� � �� :I�H;" 
	 	������� �3�������
����
�	

Pa =

{
0, fc ≤ fs

2 ;
1− fs

2fc
, fc > fs

2 .
:I�4;
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	���� ��� ��	�	1	�
������ ��	 ����	 �������	
 � �������	 �
	�	 :I�H; ��� ��	 #��������	 �
����� fc  ��
		 �� � ��	 %	��	�
� 	
�	����	" 	 
	 2�� ����	�� �� Φ" ���
��	 ���� ��		 #������ ����	 � ����	��
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���" ������� �� �����	 :I�4;"

g(φ) =

{
0, 0 < φ ≤ fs

2 ;
1− fs

2φ , φ > fs

2 .
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	 �����	��	
 	�� ����	 � :I�I;" �� ����"

Pa = ) [g (Φ)] =
∫ ∞

0

g(φ)fΦ(φ)dφ =
∫ ∞

fs/2

(
1− fs

2φ

)
fΦ(φ)dφ.

7��	
 ���� �� �������

Pa = 1− FΦ(fs/2)− fs

2

∫ ∞

fs/2

fΦ(φ)
φ

dφ. :I�6;
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1
2φ , |f | ≤ φ;
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Sx(f, φ)fΦ(φ)dφ =

∫ ∞

|f |

fΦ(φ)
2φ

dφ. :I�M;
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	 #��������	 �  �������" �� ����"

Pa = 2
∫ ∞

fs/2

Sx(f)df =
∫ ∞

fs/2

(∫ ∞

|f |

fΦ(φ)
φ

dφ

)
df, :I�J;
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fΦ(φ) =
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1

φ���
, 0 ≤ φ ≤ φ���;

0, �� ���� �	��;
:I�O;

FΦ(φ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, φ < 0;
φ

φ���
, 0 ≤ φ ≤ φmax;

1, φ > φ���.

:I�K;
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Pa =

{
1− fs

2φ���

(
1− ln fs

2φ���

)
, φ��� > fs/2;

0, φmax ≤ fs/2.
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	 ���	
 � ����		 �� φ��� '
����	�� ��� R 	
  ��� � #	���� � ����� �������
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Pa =

{
1−R (1− ln R) , R < 1;
0, R ≥ 1.
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 �������� ��� ���

Sx(f) =
1

2φ���

ln
φ���

f
, f ≤ φ���;

� ����
Sx(f) = −R ln (2Rf), f ≤ 1

2R
.

?� 45������	��

�� �� �������	 2�� 
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 � �	�� ���� c" ��������

fΦ(φ) =
1
c
e−

φ
c , φ ≥ 0; :I�HH;

FΦ(φ) = 1− e−
φ
c , φ ≥ 0. :I�H4;
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	 �������	 � 	
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Pa = e−
fs
2c − fs

2c
)i

(
fs

2c

)
, :I�HI;
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	 #������ ������	
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)i(x) =
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x

e−t

t
dt.
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Sx(f) =
1
2c
)i

(
f

c

)
= R)i(2Rf).
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�� ��  9���� �������	�� :���� ' ��
���; ��� �
 !� � ������� �
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|Ha(f)| = 1
1 + (f/fc)16
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� �	� 2�� ��0� ��
�
�
�& 	#���	 ��  	'��  ��	 	 
	� #��������	� ���3� 	� 	 fs/2 = 4000 (�" �

!
��� ��#� 9����� ����� �� �#����" 	
�	������� �� ��%�
  �3� � � 70 ?�
)� ��	��� 	 
	 �������
	���� ��
��� �����	" 
�� ����
�	�� �������� ��� �����=
�
� ����  �1���� 2�� 
�� ��������������� 	
 !
��� ��	
" ���� �	�	 ��	� 
	�
����
������� �������		� �� ���� ����� �����	 	
 � 
	 �������
	���� ���� �
45 
���
��� )� ��������" �	�	 O ���� � ����
����� 
	 �������
	���� ��
��� �������



I�4 �������
	���� ���� #����� 	 
	 �������
	���� ��
��� LI

4 6 8 10 12 14 16
10

20

30

40

50

60

70

80

90

Nº de bits

SE
R

 (
dB

)
Sinc
Sinc truncada
Spline
Sinc Pond.
Sinc trunc. Pond.
Spline Pond

.	���� &�+� �������
	���� � 
	 ���	
 � %��� 7�
��� 	�����
	�	 ����� � ����
��0��


	  �� 	 �), 2�� 
	 �������
	���� ���� ��	
 ' �����	 �� 2,5 ? 	 
	 ������	
��� 
	 �������
	���� ���� �����		�

������  �
��
��� � ��
 �
������


� 
	 %���	 � 
�� ����
�	�� � 
	� �� �
	������ ���%�	�" �� �%����� 2��" �	1�
���� ��		� ��������	���	�" 2�� �� �������	� �� 
	 �������	 � #�� 	  �' 0	=
����	
 :�� ��	��� 	 #	������ � ����� ������ � �� ��� � ���� � ��	���!�	����
�������	��;" 
	 �������
	���� ��
��� �����	 ����������	 ����
�	�� ����������
	 
	 �������
	���� �	�		 �� 
	 #������ ����� �� 
	 �	�	��	 � �� ���� #���	
�� ���� ���	�� :' 
� �� �� ��	� �� ��� � 	�
��	������; 
	� �����	������ �

	 �������
	���� ���� �� ���		��	� ��	%� ���� 	
 �����	� �
 !
��� �������
	=
��� ��� � �	���" 		 
	 �!������	 �� ���	����	
 � 
	 �������
	���� ��
���"
9��	  	������	 ��� �����	������" 	
 ��2����� ����	 ���� �����  �
���
��	������=
	�� �
	������ :���; ���  �����	 �	�	 ������� 
�� ���!������� ��
��� ' ��	���
���W� �	�	 ������� �		 %	
�� �������
	�� )� �!����%	" 	��� �� �� ��� ���
����� �����	������ ' ����� �� ���	����	
" 
	 �������
	���� ��
��� ����������	 ��
 ��0	� ��	������  �1���� ����
�	�� 2�� 
	 �������
	���� ���%		 �
 ����� 	
� ���������
)� 
	� �� �
	������ �������		� �� 0	 

�%	� 	 �	�� 
	 �������
	���� ��
���

	 �	���� � 
	�  �����	� � 
	 ���	
 !
��		 �	�� �	1�" 2�� �� ���  �� 2�� 
	
���'������ � 
	 ���	
 ������	
 �� �
 ���	��� �����	� ��� 
	 #������ �	�� ����� ��
�� �� 
��	� �� ���
��	�	� 
	�  �����	� ����
�	���� � !
��	� 
	 ���	
 ������	
 ���



L6 �	����
� I� �9����	� ��
��� ��	� �� ������	� � ���	


�
 ���!
��� ��
��� 	���	� :�" 	
  ����" ��� �� !
��� ��	
��	�
� 2�� 	���3� �
�� ��������	; 
�� ����
�	�� �������� ����	� ����������" '	 2�� �� ��� �	�� ��
�������	 
	 	���3� 	���� ��
��� �  ���� ����� ��	������ � 
	 ���	
 ������	
�
�� 0��0�" �� � �� ������� �� �
 �	����
� 4" 	� �� ���	��� � ���	


�!��� ��� �� ���1���� � #�������� �	�� �����	��	� :
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y[n] = xi[n−D] = h[n] ∗ x[n] =
+∞∑

k=−∞
h[k]x[n− k]. :I�HJ;
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ejω
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= e−jωD, |ω| < π;
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xi[n−D] = h	���[n] ∗ x[n] =
+∞∑

k=−∞
sinc [k −D]x[n− k]. :I�HK;
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xi(t) =
N∑

k=0

x(tk)LN,k(t),
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 k=9�� � ��
��� �� � 8	��	��� � ���� N ��

LN,k(t) =
N∏

i=0
i�=k

t− ti
tk − ti

, k = 0, 1, . . . , N.
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y[n] = xi[n−D] =
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	 �9����	 � ����� �������� �
 �������� �
��������	 �� #��������	  �3� 	 ���� �
	�	 P*��E��JKQ�

������ �����
�
 �� ���� � ������������

)
 !
��� �������
	�� � 8	��	��� � ���	�� #�	�����	��� ����������	 ��	
��
����� �3	��	 �� ω = 0" ���� �� �� ����	 ����� �� %	 ���		�� ���#�� �
	� ���	 
	 #��������	 � 
	 ���	
 	 ���	�	�� )� ���� 	�	��	� �� �������	 ��	
���	 �
 ����� � �������
	���� �� #������ �
 ���� �
 !
���" �
 #	���� �
����� ������� � 
	 ���	
 ' �
 ���	�� #�	�����	��� P8�����55Q� ���0	 ���	
���� ��� ���
��		 �	�	 	�����	� 2�� �
 !
��� ����	�  	�����	 ��	 ���������
���� ��		�

&�&�&�#� 6������	���� 
�� �������

�� �������	 ��	 ���	
 �������	 ' 	�	
����	 � ����		 x(t) 
� ��		 ��
�	�	 �� �
 �	��� [0, f0] (� :������  ��� � T0 = 1/f0; '  ������		 	 fS >
2f0 (� :#	���� � ����� ������� R = fS/2f0 = T0/2TS;  ��	��� �� ���%�����
	�	
�����=����	
 ��� ��	 �����	 ����
������ ���0	 ���	
 � ����		 ��� ���
����	�		 �� ������ ���	�� D �� ������" �� �����	
" ��� �� �� ��� ������
�  �����	� ' �� ���	�� #�	�����	���� )��� ����
� 	" �� � �� 0	 �� ���	�
�� ��������� 	���������" ���� ��� �����
��  ��	��� �� !
��� �������
	�� �
8	��	��� � ���� N :N + 1 ���!�������; 2�� ����������	�� �� ���	�� ���	


D =
N

2
+ d,

��� N/2 �� �
 ����	�� � �� !
��� 7�, �	��	
" 2�� ����������	 �� ���	��
#�	�����	
 �� �
 �	�� � ��� N � �	�" ' d �� �
 ���	�� #�	�����	
 	�����	
� )���
���	�� d �� 	�� %	
���� �� �
 �	��� [−0,5, 0,5] ��� �
 !� � ������� �� ������
� �������
	���� �� ����� 	
 ������ � �� ����	 �
 !
��� :N/2;� �
 ���������� �

�	��� � �������
	���� 	 ��0	 ������ :����� 
�� �� ���!������� �����	
�� �	�	
N � �	� ' 	
����� �
 ���!������ �����	
 �	�	 N �	�; �� �������� 
��  �1����
����
�	��" �	
 ' �� � �� � �����	 �� P8		E��KMQ�

N � � � �

hL[0] � 1 − D (D − 1)(D − 2)/2 −(D − 1)(D − 2)(D − 3)/6
hL[1] D D(D − 2) D(D − 2)(D − 3)/2
hL[2] (D − 1)(D − 2)/2 −D(D − 1)(D − 3)/2
hL[3] D(D − 1)(D − 2)/6

����� &�#� ���!������� �
 !
��� � ���	�� #�	�����	��� � 8	��	����
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)
 ��1���%� �������� �� ������� �3��������� 2�� ��
	������ �
 ����� � ��=
�����
	���� ��� �
 #	���� � ����� �������" R" ' ��� �
 ���� �
 !
���" N � ��
���	  	���	" �� �
 ����� � �������
	���� �� �3��� �
 ��%�
  �3� � �
 ����
� ��	���!�	���� � ������ ��� �
 ���" �������� �� ������%	�� 
	 ����
����� �

���%������ ���� �����
�" ��� �	���" 	�����	� 2�� 
	 ���	
 0	 ��� ���	�		 ���
�9��	 � ����
������

&�&�&�$� ���� �����	�� 
�� �����

��� �
 !� � �	�	����	� 2��" 	� �� ������ #	���� � ����� ������� ' ��
���� ��	� ���� �
 !
���" ��  	�����	 
	 ����
����� �
 ���" �� �����	���
�������	� 
	� ���������� �	1� 
	� ��	
�� �� ������ �
  	'�� ����� � �����=
��
	����� �� ���	  	���	 ���� �����
� ������� ��	 ���	 �������� �
 ����� '
��	���

	� ���	������ ���
�� 	 
	 0��	 � ����	� �
 !
��� � ���	�� #�	�����	=
����
)
 ����� � �������
	���� %���� 	� ��� 
	 �#������	 ����� 
	 ���	
 �����=

��
		 ��	�� �
 !
��� �������
	�� ��	
 :I�HK;" ����		 ��� xi" ' 
	 ���	

�������
		 ��	�� �
 !
��� � 8	��	��� � ���	�� #�	�����	
 :I�45;" xL"

e[n] = xi[n−D]− xL[n−D] = x[n] ∗ (hi[n]− hL[n]),

��� hi[n] �� �
 !
��� ���	�	�� �	�� �	1� ��	
 :I�HO; ' hL[n] �
 !
��� �
���	�� #�	�����	��� � 8	��	��� :I�4H;�
)
 ����� � �������
	���� ����� � �� #	������� 
	 ���	
 � ����		 ' 
	

�#������	 ����� �
 !
��� ��	
 ' �
 ���
��	�" ����� ���� �
�� � #	���� �������=
�� �
 ���	�� #�	�����	
 ' � 
	 #��������	 :�" � #�� 	 �2��%	
����" �
 #	����
� ����� �������;� �	� 2�� 
	 ��������	 �
 !
��� �������
	�� �� 	�	��	 � 
	
��	
 � #�� 	  ������	 ���#�� � 	� ���	 
	 #��������	" �� � �� � �����	
�� �
 ��9���� ��H" �
 �����  �3� � ����� 
��	� ��	�� 
	 ���	
 � ����		 ��
��	 �������� ��'	 #��������	 �� 
	  �3� 	 ��� ���	 P,	 ��	O6Q

x[n] = A cos (ω0n).

)
 �	�� ����" �� 
� 2�� �������	 	
 ���	�� #�	�����	
" �� ������ ��	�� 
	
���	���	 ����� �
 ����� � �������
	���� ' 
	  �����	  �� ����	�	 ��	  �3� 	
P8		E��KMQ" �� ����" ��	�� d = 0 �	�	 N � �	� ' d = 0,5 �	�	 N �	�� ���
� �	���" ' ��� �� �
���	" �� 
	� ���������� �3��������� ��  	������ D �� �
�	�� �����
)� ���	� ����������" �
 ����� � �������
	����" eI " �� ���� �������� �� �

eI [n] = A

(
cos [(n−D)ω0]−

N∑
k=0

hL[k] cos [(n− k)ω0]

)
.

�
 ��	�	��� � �� ����� 	 
���	
 � ��%	��	��� �� �
 ��� ��" �
 �����" ��%�	=
 ����" ���� �3����	��� �� � �� ���	
 �������	
 � 
	  �� 	 #��������	 2��
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	 ����		 ' ��� ��	 �����	 	 �
��� ' #	���

eI [n] = AeI cos (ω0n + φe).

)� ���	 �3������� 
	 #	�� �� ����
�%	��� �	�	 �
 ��������� � ������� ��	
���	 �������� �
 ������ )��	 ���	 ���� ��������� � #�� 	 �����	 �� 	��
�
 %	
�� 	���
��� � 
	 #�� �
	 �
 ������ � 8	��	��� :4�K;

|eI [n]| =
∣∣x(N+1)(ξ(t))

∣∣
(N + 1)!

N∏
k=0

|t− tk|, :I�44;

��� ξ(t) �� �� ����� ��� ������!�	� ������������� 	
 �����%	
� � �������
	����"
�� ���� �	�� |t− tk| = |D−k|Ts� ������� �� �����	 2�� �
 %	
�� 	���
��� � 
	
(N +1)=9�� 	 ���%		 � ��	 �������� ��� ��� ��  ���� � ���	
 	 (2πf0)N+1"
�� �����
� ������� ��	 ���	 �������� 	 :I�44; � 
	 #�� 	

|eI [n]| ≤ A

(N + 1)!

(
2πf0

fs

)N+1 N∏
k=0

|D − k|.

,�����	�� �9� ����" �� ���� �	
��
	� ��	 ���	 �������� � 
	 	 �
���
� 
	 ���	
 � �����

AeI ≤ A

(
π

RCN (D)

)N+1

, :I�4I;

��� CN (D) �� ��	 #������ 2�� �� ����� �
 #	���� � ����� �������" R"
' ��'� %	
�� %���� 	� ���

CN (D) =

(
(N + 1)!∏N
k=0 |D − k|

) 1
N+1

.

)� �
 ��������� 	�	��	� �� ��
	����	 
	 	 �
��� �
 ����� ��� 
	 ����
�����
�
 ���%����� 	�	
�����=����	
 ��� �
 !� � ������� 
	� ���	������ � �����
2�� �� ����	��

&�&�&�&� 4����	���� 
� 
	����

�� �������	 �� ��� ����
	� ��� b + 1 ���� �����!�	��%�� ' �� �	��� �
����		 � [−xm, xm] �" �� �� �	��" �� ��� �����
	� ��� b ���� �����!�	��%�� '
�� �	��� [0, xm]� ��� �
 !� � �%��	� 2�� 
	 ��	�	 � �� ����	���� � ���	��
#�	�����	��� ��������	 ��������� 	�����	
" �
 �����  �3� � � �������
	����
����� ���  ���� 2�� �
 ����� ��������� ��� �
 ��	���!�	�� �
 ����
)
 ����� � ��	���!�	���� ���� 	
�	��	� �� %	
��  �3� � � 1/2 ���  ����

�����!�	��%� :8�?� ,���� 1
&�
 ���� /
�;" �� ����" �� %	
�� ���� �� ������
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�� �
 �	��� [−∆/2, ∆/2]" ����� ∆ 
	 ���	���	 ����� �� ��%�
�� ��������� �
��	���!�	���� ' ��'� %	
�� ��

∆ =
2xm

2b+1
,

��� 
� 2�� 
	 	 �
��� �
 ����� � ��	���!�	����" AeQ " ���� 	���		 ���

AeQ ≤
xm

2b+1
. :I�46;

)
 ��1���%� �
 ������� � �������
	���� �� ������� ��	 ���	
 ���	�		 �
#�� 	 2�� 
	 	 �
��� �
 ����� � �������
	���� ��	  ���� 2�� �
 ����� �
��	���!�	����� ��� �	���" �������	�� 2�� 
	 ���	
 � ����		 ����� �
 �	���
�� �
��� �
 ��� :A = xm �	�	 �
 �	�� ����
	� ' A = xm/2 �	�	 �
 �	��
�����
	�; ' �� �	�	�� 
	� �3��������� :I�4I; ' :I�46; �� ������� 
	 ��
	����

AeI ≤ A

(
π

RCN (D)

)N+1

≤ AeQ ≤
A

2b+1
,

	 �	���� � 
	 ��	
 �� �����
� �������" ��� �1� �
�" �
 %	
�� �
 #	���� � �����=
 ������� �����	��� �	�	 	
�	��	� ��	 ��������� ���� ��		 ��	�� �� !
���
� ���	�� #�	�����	��� � 8	��	��� � ������ ����

R ≥ π

CN (D)
2

b+1
N+1 . :I�4L;

�� #�� 	 ��%���	" �� �����
� ������� 
	 ����
�����" b + 1 ����" 	
�	��		
���
��	�� ������ #	���� � ����� ������� ' ������ ���� �
 !
���

b + 1 ≤ (N + 1) log2

(
CN (D)R

π

)
, :I�4M;

�� ����" ���	 �3������� 	�����	 2�� �	�	 ���� %	
���� ��������� � D" R" ' N

	 ����
����� 2�� �� ������� ����  	'�� 2�� 
	 ����������		 ��� �� ��� �
b + 1 ���� � ����������
8	 ��������� � ��	 �3������� 2�� ����������� �
 ���� �
 !
��� �	�	 ��

#	���� � ����� ������� ' ��	 �����	 ����
����� ��  �� �� �
��		 ���� 	 
	
��������	 � 
	 #������ CN (D) ��� �
 ���� �
 !
��� N � ��� � �	���" 	

���1	� ��0	 #������ #����� 	 N �	�	 �
 �	�� �  	'�� ����� :d = 0 �	�	 N
� �	� ' d = 0,5 �	�	 N �	�" �� ����" D���� = �N/2�+ 1/2; �� ���� �����%	�"
7����	 I�O" 2�� �
  �3� � ��

√
8 �	�	 N = 1 ' 2�� ����� 	 2 ���#�� � N

������
��� �	���" ' 	� 2�� �
 �����	��� ������ � ��	�	1� � �
��	 ����	� �	�	 �


�	�� ����" ����� �� %	
���� ����� ��� ���
��	�� �� � ���	� �������� � ��#�����
�	�	 ���� 	� �
 %	
�� � N

b + 1
log 2(

√
8R/π)

≤ N + 1 ≤ b + 1
log 2(2R/π)

. :I�4J;
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)��	� ���	� �������� � ��#�����" 2�� ����� ��������� �� �� ���� �� �������"
����� ��� ��		� �	�	 ������� ����	��%	 ���� �
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 �9� ��� � 
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	 :I�4J;�

4� �	
��
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	 ����
����� ������	 ���  ��� � :I�4M;� �� �� �� �
�� 
��
��2������� � ����� �� !�	
��	�

I� (	��� N = N + 1 ' %�
%�� 	
 �	�� 4�

8	� ���	������ :I�4L;Y:I�4J; ��� %�
�	� �	�	 �
 �	�� � ���%������� �����=

	��� ���  �� 2�� ��������� (b + 1) ��� b�

������ #�	�������
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�� �
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	� ��	
�� �� 0	 �����	� ��	 ���	
 �������	
 ������	 x[n] �
#	�� 	
�	����	 ' 	 �
��� A = 1 ' #	������ � ����� ������� �� �
 �	��� � H 	
H55� ���0	 ���	
 0	 ��� !
��		 ���
��	�� !
���� �������
	���� � 8	��	���
� �%����� ������ :N ����� 5 ' M; ' �������	�� �
 ���	�� 2�� ��������
 �� ����� :d = 0 �	�	 
�� !
���� � ���� � �	� ' d = 0,5 �	�	 
�� � ����
�	�;� 8�� ����
�	�� �� 0	� �� �	�	� ��� ��	 �9�
��	 ��	
 ���� ���	�		
x[n −D]  ��������� �� 
	 7����	 I�K 
�� ����
�	�� � ��0	 �� �
	���� :��
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8	 ���	 �������� ������	 �� �	� ������	 2�� 	 ��� ���1����� � ���%	�

:������	� ' �� �
		�; ��� �����������
�� �	�	 #	������ � ����� �������  �=
��� ' 	
��� :7����	 I�K	;� ���0	� ���%	�  �����	� 2�� �� �������
	�� 
���	

:N = 1; ��	�	1	�� ��� �� #	���� � ����� ������� �	� 	
�� �� � R = 100
	���	� ��� ���  	������ ��	 ����
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	 ���
��	����
� �� !
��� � ��3�� ���� ��� ,ZH5 ������
��	 ��	 ����
����� � 45 �����
)� 
	 7����	 I�K� �� �������	 
	 	���3� 	���� �	�	 %	
���� � #	������

� ����� ������� �	1��� �	� 2�� 
	� ���	������ � ����� �#����� ��	 ���	
�������� �
 ����� � �������
	����" ��0� ����� �� ��������� 	� '" ��� �	���"

	� ���%	� ������	� ������� 	� 
	 %��	��	 ����
����� ������	�
��� �
�� �" �� �� �	�	 �
 ����� �� ���	����	
 �
 !
��� � ���	�� #�	�=

����	��� � 8	��	��� ��� �� ��2�� 	  �
���	�	 : ����	� �� 
	 7����	 I�H5
�	�	 �� ���	�� D = r/M; � � �
� ���	�  ��	��� �� ���� �������� ��=

�#	�� �� M �	 	�� )
 !
��� �	�� �	1� 0	 ��� ����	� ��	�� 
	 �9����	 �
�	��E� ���
�

	� ��� ��	 �	�	 � �	�� � [0, π/(MR)]" ��	 �	�	 � ��=
�0	�� � [(2π − π/R)/M, 2π]" �� ���	� �� �	�	 rp = 2−(b+1) ' �� ���0	��
� A = 6,02(b + 1) + 1,76 ?� 8	 �	�
	 I�4  �����	 �
 �� ��� � ���!�������
�
 !
��� �������
	�� � 8	��	��� �����	���� �	�	 ����� ����
������� ������	�
' �	�	 ���� %	
���� � R ' 
�� �� �	�	 ��� �
 �� ��� � ���!������� � 
	
�������������� �	 	 �
 !
��� ��
�#	�� ��2����� �	�	 ������� �
 ���	��� 8��
%	
���� �
 !
��� ��
�#	�� �� ����������� 	 M = 16" ' �� �����%	 2�� �
 �����



I�I �������� �� �
�����  ��	��� !
���� � 8	��	��� MI

�
x[n]

↑M �
7�
���

�	�� ?	1�
ωc = π

MR

� z−r � ↓M �
x[n− r

M ]

.	���� &�#0� )�2�� 	 � 
	 �������
	����  �
���	�	�

"������	�� 9b + 1 �	��:
R O H4 HM 46 I4

4 HJ:M; 4J:K; IO:H4; M5:HO; O4:46;
L 6:6; J:M; K:O; H6:H4; HO:HL;
H5 I:I; 6:L; M:J; K:H5; H4:HI;
4L 4:I; I:L; 6:M; M:H5; O:H4;
L5 4:I; I:L; 6:M; L:H5; J:H4;
H55 4:I; 4:L; I:M; 6:K; M:H4;

����� &�$� �� �	�	���� �
 �� ��� � ���!������� �
 7�7 � 8	��	��� '
�
 !
��� ��
�#	�� :����� �	�9������; ��2������ �	�	 ������� ��	 ���� ��		
����
������

�� ���	����	
 � 
�� !
���� � ���	�� #�	�����	��� � 8	��	��� �� ��#����� 	 
	
���������	 ��
�#	�� ��	�� 
�� #	������ � ����� ������� ���  	'���� 2�� ����
���  �� �" �� 0	 �� ����	� 2�� �
 �� ��� � ���!������� �
 !
��� ��
�=

#	�� �� ����� ���	 ��	��" ���� 	
 %	
�� ���	� �
 ���	��" D = r/M " ��
�������� %	
���� ���������� � M � ��� � �	���" 
	 
������ �
 !
��� �������
	=
�� � 8	��	��� �� ����� �
 %	
�� �
 ���	�� :
	� �3��������� ��������	�
����������	� 
	 
������  ��� 	 �������	�� �
 �	�� ����;" ��� 
� 2��" ��
����� �	���" �� ����� ���	��� 
	� %���	1	� �� ���	����	
�� � ���	 �9����	�

������  �
��
��� � ��
 �
������


)
  ������� �� �
����� � �%����� �	�	
�� 	2������  ��	��� ��  �
��=
�
�3�� ' �� ����� ���" 	�� �� � �
 ���	�� 	�����	��� � ��	 ���	
 �����
��� � �
� ���	�� ���
��	�� !
���� � 8	��	��� � ���	�� #�	�����	���� )

���� ����� � ����  9��� �� #������ �
 #	���� � ����� ������� � 
	� ��=
�	
�� � ����		 ' �
 ���� �
 !
��� �������
	��� )� 	2��

	� 	�
��	������
��� ����
�� 0	����	
 �� #	���� � ����� ������� �
�%	�" 
�� !
���� � ���	�=
� #�	�����	��� � 8	��	��� ����
�	� %���	1���� ���� 	 �� ��	%�	 	 �	1	�
#��������	� ' 	
 �	1� ���� �����	��� �	�	 ������� ��	 	���3� 	���� ��!����=
�� ���� ����	 	
 !
��� ��	
�
)� ���	 ������� �� 0	 ������� ��	 ���	 �
 ����� � �������
	���� �
 !
=



M6 �	����
� I� �9����	� ��
��� ��	� �� ������	� � ���	


��� � ���	�� #�	�����	��� � 8	��	���"  ��	��� 
	 ��	
 �� 0	� ��	���

	�
�3��������� 2�� ��
	����	� �
 �� ��� � ���� �����!�	��%�� ��� �
 #	���� � ��=
��� �������" �
 ���� �
 !
��� ' �
 ���	�� #�	�����	���� �� 0	 � ����	� 2��"
�	�	 �� ���� ��	� #	���� � ����� �������" �� �����
� 	
�	��	� ��	
2���� ��=
��
����� ���		 ����� ���	�� �
 ���� �
 !
���@ �" � #�� 	 ��%���	" �	�	
�� ���� ��	� ���� �
 !
���" ����� ���	�� �
 #	���� � ����� ��������
8�� ����
�	�� �������� 0	� ��� %	
�	��  ��	��� �� �
	������" �� =

��������� 2�� 
	 ���	 ����������	 �� %	
��  �' ���3� � 	
 %	
�� ��	
" ����=
��	
 ���� ��	�� �
 #	���� � ����� ������� �� �������� 	 ������ ��� ���� 
	�"
�
 ����� �� ���	����	
 �
  9��� ��������� �� 0	 �� �	�	� ��� ��	 	
����	=
��%	 �	�		 �� �9����	� ���%������	
��  �
���	�	 � �
� ���		�  ��	��� ��
���������	 ��
�#	��" ������9���� �� �� ��� ��#����� � ���!������� ��	�� �

#	���� � ����� ������� �� �������� 	 ���� )�  ��" 	� 2�� �
 ����� �� ���	=
����	
 �
 ���	�	�� � 8	��	���" �	�	 ��	 ����
����� ' ����� ������� 	��"
�� ����������� �
 %	
�� � ���	��" D" ����
�	 2�� �
 !
��� � ���	�� #�	�=
����	��� � 8	��	��� ����������	�� ��	 ��
����� �� ���	����	
 ����  ��0�
 ���� ������	 2�� 
	� �9����	� ��	�����	
�� �� 	2��

	� 	�
��	������ �� 
	� 2��
�
 ���	�� ��	 �� �� ��� �� �	����	
 :� �	����	
 ��� ��� ��	�� �
�%	�;�

��!� ,�
����	�
��

��� �
 ��1��� �  ���%	� 
	 ���2��	 � ���%	� �9����	� ��
��� ��	� ��
������	� � ���	
 2�� ���	 ����� 

�%	 	 �	��" �� �
 �������� �	����
� �� 0	�
�
	���	� �� �1� �
�� 2��  �����	� 2��" �� 	�
��	������ �������	�" 
	� �9�=
���	� � �������
	���� ��
��� ��	� ����� �#����� �����	������ ���������� 	

�������	� �� �
����	 ���� ��������� ' �	��� �� ���	����	
�
)� ��������" �� �
 ��� �� �1� �
� �� 0	 �� ����	� 
	 ���������	 :�	1�


�� ��������	���� ��������� �� ���	��; � 
	 �������
	���� ��
��� �����	 #�����
	 
	 �������
	���� �	�		 �� �
 �����	 ����� � 
	 #������ ����� �� ���	
 #�� 	"
�� �
 ������ �1� �
� �� 0	 � ����	� 
	 ���
�	 � 
�� �������
	���� �
���	�� #�	�����	��� �	�	�� �� 
�� ��
��� ��� � 8	��	����



�������� �

α�����	��

!��� �
�������	�


8	 �������
	���� ��
��� �� 	�
��	 � #�� 	 0	����	
 �� ����
� 	� � ������=
�������� � ���	
�� :�������	
 ���� � � ������;� )
 ���� � 
	 �������
	����
��
��� �� ������ �� #������ � 
	� �	�	���������	� 2�� �� ����� �� 
	 ��
�����"
��� �1� �
�" ��
���� 
���	
�� :���� ���; �	�	 	�
��	������ �� �
�� �� 
	� 2��
�� �� ������� ��������	 �� 
	� ���%		�" ��
���� ������� :���� ����; �	�	 ��=
�����  �3� 	 ��	%�	 �� 
	 ��
�����" ���� ��� � �	���" ����	 ���� �� �����
�
������� ����� ������ �������" ' 
	� 
� ��	������ �������	� :#��	 ���	
 ����
�
 ����� �� ���	����	
; ���������� 
	 �
������ 	 %	
���� ��
	��%	 ���� �	1��� )�
���	 ����� �� ������� ��	 ���%	 #	 �
�	 � ��
���� P������56Q" 
�� α=��
����"
���������� � �� �	�� ���� 2�� ������
��	 ��	 ��	������� ��	%� ����� 
	 ��=
�����
	���� ��
��� � �� ������ ��	
��2����	 ' 2�� 	����	" ��� �	���" ��	
C�3���
�	 	�����	
 	 
	 �������
	���� ��
���� �� ���	 #�� 	" �� 
	 �������
	=
���� ��
��� � ������ ���� ����������	 ���� ��		� ������	�� 2�� ���	�
��� �� �
� ���		� ��� 
	� 	����		� ��� 
	 �������
	���� ��
��� � �� ��=
�� �������" �������� ���� �����
� ������
	� 
	 ��������	���	 � ��	� ' ���	�
�	�	���������	� ��	��	� 	
 �	�� ���� � ������
 � 
	 �������
	���� α=��
����
��� �	 �� 
	 �������
	���� ��
��� �����	 
	 �9����	 ��
���  �� 0	����	
� ���

� �	���" 
	 ��
����� ������	 ���� ������� ����
	������ � ��������	�� �����
 �����	�" �����	�� � ���	  	���	 ��	 ���	
 ����������	 2�� �� ������%	
�����	� ������	�� ���	�����	� � 
�� 	��� ������	
�� PR	�0'	�KM" G	�
�55Q"
�� ���	� ������	�� �������	���� �� � ����� ��� 
	  ���������	 � 
	 ���%�=
3�	� )���� �#����� �����	�
�� ���  ��� ��	�� �� �
 �	�� � 	���3� 	������

���	
�� 	 ��	 ��" 	 ����	" ��%�	 ����" � ����������	 �� 
	� ���%		�� ���
���	 �	���" ����
�	 ������	
 ���� �������	��� �
 �	�� �	�����
	� � 
	 #	 �
�	
α=��
��� ��������	 �� �
 2�� �� ��	�������	 ����� �
 ��
��� 
���	
 ' �
 ��
��� ��=

ML



MM �	����
� 6� α=��
����

����� 8	 �������
	����  ��	��� ��
���� ������� ' 
	 �������
	���� 
���	
 	 ��	=
 �� :��
���� � ���� ���; ������ �	�	���������	� ' ������	�� �#������		�
'" �� ������� 	�������" ������	�� ������	� 
	 ��� ��	 �� 	 �
�	 ���� ���
��		
' �������	 
	� %���	1	� � �� ���%	��
�	 ' ��	%�	" 
	 �����	 ����������	
��	 ��
����� �� �
� ' �� �� ����	 ����� ������� #����� 	
 ���� �� 
�� 	����
�����	 ����" 	2��

�� 	������� 2�� ����
�	� ������%�� �� ��	 � 
	� ��
�������
�� ����	� ���	��%�� �� 
	 ���	" ' %���%���	� ��� �

�" ����	 �� �����9� ������	


	 �������
	���� α=��
��� 2�� �� ����	 ����� �
 ��
��� ������ ' �
 ��
��� � ����
���" � #�� 	 2�� �
 �	�� ���� ��� ��� ������
	� �
 ��	� � ��C�����	 � ��	
� ���	 ��
������ ���0� �	�� ���� ���� ��� !1	�" ��� �1� �
�" �	�	 �������

	 	���3� 	����  �� ��	%� 2��  	�����	 ������ ��	� � ��������	�� � 2��
������%� 
	 %	��	��	 � 
	�  �����	� ������	
���
)� ���� �	����
� �� �������	 ���	 ���%	 #	 �
�	 � #�������� ���
�� � ��=

�����
	���� ��� ��		 α=��
���" �������	��" �� ��� �� 
��	�"  ������� ���=
#�� �� �� �� � 
	� �3��������� � 
	� #�������� �	�� α=��
���" �� �����	��
������	
 	������� 	 
	� ������	�� �
 ���	��� � ���	
 �����	� ��� �

	�� �	=
� �
 �����9� � 
�� ��
���� 
���	
�� ' �������" �� �	�����
	���	��� 
�� ����
�	��
�	�	 
	 ��	������� ����� ���� ��� ' ���� ����" ��	���

����� 
	� �3���������
� 
	 #������ �	�� ' ��� ���%		�@ 
	  ����
���	 � �������
	����@ ' 
	� �3���=
������ ����		� � 
	 ��	%�	" 
	 %	��	��	 ' �
 ���	 �����	
 � 
	 �������
	�����
7��	
 ����" �� �����	
��	� 
�� ����
�	�� �	�	  ������� �� �2�����	��	��

!��� -�	�	 α+���	
�

8�� ��
���� � ���� p �� �!������ ������	
 ���� P?���JOQ �� � ��	 ��=
�	
 	 ��	 ��" ���������	 �� �		 ��� � �

�� ��� �� ��
��� �� � ���� p
' ��� ��������	 0	��	 
	 ���%		 p − 1� ��� ���� 
	�" 
	 �	�� ��
��� :?=
��
���; � ���� p" βp (t)" �� ���������	 �� 
	 
����	���	 �� � 
	 ���%�
�����
� p + 1 ��
��� ����	���
	��� �9������ � ��	���� ���	" β0 (t)�� ���0	 �	��
��
��� ��� ���	 �� �	��
 #��	 ���	
" ���� �� #�� 	 ' �	�	���������	� ����=
 ��	 
	� ������	�� � 
�� ��
���� 2�� �����	� ���" �� ������ � �� ���1����
��!���� ���� ������� � �	��� ��
���" ��� ���� ���� 0	��	 ���� ��!����"
2�� ����������	� ��
������� 2�� 	�	��	� ��� ���	
�� ���	
��		� :-��������
.���; 0	��	 ���	
�� �������	 ���� �	�� �	1� :sinc;" �	�	��" ����� ���	�" ���
��
������� 
���	
�� 	 ��	 �� ' ��� 
�� ��
���� ��������
)� 
	 �������	 �� ���
��	�  	'����	��	 ���� ��
���� 
���	
�� :���� H; � ��
�=

��� ������� �� #������ � 
	 ��	%�	 � 
	 �� �
�1�	 ��2����	� 8	 ���������
� ��	 #	 �
�	 � ��
���� 2�� �� ���9� ����������� 	 ������ ������� �������	
��	  	'�� C�3���
�	 	 
	 0��	 � �������	� 
	 ��
����� 2��  �1�� �� 		���
	 
�� ��2������� � �		 	�
��	����� )� ���	 
���	" �� P(����
�55Q �� �������	�

�$� ����
���� ����� !�� �� 
��� ����������� �� ��������� �������� ������� �� �����
�

� �������� T = 1�



6�4 7	 �
�	 α=��
��� MJ


�� 

	 	�� ���
��� ���%�
�����	
�� ?=��
��� :/���
�� ���	����
�� =������;"
#�� 	�� 	 �	���� � 
	 ���%�
����� � �� �	��� ��
��� � ���� p1 ' p2 '
	��0��	� h1 ' h2� ��� � �	���" �� �3���� �� ��	���

� 	 �
�� � 
��  �� ��"
' �� ���
��	���� �� 
� ��	 	 	�
��	������ � � 	����
�� #�� 	 �	�	
�
	 	
 ��	�	1� � P(����
�55Q ' ��� �� ��1���%� �� �
	�" ��=

�	 ����� �������	 ��	 ���%	 #	 �
�	 � �	��� ��
���" ��� ��		� α=��
���� '
����		� �� � β

[p→p+q]
α (t)" 2�� ������ ��	 ��	������� �������	 ����� 
	 �	��

��
��� � ���� p ' 
	 �	�� � ���� p+ q� 
	 �	�� α=��
��� � ���� [p→ p+ q]
�� �!�� �� � 
	 ���%�
����� � p+1 ��
��� ����	���
	��� � ��	���� ���	"
β0(t)" ' q ��
��� ����	���
	��� � ��	���� 0 ≤ α ≤ 1" �� ����"

β[p→p+q]
α (t) =

p+1︷ ︸︸ ︷
β0 (t) ∗ · · · ∗ β0 (t) ∗

q︷ ︸︸ ︷
pα (t) ∗ · · · ∗ pα (t), :6�H;

���

pα (t) =

{
1
α , |t| ≤ α

2 ;
0 , |t| > α

2 .
:6�4;

��� �
 !� � ������� ��	 �3������� ����		 � ���	 �	��" �� �	��� � ��
��	��#�� 		 � 7������

TF
{
β[p→p+q]

α (t)
}

= B[p→p+q]
α (Ω) =

(
sin (Ω/2)

Ω/2

)p+1( sin (Ωα/2)
Ωα/2

)q

, :6�I;

' �� �!�� 
	 ��������� #������ �	��	


(t)p
+ =

{
tp, t ≥ 0;
0, t < 0;

:6�6;

��'	 ��	��#�� 		 � 7������" ����		 �� � Xp
+(Ω)" �� �
� 
	 ���	
	

P$����KKQ
(jΩ)p+1Xp

+(Ω) = p!.
(	����� ��� � ���	 �����	" �� �����
� ���������� :6�I;

TF
{

β[p→p+q]
α (t)

}
=

Xp+1+q
+ (Ω)

(p + q)! αq

[
ejΩ/2 − e−jΩ/2

]p+1 [
ejΩα/2 − e−jΩα/2

]q
,

'" ���
��	�� 
	 #�� �
	 �
 ���� �� � +�D���" �3�	��� 
�� �9� ���� �3��=
�����	
��

TF
{

β[p→p+q]
α (t)

}
=

Xp+1+q
+ (Ω)

(p + q)! αq

p+1∑
k=0

(
p + 1

k

)
(−1)ke−jΩ(k−(p+1)/2)

q∑
l=0

(
q

l

)
(−1)le−jΩα(l−q/2)

=
1

(p + q)! αq

p+1∑
k=0

q∑
l=0

(
p + 1

k

)(
q

l

)
(−1)k+le−jΩ[k−(p+1)/2+α(l−q/2)]Xp+1+q

+ .
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1.2

.	���� '�#� ?	�� α=��
���" β
[p→p+q]
α (t)" �	�	 p = 1, 3, 5" q = 2 ' α %	��	��

����� 5 ' H�

7��	
 ����" �������	�� 
	� �3�������	
�� �� �
�1	� �� �
 � ���� #��=
������	
 �� � ���
	�	 ������ �� ���	
��" �� ������� 
	 �3������� ����		 �

	 �	�� α=��
��� � ���� [p→ p + q]

β[p→p+q]
α (t) :6�L;

=
1

(p + q)! αq

p+1∑
k=0

q∑
l=0

(
p + 1

k

)(
q

l

)
(−1)k+l

(
t− k +

p + 1
2
− α + α

q

2

)p+q

+

,

2�� 	�	���� ���������		 �� 7����	 6�H �	�	 �������� %	
���� � p" q ' α�

������ ��������


��	
2���� #������ 	�����	��	 :���
��	 
	 �	�� α=��
���; �� ���������
� � ���
�������		 �� � #������ �	��" '	 ��	 �	�	 �������
	�" 	���3� 	� �  ��
	��
��� � �	���" �� ���%������� 2�� �
 ��2�� 	 �  ������� 2�� �� ���%	 � ��0	
�	�� ����	 ������ �	�	
�
�� � ��� 
	 �����	 �
����	 �  ������� :��'	 #������
�	�� �� 
	 #������ sinc; '" 	 
	 %��" ����
�� ��������� � �	���� � 
	 �	�� α=��
���
� ���� [p→ p + q]" �� �!�� ��	 ���	
 α=��
��� �� �

sα(t) =
+∞∑

n=−∞
c[n]β[p→p+q]

α (t− n) , :6�M;



6�4 7	 �
�	 α=��
��� MK

' �� �!�� �
 ���	��� � ���	
�� α=��
���

V (β[p→p+q]
α ) =

{
sα(t) =

+∞∑
n=−∞

c[n]β[p→p+q]
α (t− n) : c[n] ∈ l2

}
. :6�J;

)��� ���	��� ���� ���������� ��� ���	
�� :�������	� �� �
 ��� ��; �	�	���=
���		� ��� ��	 ��������	 � ���!������� c[n]� ���0�� ���!������� α=��
���" 2��
��������'�� 
	 ���������	���� ������	 � 
	 ���	
 sα(t)" �� ������ 2�� ��������
�����	��	 ���� ��� 
	�  �����	� � 
	 ���	
 :�� � ������ �� �
 �	�� sinc;�
� �������	����" �� � �����	 2�� 
	 #	 �
�	 � #�������� �	�� α=��
���{

β
[p→p+q]
α (t− n)

}
n∈Z

#�� 	 ��	 �	�� � ,���� �
 ���	��� V (βα)�

6�����	�	�� '�# 91��� 
� "	��! α(���	��: 6� �������� �� (���
���� %���
α���
�� {βα (t− n)}n∈Z

�� ��� %��� �� �
��-� �
����

A =
(

2
π

)2(p+1)

sinc2q
(α

2

)
,

B = 1 +
22(p+1)

(
22(p+1) − 1

)
(2(p + 1))!

Bp+1,

��� 	������ ��� 	��
 ���

A||c||2l2 ≤
∥∥∥∥∥∑

n∈Z

c[n]β[p→p+q]
α (t− n)

∥∥∥∥∥
2

≤ B||c||2l2 , ∀ c[n] ∈ l2;

�
���� Bn �� n+�
�� �$���� �� /�������
�

��������	�� '�# ,� ���������
)� �� ��������� �� �� ��+��
�� /�4�

�� � �� �� ���� �� �
 ��	��	� 4�M�4" �� ������� � ����� ��	 ��������
	�����	
 	 
	� �	��� α=��
���" ����������� �� 2�� :6�M; ��	 �	�	� � 	���3� 	�
��	
2���� ���	
 � #�� 	 �	� ������	 �� � ��	 �����	��� ���  �� 2�� ��
������	�
�� ������ �  ������� ��!������ ���� ��2����� �	
 ' �� � �� � �����	 ��
P$����55Q" ���	 �������� �2��%	
� 	 2�� 
	� #�������� �	�� #�� �� ��	 ����
�
)�
�� �� ��
����

6�����	�	�� '�$ 96���	�	�� 
� �� C�	
�
 α(���	��: 6� �������� �� (��
�
���� %��� α���
�� {βα (t− n)}n∈Z

(����� ��� ����
�
)� �� �� ��
����

��������	�� '�$ 0��
���� ��� �� �� ()����� ���*���� ��� �������
� ��
@�
���� ∑

n∈Z

x(n) =
∑
k∈Z

X(2πk),



J5 �	����
� 6� α=��
����

����� X(Ω) = TF {x(t)}� � ���
���� �� ������ �A�B�� �� �%�
���∑
n∈Z

β[p→p+q]
α (t− n) =

∑
k∈Z

B[p→p+q]
α (2πk) e−j2πkt

=
∑
k∈Z

[
sin (πk)

πk

]p+1 [ sin (απk)
απk

]q

e−j2πkt = 1,

������ ��� sin (πk)/(πk) = δ[k]�

)���� ����
�	�� 	�����	� 2�� 
	 ���������	���� :6�M; �� ���	�
� ' 2�� �

���	��� :6�J; �!��� ��� 
	� �	��� α=��
��� �� �� ������	��� ����	� � L2" '
���	�
���� 
	 �	�� ������	 ����� 
	 2�� �� #��	 ���	 �
 ����� �
 �	����
��

!��� .�� α+���	
�

��� �	" 
�� ��
���� 
���	
�� ' 
�� ��
���� ������� ���" � ���� 
�� ��
����"

��  �� � �
�	��� ��� ���	 �	���" �� ���	 ����� �� �����	�� ������	
 	�������
	 
�� α=��
���� 2�� ��	�������	� ����� �
 ��
��� 
���	
 ' �
 ������� ���" � #�� 	
�����	
" �� �������	�� 
	 �	�� α=��
���" ����		 βα (t)" �� � 
	 ���%�
�����
� �� ��
��� ����	���
	��� � ��	���� ����	��	 ' �� ��
��� ����	���
	��� �
��	���� 0 ≤ α ≤ 1" �� ����" �� ��	�	 � ��	 �	�����
	���	���� � 
�� α=��
����
�������	�� �� 
	 	������� ������� �	�	 p = 1 ' q = 2

βα (t) = β[1→3]
α (t) = β0 (t) ∗ pα (t) ∗ β0 (t) ∗ pα (t) . :6�O;

�	�����
	���	�� :6�L; �� �����

βα (t) =
1

6α2

2∑
k=0

2∑
l=0

(
2
k

)(
2
l

)
(−1)k+l (t− k + 1− α(l − 1))3+ , :6�K;

' ��	���

	�� �� �������� 
	 ���������� �3��������� � 
	 �	�� α=��
���"

βα (t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1− |t| − 1
3α2 (α− |t|)3, t ∈ T1;

1− |t|, t ∈ T2;
(α+1)(3−(α−2)2−3t2)

6α2 + (α−1)2+t2

2α2 |t|, t ∈ T3;
1− |t|+ 1

6α2 (α− 1 + |t|)3, t ∈ T4;
1

6α2 (α + 1− |t|)3, t ∈ T5;
0, t ∈ T6;

:6�H5;

��� T1 = {|t| < mı́n(α, 1 − α)}" T2 = {α ≤ |t| < 1− α}" T3 = {1− α ≤ |t| <
α}" T4 = {máx(α, 1−α) ≤ |t| < 1}" T5 = {1 ≤ |t| < 1+α} ' T6 = {|t| ≥ 1+α}�
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.	���� '�$� ?	�� α=��
���" βα (t)" �	�	 �������� %	
���� �
 �	�� ���� α�

��� ���� 
	�" �� ��	��#�� 		 � 7������ ��

Bα (Ω) = TF {βα (t)} =
[
sin (Ω/2)

Ω/2

]2 [ sin (Ωα/2)
Ωα/2

]2
. :6�HH;

�� ���� �� ����	� #���
 ����" �	��� �� 
	� �3��������� :6�O; ' :6�H5; ��=
 � �� 
	 7����	 6�4" 2�� 
	 �	�� α=��
��� ��������	 �� �9����	 	 
	 �	�� 
���	
"
β1 (t)" ��	�� α = 0@ � ���	
 	
 ?=��
��� ������" β3 (t)" ��	�� α = 1� �	�	 %	=

���� ����� ���� �
 �	�� ���� α �� �������� #�������� �	�� 2�� �� ��������	�
����� 	 �	� ��
�������" ������	 ��	�� 
	 ���%	���	 ���� 	 � 
	 �������
	����
 ��	��� ��
���� ������� ��� ��	 ��
�����  �� ���3� 	 	 
	 �������
	���� 
���	

	 ��	 ��@ ���� ��� ���" �3����� �	�	 �
 %	
�� 
� ��� � α = 0"  	�������� 
	
��������	 � 
	 ��� ��	 ' �����	 ���%		��

)� ��������" 
	 �3������� � 
	 ��� ��	 ���%		 � 
	 �	�� α=��
��� ��

β(1)
α (t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sgn (t) (α−|t|)2−α2

α2 , t ∈ T1;
− sgn (t), t ∈ T2;

− sgn (t) 4α−(α−|t|+1)2+2x2

2α2 , t ∈ T3;

sgn (t) (α+|t|−1)2−2α2

2α2 , t ∈ T4;

− sgn (t) (α+|t|−1)2

2α2 , t ∈ T5;
0, t ∈ T6;

:6�H4;



J4 �	����
� 6� α=��
����

 �����	� 2�� 
	 �����	 ���%		 �� ������� �� �"

β(2)
α (t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2(α−|t|)
α2 , t ∈ T1;

0 t ∈ T2;
−α+3|t|−1

α2 , t ∈ T3;
α+|t|−1

α2 , t ∈ T4;
α−|t|+1

α2 , t ∈ T5;
0, t ∈ T6.

:6�HI;

�� ���� 	�����	�" �	��� �� :6�HI; �� � �� 
	 7����	 6�I�" 2��" �� � ��
�
 �	�� �
 ��
��� ������" ��	 
	 #	 �
�	 α=��
��� ����� ��	 ���%		 �����	
�������	 ' 
���	
 	 ��	 ��� )��� 0��0� ����
�	 �%����� 	
 �3����	� ��0	 #������
�� � �� 	 � ��
��� ���	���
	���" �� ����"

β(2)
α (t) =

1
α

[
∆
(

t + 1
α

)
− 2∆

(
t

α

)
+ ∆

(
t− 1

α

)]
.

��� �
�� �" 
	 ������	 ���%		 � 
	 #������ �	�� α=��
��� %���� 		 ���"

β(3)
α (t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 sgn (t)/α2, t ∈ T1;
0, t ∈ T2;
3 sgn (t)/α2, t ∈ T3;
sgn (t)/α2, t ∈ T4;
− sgn (t)/α2, t ∈ T5;
0, t ∈ T6.

:6�H6;

V��	 �� ��	 #������ ���	
��		 :%�� 7����	 6�I��;" �� ����" 
	 ���%		 ���=
���	 � 
	 �������
	���� α=��
��� �� �����	��� 	 ��	 ��� ��� �

�" ���� ����
�	�
�
	��!�	�� �3����	�
	 �� �9� ���� � #�������� ��
�� ����	���
	���"

β(3)
α (t) =

1
α

[pα (t + 1 + α/2)− pα (t + 1− α/2)− 2pα (t + α/2)

+2pα (t− α/2) + pα (t− 1 + α/2)− pα (t− 1− α/2)] .
:6�HL;

���%���� ���	
�	� 2�� 
	 �	�� α=��
��� 0���	 
	� ������	�� � 
	 #	 �
�	
α=��
���" β[p→p+q]

α (t)" ������ 2�� �� ��  �� 2�� �� �	�� �	�����
	� � 
	  �� 	�
)� ��������" �
 ���1���� � �	��� α=��
���" {βα (t− n)}n∈Z

#�� 	 ��	 �	�� �
,���� �
 ���	���

V (βα) =

{
sα(t) =

+∞∑
n=−∞

c[n]βα (t− n) : c[n] ∈ l2

}
,
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J6 �	����
� 6� α=��
����

���� �� �� �
� 2��

A||c||2l2 ≤
∥∥∥∥∥∑

n∈Z

c[n]βα (t− n)

∥∥∥∥∥
2

≤ B||c||2l2 , ∀ c[n] ∈ l2;

���

A =
(

2
π

)4

sinc4
(α

2

)
,

B =
4
3
.

���  �� �" 
	� �	��� α=��
��� ��������'�� ��	 �	������� � 
	 ���	" 
� 2��"
���� 	 
� 	�������" 	�����	 �� 	���	� �� ����	 ����� � 
	 �������
	����
α=��
����

!�!� �
�������	�
 α+���	
�

8	 �������
	���� α=��
���" sα(t)" � ��	 ���	
 x(t) �� ���� �������� �� �

sα(t) =
∑
n∈Z

c[n]βα (t− n) , :6�HM;

��� βα (t− n) �� 
	 �	�� α=��
��� �����		 �� t = n" ' c[n] ��� 
�� ���!�������
α=��
��� 2�� �� �
�� 
	 �������� � �������
	����

sα (n) = x(n), ∀ n ∈ Z. :6�HJ;

)��	 �3������� 0	�� ��#������	 	 ���	
��" � #��������" � ��	���� ��!���	�
�	� 2�� �� 
	 �������	 
	� ���	
��  	��1		� :��9�����" ��� �1� �
�" �� � �=
�����; ������ ��	���� !���	 :x(n), n = 1, . . . , N; �� 0	�� �����	��� � �����
�� ���1���� � ���������� � ��������� 8	 ����
����� � ���� ����
� 	 ����
	#����	��� � ��	 #�� 	 �� �
	� 	 
	 ��	�����	
 �������
	����  ��	��� ��
�=
��� ������� P?���JOQ" �� ����" �
	���	�� �� ����� 	 � ���	������ ����	���	

2�� �� �����
%� ��	�� �9����	� �� 9���	� �����	�" ��� �
 !� � ������� 
��
���!������� c[n] � :6�HM;�
���  �� �" ���� ���
��	��� 
	  ����
���	 : �� �!������; �
	���		 ��

P$����KI	Q ' P$����KI�Q �	�		 �� !
��	� ����	
" 	��2��" �%����� ����" ���
�����	�  ��!�	������ 2�� �� �������	��� ��������� �����

������ #������� 	��������

(	����	
 ����" 
�� ����
� 	� � �������
	���� ' 	���3� 	����  ��	���
��
���� �� �����
%�� ���
��	�� #�� �
	������  	�����	
�� P?���JOQ� �� #�� 	



6�6 �������
	���� α=��
��� JL

���	
 ���� �2��%	
���� �� ���� 	#����	� �
 ����
� 	 � �������
	����  ��	���
α=��
�����
�� �������	 
	 �������
	���� � + ������" �� ����"

sα (n) = x(n), ∀ n = 1, 2, . . . , N. :6�HO;

�	�	 �� �
�!�	� 
	 ���	����" 
�� %	
���� � 
	 �	�� α=��
��� �� 
�� ����	����
�  ������� :%	
���� ������� � t; �� ����	� �� �

a = βα (t)|t=0 =
3− α

3
,

b = βα (t)|t=+1 = βα (t)|t=−1 =
α

6
;

����� �
 ����� � %	
���� :βα (n) , ∀ |n| ≥ 2; ��
��� )
 ������� �� �	��� � 
	�
#�������� �	�� α=��
��� ���%��	 2�� �� �		 ��	 � 
	� ���������� � �������
	=
���� � :6�HO; �����%���	� ����	 ���� ���� #�������� �	��� 
	� ���������������
	
 ����� �� ��������" 	
 	������� ' 	
 ���������@ ����
�	��

x(n) = sα (n) =
+∞∑

k=−∞
c[k]βα (n− k)

= bc[n− 1] + ac[n] + bc[n + 1], 2 ≤ n ≤ N − 1. :6�HK;

)� 
�� �3��� �� �
 �����%	
� �� ���� �������	� 
	� ���������� � #������	�
��� ���� 2�� 
	 ���	
 ������	
 �� �������	 � ������ N

x(t) = x(t + kN), ∀ k; :6�45	;

'" ��� �	���" �	 ��9� 
�� ���!������� α=��
���

c[n] = c[n + kN ], ∀ k; :6�45�;

��������" �� 
�� �3��� �� � 
	 �������
	���� ���� �� �
���� 
	� ����������

x(1) = bc[0] + ac[1] + bc[2] = bc[N ] + ac[1] + bc[2],
x(N) = bc[N − 1] + ac[N ] + bc[N + 1] = bc[N − 1] + ac[N ] + bc[1].

)3����	� �� #�� 	  	�����	
" �
 ����� 	 	 ����
%�� ��	�� �� �������	�
���������� � #������	 �������	� ��⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a b 0 0 . . . 0 b
b a b 0 . . . 0 0
0 b a b . . . 0 0
���
���
���
���
� � �

���
���

b 0 0 0 . . . b a

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c[1]
c[2]
c[3]
���

c[N ]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x(1)
x(2)
x(3)
���

x(N)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . :6�4H;



JM �	����
� 6� α=��
����

8	 �� ����	 ������
	� �� 
�� �3��� �� :����	���� 9��	 0	����	
 �� ������	�
� � 	���; #����	 2��

x(t) = x(2N − t), N ≤ t ≤ 2N − 1;
c[n] = c[2N − n], N ≤ n ≤ 2N − 1;

' 2�� �	��� 
	 ���	
 ������	
 �� � 
	 ��������	 � ���!������� � 
	 �������
	����
��	� �������	� � ������ 2N − 1" �� ����"

x(t) = x(t + k(2N − 1)), ∀ k;
c[n] = c[n + k(2N − 1)], ∀ k;

����
�	�� 2��" 	� �� � 
	� ���������� 		� ��� :6�HK;" �� 
�� �3��� ��
��� �� �
����

x(1) = bc[0] + ac[1] + bc[2] = bc[1] + ac[1] + bc[2],
x(N) = bc[N − 1] + ac[N ] + bc[N + 1] = bc[N − 1] + ac[N ] + bc[N − 1].

��� 
� �	���" �
 ����� 	  	�����	
 �������������� 	 
	 �������
	���� α=��
���
��� ���������� � #������	 ������
	��� ��⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a + b b 0 0 . . . 0 0

b a b 0 . . . 0 0
0 b a b . . . 0 0
���

���
���
���
� � �

���
���

0 0 0 0 . . . 2b a

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c[1]
c[2]
c[3]
���

c[N ]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x(1)
x(2)
x(3)
���

x(N)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . :6�44;

)� �����
� � ����� ���	� ���������� � #������	" �	
�� �� � !1	� �
 %	
�� �

	 ���%		 :� � 
	 ���%		 �����	; �� 
�� ������ �3��� �� �
 �����%	
�� )�
��	
2���� �	�� �
 ����� 	 � ���	������ ���� ��� �����
��  �' �!������ ����
 ��	��� �
� ��	���� >	����	�	 � #	������	���� 8$ P>�
��OKQ�

������ #������� 	����� .������ ��"����

� �	���� � 
	 �3������� :6�HM;" �� �����
� �������	� 
	 �������
	���� �� �
��	 ���%�
����� :!
��	�; � 
�� ���!������� � �������
	���� c[n] ��� 
	 #������
�	�� α=��
���

sα(t) =
∑

n=∈Z

c[n]βα (t− n) = c[n] ∗ βα (t) . :6�4I;

)��� ������� � �������
	����" ��� �
 ����� � %���	 � !
��	� ����	
"
��  �����	 �� 
	 7����	 6�6� ����
�	 �%����� 2��" �	�	 �� �
�� 
	� ����������
� �������
	���� :6�HJ;" �� ������� 2�� �
 ��� ��	� !
��� ������ α=��
���"
����	� ��� dα[n]" ��	 �
 ��%���� �
 !
��� ��������" βα (t)" ��������	��



6�6 �������
	���� α=��
��� JJ

�
x(t) ���%�

�T�
�

x[n] 7�
���
�������
α=��
���

� �� �
� �

�
dα[n] = (bα [n])−1

�
c[n] ���%�

�T�
�

c(t) 7�
���
��������
α=��
���

�
sα(t)

βα (t)

.	���� '�'� )�2�� 	 � �������
	���� α=��
����

�������	�� 
	 �	�� α=��
��� �� 
�� ����	���� t = n ∈ Z" �� �������

bα [n] = (αδ[n + 1] + (6− 2α)δ[n] + αδ[n− 1]) /6, :6�46;

��'	 ��	��#�� 		 z ��

Bα(z) =
(
αz + (6− 2α) + αz−1

)
/6.

��� 
� �	���" �	�	 ������� 
�� ���!������� c[n] �� �����	��� !
��	� 
	 ��������	
x[n]  ��	��� �
 !
��� ��%���� � bα [n]" �� ����" �� !
��� ����	
 ��� 
	 ���������
#������ � ��	��#������	

Dα(z) = (Bα)−1 (z) =
6

αz + (6− 2α) + αz−1
=

6
α

1
1− z1z−1

−z1

1− z1z
, :6�4L;

2�� ����� �� �	� � ��
�� ��	
�� ���������� {(z1, z
−1
1 ), |z1| < 1}" �� ����" z1

����	 �
 ��
� ����	� ����� �
 �����
� ���	 ' ��'� %	
�� ��

z1 =
α− 3 +

√
9− 6α

α
∈ R. :6�4M;

�	� 2�� 0 ≤ α ≤ 1" �������� z1 �� 	 %	
���� ���	��%�� �� �
 �	���

−2 +
√

3 = −0,26795 ≤ z1 ≤ 0.

��� ���� 
	�" �� �����
� ������� �
 %	
�� � α 	 �	���� � z1" ���  �� 2��
����1	� � :6�4M;"

α = − 6z1

(1− z1)2
. :6�4J;

�������	�� ���	 �3������� ' ��	
��	�� 
	 ��	��#�� 		 z ��%���	 �
:6�4L;" �� ������� 
	 ��������	 	
 � ��
�� �
 !
��� ������ α=��
���

dα[n] =
−6z1

α
(zn

1 u[n]) ∗ (z−n
1 u[−n]

)
=

(1 − z1)
(1 + z1)

z
|n|
1 , :6�4O;



JO �	����
� 6� α=��
����

�
x[n]

d+
α [n] �

c+[n]
d−α [n] �

c−[n]
(1 − z1)2 �

c[n]
βα (t− n) �

sα(t)

.	���� '�*� �������
	���� α=��
���  ��	��� !
��	� ����	
�

2�� ���������	 �� !
��� ����	
 �� 9����� 2�� ��	� �3�������	
 ���� ' 2��
���� ��� � �
� ���	�  ��	��� �� 	
����� � �������%� P$����KI�Q  �� �!=
������" �� ��	��� 	 �� ��� � ����	������ ��2����	�" 2�� 
	 ����
����� �

����� 	  	�����	
 �2��%	
����� )� ��������" ���	 ��
����� 	
����	��%	 �� �	�	 ��

	 ���� �������� �
 !
��� ������ ��
��� �� �� !
����� ��� �	��	
 ' ���� 	���=
�	��	
� �� �  �����	 
	 7����	 6�L" 
�� ���!�������" c[n]" � 
	 �������
	���� �
��	 ��������	" x[n]" �� ����� �������  ��	��� �
 !
��	� � ��0	 ��������	
��� �
 !
��� ����	
 dα[n] � :6�4O;" �� ����"

c[n] = x[n] ∗ dα[n] = x[n] ∗ d+
α [n] ∗ d−α [n],

��� �
 !
��� �	��	
" d+
α [n]" ' �
 	����	��	
" d−α [n]" �� 	� 
	 #�� 	

d±α [n] = z±n
1 u[±n],

��� ��	��#�� 		 z

D±
α (z) =

1
1− z1z∓1

. :6�4K;

��� 
� �	���" :6�4O; ���� ��� ��������	 �� �

dα[n] =
−6z1

α
d+

α [n] ∗ d−α [n] = (1− z1)2d+
α [n] ∗ d−α [n]. :6�I5;

)��	  ����
���	 #�� ��	���

		 ��� �� $���� ' ����� 	������ P$����KI�Q
�	�	 ��	
��	� 
	 �������
	���� ��
��� � ��	
2���� ���� � ������� ����������
� #������	 ������
	��� :�����	 ���� ���
��		� �� �
 ������	� � � ������;�
)� ���	 �����" ����� �� 0	 ������� �� �
 �������� 	�	��	�" �� 		��	 ��0�  9=
��� �������%� 	 
	 �������
	���� α=��
��� ' �� �3����� �  	���	 2�� ��� ��	
���
��	� ���������� � #������	 �������	� : �� 	���		� �	�	 �
 ������	�
� ���	
�� ���� ������	
��;" �	
 ' �� � �� �������	 	 �������	�����

'�'�$�#� ���
	�	���� 
� ,������� ���	�
	���

8	 �������
	���� α=��
��� � ��	 ��������	 x[n] � N ������ ��� ����������
� #������	 �������	�" �� ����" � ��	 ���	
 2�� �� �
�

x(t) = x(t + kN), ∀ k;



6�6 �������
	���� α=��
��� JK

���� ����
%���� �������%	 ���� � #�� 	  �' �!������" ���� ��2����� ����	=
 ���� (5N − 2) ����	�������
)� ��� ��" 
��	� �� ������� ��	
��	� �
 !
��	� � 
	�  �����	� x[n]  ��	���

�
 !
��� �	��	
 ��, d+
α [n] :%�� 
	 7����	 6�L; ��� �
 !� � ������� 
�� N %	
����

� 
	 ��������	 c+[n]� ����� :6�4K;" �� �%����� 2�� c+[n] = x[n] + z1c
+[n− 1]@

��� � �	��� �� �����	��� ������� �� %	
�� �����	
 �	�	 �� ���	� 
	 ����������
(	����� ��� � 
	 �������� � ��������	 �� �������

c+[1] = x[1] + z1c
+[0] = x[1] + z1c

+[N ],

'" �������� 
	 ���������"

c+[1] = x[1] + z1c
+[N ] = x[1] + z1(x[N ] + z1c

+[N − 1]) = · · ·

= x[1] +
N−1∑
n=1

zn
1 x[N − n + 1] + zN+1

1 c+[1],

����
�	�� �� %	
��

c+[1] =
1

1− zN
1

(
x[1] +

N−1∑
n=1

zn
1 x[N − n + 1]

)
, :6�IH	;

2�� ��� ��� �����	� �
 !
��	� �������%�

c+[n] = x[n] + z1c
+[n− 1], n = 2, 3, . . . , N. :6�IH�;

)� ������ 
��	�" �� ��	
��	 �
 !
��	� � 
	 ��������	 c−[n] ��� �
 !
���
	����	��	
 ��, d−α [n]� )� ���	 ��	���� �� ������� �	
��
	� �
 %	
�� c−[N ] 2��
������
��� �����	� 
	 ��������� c−[n] = c+[n] + z1c

−[n + 1] 		 ��� :6�4K;� ���"
������ 2�� c−[N + 1] = c−[1]" �� �����

c−[N ] = c+[N ] + z1c
−[N + 1] = c+[N ] + z1c

−[1]

= c+[N ] + z1(c+[N − 1] + z1c
−[2]) = · · ·

= c+[N ] +
N−1∑
n=1

zn
1 c+[n] + zN

1 c−[N ],

������9���� �
 %	
�� �����	


c−[N ] =
1

1− zN
1

(
c+[N ] +

N−1∑
n=1

zn
1 c+[n]

)
, :6�IH�;

� 
	 ���������

c−[n] = c+[n] + z1c
−[n + 1], n = N − 1, N − 2, . . . , 1; :6�IH;



O5 �	����
� 6� α=��
����

7��	
 ����" �� 	�
��	 
	 �����	���  �
���
��	��%	 	 
	 ��������	 c−[n] �	�	
������� 
�� ���!������� α=��
���

c[n] = (1 − z1)2c−[k], n = 1, 2, . . . , N ; :6�IH�;

' �%	
�	� :6�HM; �	�	 ������� �
 %	
�� � 
	 �������
	���� α=��
��� �� 
�� ������
���	���

'�'�$�$� ���
	�	���� 
� ,������� �����������

)� 	�
��	������ � ������	� � � 	���" ����
�	 0	����	
 � ����� ����=
������ � #������	 ������
	��� 2�� �%���� ����������	�� �� 
�� ����� � 
	
� 	��� �������
		" �	�	 
� ��	
 �� �3����� 
	 #������ x[n] ��� 	 ��� 
	��
���
��	�� �� � 	��� ������
	�" �� ����"

x(t) = x(2N − t), N ≤ t ≤ 2N − 1;

����
�	�� ��	 ���	
 �������	 � ������ 2N − 1" �� ����"

x(t) = x(t + k(2N − 1)), ∀ k.

)� ���	� ��������	���	�" P$����KI�Q ��	���

	 �
 	
����� � �������%� �	�	
������� 
�� ���!������� � 
	 �������
	���� ��
���� ,���
�	 �� ��	�	 ��  ��=
!�	���� �	�	 		��	�
� 	 
	 �������
	���� α=��
��� ��� �� ����	 ������
	�

c+[1] =
1

1− z2N−2
1

2N−3∑
n=0

zn
1 x[n];

c+[n] = x[n] + z1c
+[n− 1], n = 2, 3, . . . , N ;

c−[N ] =
1

1− z2
1

(
c+[N − 1] + z1c

+[N − 2]
)
;

c−[n] = c+[n] + z1c
−[n + 1], n = N − 1, . . . , 1;

c[n] = (1− z1)2c−[n], n = 1, 2, . . . , N.

)
 	
����� � �� �9����� 	
 �������	� �	�	 �
 �	�� � ���������� �������	�
�	
%� ��� 
�� %	
���� �����	
�� � 
	� ����������� :c+[1] ' c−[N ];�

������ /����������� ������ 	����� α&
����


8�� ��
���� ������� �� ���
��	� 	 �
�	 ���� �� 
	 �������
	���� � 	���
 �
��� ������	
�� :�������	
 ���� � � ������;� ��� � �	���" �� 	�
��	������
�� 
	� 2�� 
	 �	�	��	 � �� ���� ��	 �� ������� ���	��" 
	 �������
	����

���	
 :��
���� � ���� ���; �� ���%����� �� ��	 ������ 0	����	
" ���� 	 ��
�� �
���	� �� � '	 �� 0	 �� ���	�" �
 ��� � ��
���� ��2����� ��
�����	� ��



6�6 �������
	���� α=��
��� OH

����
� 	�� �� ����
� 	 ������ �	�	 ������� 
�� ���!������� � 
	� #��������
�	��@ ' �� ����
� 	 �������� 2�� �����	 
	 ���	
 �������
		 	 �	���� � ��0��
���!�������� 8	 �������
	���� 
���	
 �������	 
	 ��
� %���	1	 � �� ������	� 
	
��
����� �
 ����
� 	 ������ :
�� 	��� ��� �� ��  �� �� 
�� ���!������� �

	� �	��� ���	���
	���; ' � 
	 �� �
���	 ' �!������	 	 
	 0��	 � �����	� 
	�
 �����	� � �	
�	�
��	�� �� ������	 �� 	
�� ��	� � ��	%�	" 
	 ��
�����  �� 0	����	
 ���


�� ��
���� �������� ��� �1� �
�" �� ��� ������	 ����� ' ��	��#�� 	������ ���=
 9����	� � � ������" ��	 �������
	���� 
���	
 �����	 � ������ �� �����	� ���
�
	��� ' 	����	�"  �����	� 2�� 
	 �������
	���� ��
��� �����	 ������ � ������
��� ���%	� ' ��	��������� ��	%��� )� 
	 �������
	���� ��
��� �����	 �� �������
��
�����	� �
 ����
� 	 ������ :���� ��	  ��	��� ��%������  	�����	
 P?���JOQ
� !
��	� ����	
 P$����KI�Q;" �	�	 
� ��	
 ��� �����	��	�  �
���
��	������ '
�� 	� �� 	��� 9���	 � ����� C��	���"  �����	� 2�� �
 ����
� 	 �������� ��
���� � �
� ���	� �� ����� !1��
)� P7���	��KKQ �� �������	 ��	 �9����	 2�� ��� ��� �	
��
	� �  	���	 �!=

������ 
�� ���!������� � 
	 �������
	���� ��
���  ��	��� �� 	� ' ���
	�	=
 ������ �� 	��� 9���	 � ����� !1�" 
� 2�� �� �
�!�	 :' �� 	
����� �	��� ����=
��
��	; 
	 � �
� ���	���� 0	�D	��" ����� ��� �� 	�
��	������ �� ��� �� ��	

� �� �
	����
)� ��������" �� �
 !
��� ����	
 �������
	����� ����� ��	 �	�� �
 ����

zj = −
(

1
2

)m

, :6�I4;

�������� 
�� ���!������� � ��0� !
��� ��� � 
	 #�� 	

d[n] =
(

1
2

)mn

, :6�II;

���9���� � �
� ���	�  ��	��� �� 	�" �#������	� ' ���
	�	 ������ :�2��=
%	
����� 	 �%������� ��� �������	� � 4; �� ����� !1�� ��� ���� !�" P7���	��KKQ
������� �� ���1���� � �	��� ��
����" 2�� ��� ��	 (1/2)m=��
����" 2�� �� =
�
�� ��� �
 ��2������ :6�I4;" 2�� ������ �	�	���������	� ���3� 	� 	 
�� ��
����
������� ' 2�� ������
��	� ��	 � �
� ���	���� �� ���	����	
 ����  �� �!����=
��� ������ � 
	 #	 �
�	 � α=��
���� �������		 �� ���	 �����" ���	 � �
� ��=
�	���� ����� � #�� 	 �	���	
" ���� �3����� ��!����� %	
���� �
 �	�� ���� �
��	%�	 α 2�� ����������	� �������
	������ ��'� !
��� ������ ����� �	����
�� � �� :6�I4;�
���" ���
��	�� 
	� �3��������� :6�4M; ' :6�4J; 2�� ��
	����	� α ��� 
	 �	��

z1 �
 !
��� α=��
��� �� �����

z1 = −
(

1
2

)m

⇔ α =
3

1 + 2m−1 + 2−m−1
, m = 2, 3, 4, . . . :6�I6;



O4 �	����
� 6� α=��
����

 ���� z1 ��� ���� α 8���� dα[n]

4 − 1
4 0,9600 5

3

(− 1
4

)|n|
I − 1

8 0,5926 9
7

(− 1
8

)|n|
6 − 1

16 0,3945 17
15

(− 1
16

)|n|
L − 1

32 0,1763 33
31

(− 1
32

)|n|
����� '�#� 7�
���� ������� α=��
��� ��� ���!������� �������	 � ���

' 0	����� ��� � :6�4O; �� �������� 
�� ���!������� �
 !
��� ����	
 ������"
dα[n] " �����	��� �	�	 �	
��
	� 
�� ���!������� � �������
	���� α=��
���" ��� 
	
�	�����
	��	 � 2�� ��� %	
���� ��� ��� ��� � 
	 #�� 	 :6�II;� 8	 �	�
	 6�H
 �����	 	
����� �	��� � α=��
���� ��� ���	 ������	�

)� �����
�" ��� �	���" � �
� ���	� 
	 �������
	���� α=��
���  ��	��� 	���=
 9���	 � ����� !1�  	�������� 
	 C�3���
�	 	����		 ��� �
 �	�� ���� �
��	%�	 α" 2�� ��� ��� ������� ��� �� ����
�	�  �' ���3� � 	
 ��
��� ��=
���� :m = 2; 0	��	 ��
�������  ���� ��	%��" ���3� 	� 	 
	 �������
	���� 
���	

:��	�� m �� 0	�� ��	��;�

8	 	�
��	���� � ���	 �9����	 	 
	 �������
	���� � � ������ ��� ����� 
	
���
��	���� � ��������� ������	��  �� �� �
�� :��� 	��� 9���	 � ����� !1�; ���
�
 !� � ������� � ������ �� ������		� :���
	�	 ������" 	 �
�	������" � � � ;
��� ��	 �	
�	" �	��� ��� �
 ����� � %���	 ���1���%� �� � � ��
	���� ���	

	 �����" �������	 ���� �9����	 	 
	 �������
	���� ��
��� �����	 �� �� ���
��	�
α=��
���� ��� α = 0,96�

!�"� α+���	
� ���	
�

)
 α=��
��� �	���	
 �� �������� ��� �
 !� � ���	�
���� �	�	
�
�� �� '
�� �
����� ����� �
 ��2�� 	 �
����� � �������
	���� :�	�	� �� 
	 #������
sinc (x); ' 
	 �������
	���� α=��
���@ 
� 2�� ��� �����" ����� ���	� ���	�" �3�����
���	� �9����	� � �������
	���� 	 
	� �� ����	������ ����	
��" �	
 ' �� � ��
%��� �� �
 �	����
� M� �� �������	 �������	��" ��� �9��	 � �����	
�	"
��	 #��������	 �  ������� ����	��	 :T = 1;� ,����	�� 2�� 
	 �������
	����
� ���	
�� 
� ��		� �� �	�	 �� ���� �3����	� �� �

x(t) =
∑
n∈Z

x(n) sinc (t− n),
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.	���� '�)� α=��
��� �	���	
� ��������	 	
 � ��
���

�
 ��1���%� �������� �� �������	� ��	 #�� �
	���� �2��%	
���� �	�	 �
 �	�� �

	 �������
	���� α=��
���" �
 ����

x(t) =
∑
n∈Z

x(n)ηα(t− n),

��� ηα(t) ���������	 �
 α=��
��� �	���	
� �
	�	 ����" ���� !
��� %���� 	�
��� 
	 ���%�
����� �
 !
��� ������ ��� �
 !
��� �������� α=��
���" ��� 
� 2��
�� �3�������  	�� ����	 �� ���� ���������	� �� �

ηα(t) =
∑
n∈Z

dα[n]βα (t− n) . :6�IL;

�� ��������	 	
 � ��
�� �	�	 �������� %	
���� � α" �	
��
		  ��	��� 
	�
�3��������� :6�H5; ' :6�4O;" �� ���������	 �� 
	 7����	 6�M� )� ��0	 ���!�	 ��
�� �����	 2�� �
 α=��
��� �	���	
 �� �
� 
	 ������	 � �������
	����� %	
��
����	��� �� �
 ������ ' %	
���� ��
�� �� 
��  �
���
�� ������� �
 ��� �� �����
 �����	�� ���  �� �" ��	�� �� %	��	 �
 �	�� ���� α ����� 0 ' 1" �
 α=��
���
�	���	
 ��	�������	 ����� 
	 #�� 	 ���	���
	� ��� ������� 
��	
��	� �� [−1, 1]
' ��	 #�� 	  �' ���3� 	 	 
	 #������ sinc (t)�
8	 ��������	 �� #��������	 �
 ������� �������
	����� ��� ���� 	����	�

	
���	 ��#�� 	���� 	�����	
� �	�	 �� ��
��
� �� ������� ������� 
	 ��	��#�� 		
� 7������ � :6�IL;" 2�� �2��%	
� 	 �	
��
	� �
 ������� � 
	� ��	��#�� 		�
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.	���� '�+� α=��
��� �	���	
� ��������	 �� #��������	�

� 7������ �
 !
��� α=��
��� ������" dα[n]" ' �
 !
��� α=��
��� ��������" βα (t)�
��� �� 
	�" ' 	 �	���� � :6�4L;" �� �������

TF {dα[n]} = Dα(z)|z=ejω =
3

3− α + α cos (ω)
. :6�IM;

��� ���� 
	�" �
 0��0� � 2�� �
 ���
�� α=��
��� �� ��� �� �������� �����	
� 
	 ���%�
����� � ��	��� ��
��� ��� ��� ������� �� ��	��#�� 		 � 7������
:6�HH;" 
	 ��	
" �� ���		 ��� :6�IM;"� ����������	 
	 ��������	 �� #��������	
� 
	 �������
	���� α=��
���

Hα(Ω) = TF {ηα(t)} =
3 sinc 2(Ω/2π) sinc 2(αΩ/2π)

3− α + α cos (Ω)
. :6�IJ;

8	 7����	 6�J ���������	 ��0	 ��������	 �� #��������	 �	�	 �������� %	
����
� α� �� ���� �����%	� �
 �� ����	 ����� �	�� �	1� � 
	 �������
	����" �����
�
 �	�� α = 1 �
  �� ���3� � 	
 !
��� �	�� �	1� ��	
�

!�#� /��	�� �� � 	
�������	�
 α+���	
�

8	 ��	%�	 �� ��	 �	�	���������	 2��" �����	
 ����" ����
�	 ���	�
� ��  �=
�0	� 	�
��	������ � �������
	���� ' 2��" ��� �	���" �� ���%������� �%	
�	�� )�

� ����� � ����� !��� � �� ����� 
� ��
� �� ���	����� �� ���# ����
���
� T = 1� ��� ��
���� Ω = ω�
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	 �������
	���� α=��
��� OL

���	 ������� �� ���� 	�� �
 ��	� � ��	%�	 � 
	 �������
	���� α=��
��� ' ��
��������	 ��� �
 �	�� ���� α� )� ��� �� 
��	�" �� �!���� ��	����	��%	 ����

	 ��	%�	 � ��	 ���	
 �	�	" ��������� ����" �	
��
	� �
 %	
�� ��������������
	 
	 �������
	���� α=��
���� ���%���� ���	
�	� 2�� 
	 �%	
�	���� 	 ������ � 
	
��	%�	 :�" �� � �� %���  �� 	�
	���" � 
	 %	��	��	 � �
 ���	 �����	
; �

	 �������
	���� α=��
��� ��� ��� �������� ��	 ����� � �9����	� 2�� ����	� �

%	
�� �
 �	�� ���� α 2�� �����	 ��	 ��
����� ��� 
	 ��	%�	 :� ���	 �	�	���=
������	; ��2����	" 
� ��	
 	��� �� 	 �
�� 	�	���� � 	�
��	������ �������	� �

�� α=��
�����

��$��� +������ � 
��!����

�� � �� �� ���� �� 
	 ����������� � ���	 �����" 
�� ��
���� ������� ���=
������ ������	
 ���� �� � ��  ��
�  	�� ����� 2�� �� �
	�	 �
 ��	�	� �
���%	� 	  	�� 	
�		" '	 2�� 
�� ��
���� ������� � ��	� 
	 �������� � ��	 ���	
C�3��
� #���		 	 �	�	� ��� �� ���1���� � ������ 	��� 8	 ������	 � ���=
����� :����
� ����&�; � 
	 ���	" 2�� �� ��%���	 ���� ����������	
 	 
	 ��	%�	
� 
	  �� 	" %���� 		 ��� 
	 ������	
 � 
	 ���%	���	

E =
∫ a

b

[x(2)(t)]2

[1 + (x(1)(t))2]
5
2

dt. :6�IO;

8	 ��*��
�� �� �
 ��
��� ��	
" �� ����" 
	 #������ x(t) 2��  ��� ��	 :6�IO;�
����� 	 
	 ��0������ �!��
�	 � ��	�	1	� ��� ���	 #�� �
	����" �� 0	����	

���
��	� ��	 %������ 
���	
��		" ' ��� 
� �	���  �� �� �
�" � 
	 ������	 �
�������

EL =
∫ a

b

[x(2)(t)]2dt. :6�IK;

)��	 �3������� �� %�
�	 ����	 ���� �� �� �� �
�
(
x(1)(t)

)2  1� � ���	�
� 2�� ��0	 ���������� �� %��
		 ��  ��0	� ��	������ �������	�" �� ��� ��=
��  �' �3�����" 	� 2�� #	��
��	 
	 ���2��	 � #�������� 2��  ��� ����
:6�IO;� )� ��	
�	" �� 
	 ������	 
���	
��		" EL" 		 ��� :6�IK; 
	 2�� ����
�	
 ��� ��		 ��� 
	 �������
	����  ��	��� ��
���� ������� :��� ���������� �
#������	 
�����;P?���MOQ�
� �������	����" �� �%	
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	 ������	 � ������� � 
	 �������
	���� α=��
���"

� ����	�� 2�� 
	 ��	%�	 �� ��%���	 ���� ����������	
 	
 �	�� ���� α� ��
	#����	�� �
 ����
� 	 ��� �� ������ � %���	� �
 ��� ��� � �

�� �������	��
���	
�� ���� �����	� �������	�"  �����	� 2�� �
 ������ ����� �� �����	
���	
�� 	
�	����	��
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� ����� ���� �� ����	� �������
� � � ������ � �����
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� ����� �!��������� ���� �� �����6� !�� 
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���� ������ 
��������� ��#������
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.	���� '�<� ����%		 �����	 � 
	 �������
	���� α=��
��� ���� �����	� 	;
���%	���� �������	" �; ���%	���� ������	�

��$��� #��!���� � �� ������������ α&
���� � 
*��
 �&
��	���
��
 ��������


�� �������	 
	 �������
	���� � ��	 ��������	 � N  �����	� 2�� ��������=
�	� M ������� � ��	 ���	
 � #������ �����	
" x[n]" ��� #��������	 ������	
ω0 = 2π/T0 = 2πM/N "

x[n] = A sin (ω0n + Φ0) = A sin (2π
M

N
n + Φ0), :6�65;

����� 0 ≤M ≤ N − 1 ' 0 ≤ ω0 ≤ 2π�
8	 �������
	���� α=��
��� � ���	 ��������	 ����������	 ��	 ���	
 �������	"

sα(t)" ��'	 ��	%�	 �� ��%���	 ���� ����������	
 	 
	 �������	 � �������"
�!��	 �� ���� �	�� �� �

�S (sα(t)) =
1

MT0

∫
MT0

(
s
(2)
α (t)

)2

dt. :6�6H;

����� 	 
	 
���	
�	 � ��%	��	��	 �
 ������ ����� �������
	����� :%9	��

	 7����	 6�O; ' �������	�� ���������� � �������� �������	� :6�45;" 
	



6�M ��	%�	 � 
	 �������
	���� α=��
��� OJ

���%		 �����	 � 
	 �������
	���� α=��
��� ��

s
(2)
α (t) =

+∞∑
n=−∞

c[n]β(2)
α (t− n) =

+∞∑
n=−∞

c(2)[n]
1
α

∆

(
t− n

α

)
, :6�64;

��� ∆ (t) ���������	 
	 #������ ��
�� ���	���
	� ' c(2)[n] �� 
	 �#������	
�����	 � 
	 ��������	 ������	 � 
�� ���!������� α=��
���

c(2)[n] = c[n] ∗ h2[n] = x[n] ∗ dα[n] ∗ h2[n],

����� h2[n] �
 !
��� ������� ���%	�� � ������ ����" ��'	 ��������	 ��
#��������	 ��

H2(ω) = TF {δ[n + 1]− 2δ[n] + δ[n− 1]} = 2 cos (ω)− 2. :6�6I;

������ 2�� 
	 ���	
 � ����		" x[n]" �� �����	
" �	 ��9� 
� ����� 
	 ��=
������	 � ���!�������" c[n]" �� �#������	 �����	" c(2)[n]" 
	 ���	
 �������
		"
sα(t)" ' �� �����	 ���%		" s(2)

α (t)� ��� �

�" �� ���� ��������

c(2)[n] = x[n] Dα(z)H2(z)|z=ejω0

= A sin (ω0n + Φ0)
3

3 + α(cosω0 − 1)
(2 cosω0 − 2).

����������� 	0��	 :6�64; �� :6�6H;" 
	 �������	 � ������� �� ���� ����=
������ �� �

�S (sα(t)) =
1
N

∫
N

[
N∑

n=1

c(2)[n]
1
α

∆

(
t− n

α

)]2

dt.

�� �
 �	�� ���� � ��	%�	 ���� �� ������ �� 0 ≤ α ≤ 1/2" �������� 
��
��
��� ∆ ((t− n)/α) �� �� ��
	�	�" �� ����" �� 	� %	
���� ��
�� �� t ≤ n−1/2
' t ≥ n + 1/2� ��� 
� �	���" �
 ���� �
 �� 	����� ' � 
	 ������	
 �����
������	 ��	���" ����
�	��

�S (sα(t)) =
1
N

N∑
n=1

[
c(2)[n]

]2 ∫ n+1/2

n−1/2

[
1
α

∆

(
t− n

α

)]2

dt. :6�66	;

��� �
 �����	���" �� 1/2 ≤ α ≤ 1 �������� �
 ��
�� ���	���
	� n=9�� � ��
	�	
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� 6� α=��
����

��� �
 	������� ' �
 ���������" ��� 
� 2��

�S (sα(t)) =
1
N

N∑
n=1

∫ n+1

n

[
c(2)[n]

α
∆

(
t− n

α

)
c(2)[n + 1]

α
∆

(
t− n− 1

α

)]2

dt

=
1
N

N∑
n=1

∫ n+1

n

[
1
α

c(2)[n]∆

(
t− n

α

)]2

dt

+
1
N

N∑
n=1

∫ n+1

n

[
1
α

c(2)[n + 1]∆

(
t− n− 1

α

)]2

dt

+
2
N

N∑
n=1

∫ n+1

n

1
α2

c(2)[n]c(2)[n + 1]∆

(
t− n

α

)
∆

(
t− n− 1

α

)
dt.

������ 2�� �� �������	� ���������� �������	� :�� �������� c(2)[N + 1] =
c(2)[1];" ' 		 
	 �� ����	 � 
	 #������ ��
�� ���	���
	�" �� �����
� ����������

	 �3������� 	������� �� �

�S (sα(t)) =
1
N

N∑
n=1

[
c(2)[n]

]2 ∫ n+1

n

[
1
α

∆

(
t− n

α

)]2

dt

+
1
N

N∑
n=1

c(2)[n]c(2)[n + 1]
∫ n+1

n

1
α2

∆

(
t− n

α

)
∆

(
t− n− 1

α

)
dt.

:6�66�;

�	����� 2�� 
	 	��������
	���� ���� �����	 � 
	 �#������	 �����	 �

�� ���!������� α=��
��� %	
�

N∑
n=1

(
c(2)[n]

)2

=
(

6A(cosω0 − 1)
3 + α(cos ω0 − 1))

)2 N∑
n=1

sin2 (ω0n + Φ0)

= N
A2

2

(
6(cosω0 − 1)

3 + α(cos ω0 − 1)

)2

,

'

N∑
n=1

c(2)[n]c(2)[n + 1] = N
A2

2

(
6(cosω0 − 1

3 + α(cos ω0 − 1)

)2

cosω0;

' 2�� 
	� ������	
�� 2�� �����%����� �� :6�66; ���



6�M ��	%�	 � 
	 �������
	���� α=��
��� OK

I∆0 =
∫ ∞

−∞

[
∆
(

t

α

)]2
dt =

2α

3
; :6�6L	;

I∆1 =
∫ ∞

−∞
∆
(

x− 1
α

)
∆
(x

α

)
dx =

⎧⎨
⎩

0, 0 ≤ α ≤ 1/2,

(2α− 1)3

6α2
, 1/2 ≤ α ≤ 1;

:6�6L�;

��������" 
	 �������	 � ������� � 
	 �������
	���� α=��
��� :�������	�� ���=
������� � #������	 �������	�; � ��	 ��������	 �����	
 � 	 �
��� A '
#��������	 ������	 ω0 ����
�	

�S (sα(t)) =
12A2

α

(
cosω0 − 1

3 + α(cosω0 − 1)

)2

G(α, ω0), :6�6M	;

���

G(α, ω) =

⎧⎨
⎩

1, 0 ≤ α ≤ 1/2;

1 +
(2α− 1)3

2α3
cosω, 1/2 < α ≤ 1.

:6�6M�;

���	��� :6�6M;" 
	 �������	 � ������� � 
	 �������
	���� � ��	 ���	

�������	
 � �������	 ���	 ���� ��� �%	
�		 �  	���	 �3	��	 �� #������
� �� #��������	" ω" ' �
 �	�� ���� � ��	%�	" α" ���
��	�� 
	 �3�������

�S (α, ω) =
24
α

(
cosω − 1

3 + α(cos ω − 1)

)2

G(α, ω). :6�6J;

)��	 �3������� ������  ������	 ���� ��� α" �	
%� ��	 ��2���	 ������
� %	
���� ���3� �� 	 
	 #��������	 � +'2���� :ω0 = 2πM/N = π; ' ��� �

�	�� ���� α �� ������ ����� 5�L ' 5�MJ" �	
 ' �� �  �����	 
	 7����	 6�K�
���%���� ���	
�	� 2��" �� ��0	 ������" 
	 �������	 � ������� ����� � #�� 	
 �' 
�%�"  	�����9���� �������	 ���� �����	��� ��� �������� 	 α�
)
 ����
�	� 	������� ���� �����	
��	��� �	�	 ��	 ��������	 x[n] ��	
2����	�

�	� 2�� ��	 ��������	 !���	 ��� ��� ���� ��� �3����		 �� � �� ���	����

���	
 � �3�������	
�� �� �
�1	� � ������	� #��������	� : ��	��� �� ��	��=
#�� 		 �������	 � 7������;" ' 2�� 
	 �������	 � 
	 ���%		 �����	 � 
	
�������
	���� ����
�	 ���	
 	 
	 �� 	 � 
	� �������	� ����
�	���� � �������
	�
�		 ��	 � 
	� �3�������	
�� ��� ���	�	� :���� 	 
	 �������	
�	 � 
	�
#�������� �	�� � ��0� ��	���

�;" �������� �� �����
� �%	
�	� 
	 �������	 � 
	
���%		 �����	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � ��	
2���� ��������	 	�����	��	"
x[n]" � 
������ N ��� ���������� � �������� �������	�� 8	 ��	��#�� 		
�������	 � 7������ :�7�; � ��0	 ��������	 	�����	��	 %���� 		 ���

X [k] =
N−1∑
n=0

x[n]e−j2πkn/N ,
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	 ��	%�	 � 
	 �������
	����
α=��
��� ������ ��� α�

��� ω = 2πk/N ���������	 
	 #��������	 ������	@ ��� 
� 2��" ���� 	 
	
�������	
�	 � 
	� �3�������	
�� �� �
�1	�" 
	 �������	 � ������� ���� ���
�%	
�		 	 �	���� � 
	 �7� � 
	 ��������	 ' � :6�6J;

�S (sα(t)) =
1

N2

N−1∑
k=0

|X [k]|2 �S (α, ω = 2πk/N) . :6�6O;

)� �9� ���� �����	
��" ���	 �������	 � ������� �� ���'� ��� α �	�	 ��	
=
2���� ���	
 �������		 :�	
%� �	�	 %	
���� �3��� �� � ω0 ���3� �� 	 π;" ��
����" 
	 ��	%�	 � 
	 �������
	���� 	� ���	 ���#�� � ����� α� )� 
	 �������	"
	��2�� 
	 ��������	 	 �������
	� ����	 �� �������� #��������	
�� �����������=
��� 	 
	 ������ � �� ������ �����" �
 ��2���� ����� ���� � 
	 �������	 �
������� ���%��	� ��� ��0	� �� �������� ��	�� 	� ���	 α �� %��� �� =
����	� ��� �
  	'�� ���� ���� ���%��	� ��� �
 ����� � 
	� �� ��������
#��������	
�� � 
	 ���	
 2�� �� ���������� 	 ��0	 �������

��$��� #��!���� � �� ������������ α&
���� � 
*��

��������


)� ���� 	�	��	� �� ������� ��	 �3������� � 
	 ������	 � ������� 
���	
�=
�		 � 
	 �������
	���� α=��
��� �������	�� �������� ������������" X(t)" ��



6�M ��	%�	 � 
	 �������
	���� α=��
��� KH


��	� � ���	
�� ���� �����	�" x(t)� �� ���	  	���	"  ��	��� �
 ����	�� ��=
���	��	  	�� ����	" 
	 �3������� � 
	 ������	 � ������� :6�IK; �� ��	��#�� 	
�� �������	  ��	 � �������

�S (Sα) = E

[(
S(2)

α (t)
)2
]

= σ2

S
(2)
α

+ η2

S
(2)
α

= R
S

(2)
α

(0),

��� η
S

(2)
α
" σ2

S
(2)
α

' R
S

(2)
α

(τ)" ���������	�" ��������%	 ����" 
	  ��	" 
	 %	��	�=
�	 ' 
	 	��������
	���� � 
	 ���%		 �����	 � 
	 �������
	���� α=��
���� )

�����9� �� �����	" ��� �	���" �� �
 %	
�� � 
	 �������	 � 
	 ���%		 �����	
� 
	 �������
	���� α=��
��� ' �� � ����	� 2��" ���%	 ����" ������ � #�� 	
 ������	 ���#�� � 	� ���	 α�
)
 ��2�� 	 � �������
	����  ����	� �� 
	 7����	 6�O ���%� �	�	 �
����	�


	 �������
	���� � �������� ������������ ���  �� 2�� ��������� 
	� ���	
�� �=
��� �����	� :��� �1� �
� x(t) ' c[n]; ��� ���	
�� 	
�	����	� :X(t) ' C[n];�
)
 ������� ����������� ���������� ��� 
	 �������
	���� α=��
���" S(2)

α (t)" ��
�� ���	����	��� �� ������ 	 �
�� ����" ����������� ��	 %	��	�
� 	
�	����	 Θ
���#�� � ���� ��������	 �� [0, T ]� � ����������� � S(t)" �� �����
� #�� 	�
�
 ������� �����������" Zα(t)" ���	����	��� �� ������ 	 �
��

Z(2)
α (t) = S(2)

α (t + Θ). :6�6K;

�	� 2��" �	��� 
	 ���%	���� �� � 
	� ����	������ ��%�
���		� �� �
 ���=
���� � �������
	���� :!
��	� ������ ' !
��	� ��������; ��� 
���	
�� � ��%	=
��	���� �� �
 ��� ��" �� �����
� �3����	� �
 ������� ����������� ���%		 �����	
� 
	 �������
	����" Z(2)

α (t)" �� #�� 	 � ���%�
�����

Z(2)
α (t) =

∞∑
n=−∞

C(2)[n]
1
α

∆

(
t

α
−Θ

)
,

��� C(2)[n] �� 
	 ��������	 	
�	����	 #�� 		 ��� 
	 �#������	 �����	 � 
��
���!������� � 
	 ���������	���� α=��
��� � X(t)" ' ∆ (t) ���������	 
	 #������
��
�� ���	���
	��
)� �����	���" �� ��� �� 
��	�" �	
��
	� 
	 	��������
	���� � 
	 ���%		 ��=

���	 � 
	 �������
	���� α=��
���" R
Z

(2)
α

(τ)"  ��	��� ���%�
����� � 
	 	���=
�����
	���� � C(2)[n] ' 
	 	��������
	���� ���� �����	 � ∆ (t/α)"

R
Z

(2)
α

(τ) =
∞∑

n=−∞
RC(2) [n]

∫ ∞

−∞

1
α

∆

(
t− n + τ

α

)
1
α

∆

(
t

α

)
dt,

�'��� "� �� ������� �� ����
���� �� ���
�
� 
� �������
�
� � �����
� 
� ��������
T = 1�



K4 �	����
� 6� α=��
����

��� 
	 	��������
	���� � 
�� ���!������� α=��
���" RC(2) [n]" ����
�	 � !
��	�
�
 ������� ������� � ����		" X[n]" ��� �
 !
��� ������" dα[n]" ' 	�
��	� �

����	�� �#������	 � ���� �� :%�� 7����	 6�O�;� (	����� ��� � 
	 	���=
�����
	���� ���� �����	 � 
	 �#������	 �����	 �
 !
��� ������ α=��
���"
ρ
(2)
α [n]" 		 �� :��4;" �� �����

RC(2) [n] = RX[n] ∗ ρ(2)
α [n]. :6�L5;

��� ������������" 
	 �������	 � 
	 ���%		 �����	 � 
	 �������
	���� ��
������������ ��� �� 	��������
	���� �	�����
	���		 �� τ = 0

�S (Zα) = R
Z

(2)
α

(0) =
1
α2

∞∑
n=−∞

RC(2) [n]
∫ ∞

−∞
∆

(
t− n

α

)
∆

(
t

α

)
dt,

' ������ 2�� 
	 ������	
 ����	 ���� �� 	 %	
���� �� ��
�� �	�	 n = −1, 0, 1"
�������� �� ���� ��������

�S (Zα) =
1
α2

RC(2) [−1]
∫ ∞

−∞
∆

(
t + 1

α

)
∆

(
t

α

)
dt

+
1
α2

RC(2) [0]
∫ ∞

−∞
∆2

(
t

α

)
dt

+
1
α2

RC(2) [+1]
∫ ∞

−∞
∆

(
t− 1

α

)
∆

(
t

α

)
dt

=
1
α2

[RC(2) [0]I∆0 + (RC(2) [−1] + RC(2) [+1]) I∆1] .

7��	
 ����" �� �������

�S (Zα) =
1
α2

(RC(2) [0]I∆0 + 2RC(2) [1]I∆1) , :6�LH;

��� 
�� �9� ���� �� ��
�� � 
	� ������	
�� �� 	� �
 %	
�� 	� �� :6�6L;�
)� �!����%	" �� �����
� �	
��
	� 
	 �������	 � 
	 ���%		 �����	 � 
	

�������
	���� α=��
��� 	 �	���� � 
	 	��������
	���� � 
	 ��������	 	
�	����	
	 �������
	�" RX[n]" ���  �� 2�� 0	��� ��� � 
	 �3������� :6�LH; 1���� ���
:6�L5;� )� ����������� ��������� �� 

�%	�� 	 �	�� ��0� ��
��
� �	�����
	���	�
�	�	 ���	
�� ��� ��	 	��������
	���� ���� ��		� ����	 �����
� ��	
��	� �����
��
��
�� �� �
 � ���� � 
	 #��������	" 	��2��" �	
%� �	��� ���%�	
��" ����
�	
 �� �� �
��	� 2�� �
 ������ ����� ��������
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'�)�&�#� ������� �������

�� �
 ������� 	 �������
	�" X[n]" �� �
	��� �  ��	 ��
	" �� ����" �� ��
	��������
	���� �� � 
	 #�� 	

RX[n] = σ2
Xδ[n],

��������" ��	�� :6�L5;" 
	 	��������
	���� � 
	 �#������	 �����	 � 
�� ��=
�!������� α=��
��� ��

RC(2) [n] = σ2
Xρ(2)

α [n],

��� 
� 2�� :6�LH; ����
�	

�S (Zα) =
σ2
X

α2

(
ρ(2)

α [0]I∆0 + 2ρ(2)
α [1]I∆1

)
. :6�L4;

)��� %	
�� ����� �3�
���%	 ���� � 
	 %	��	��	 � 
	 ����		" σ2
X" ' �


�	�� ���� � ��	%�	 α 	 ��	%9� � 
	� �3��������� � I∆n ' � ρ
(2)
α [n] 		�

�� :6�6L; ' :��4; ��������%	 ����� ���	���

	�� ��0	� �3���������" �� �������
�� ����
�	�  �� �� �
� �3����	�� :6�L4; �� #������ �
 ��
� z1 �� 
��	� �
�� #������ �
 �	�� ���� α� ��� ����
�	 2�� 
	 �������	 � 
	 �������
	����
α=��
��� � ��	 ��������	 	
�	����	 �
	��	 �� 	 �
 %	
��

�� 0 ≤ α ≤ 1/2" ��������

�S (Zα) = −σ2
X

2(z1 + 3)(z1 − 1)6

9z1(z1 + 1)3
; :6�LI	;

�� 1/2 ≤ α ≤ 1" ��������

�S (Zα) = −σ2
X

(z1 − 1)6

1944z4
1(z1 + 1)3

:6�LI�;

·(z8
1 + 31z7

1 + 331z6
1 + 1303z5

1 + 1189z4
1 − 491z3

1 − 575z2
1 − 59z1 − 2).

�� �� �����	 #���
 ���� 2�� 
	 ���%		 � 
	 �������	 � ������� �� ����=
��%	 �	�	 ���� 
�� �����
�� %	
���� � z1" �� ����"

d�S (Zα)
dz1

≥ 0, ∀z1 ∈ [−2 +
√

3, 0];

' ������ 2�� �3���� ��	 ��
	����  ������	 ���������� ����� �
 �	�� ���� α '
�
 ��
� z1 :6�4M;

dα

dz1
= 6

z1 + 1
(z1 − 1)3

≤ 0, ∀z1 ∈ [−2 +
√

3, 0], :6�L6;
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.	���� '�#0� �������	 � ������� � 
	 �������
	���� α=��
��� � ���	
�� �
	�=
�	� � �������	 ���	 ' �� ���%		 #����� 	 α�

�������� �� �����
� 	!� 	� 2�� 
	 �������	 � ������� ������ ���#�� � �����
�
 %	
�� � α" ������ 2��

d�S (Zα)
dα

=≤ 0, ∀α ∈ [0, 1].

)� 
	 7����	 6�H5 ��  �����	 
	 ��������	 � 
	 �������	 � 
	 ���%		
�����	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � ��	 #������ �
	��	� �� ����
�'�" ���
�	���" 2�� 
	 ��	%�	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � ��	 ��������	 	
�	����	
�
	��	 ������ ���#�� � �� ���'� �
 %	
�� � z1" �� ����" ����� ���#�� �
	� ���	 �
 �	�� ���� � ��	%�	 α�

'�)�&�$� ������� �������	�� ����	
����

�� �
 ������� 	 �������
	� �� �����	
 � #��������	 ω0 ' #	�� 	
�	����	" ��
	��������
	���� �� ���� �������� �� �

RX[n] = σ2
X cos (ω0n), ∀k ∈ Z, 0 ≤ ω ≤ π.

�	� 2�� 
	 ��������	 �� #��������	 �
 !
��� ������ α=��
��� �� :6�IM;

|Dα(ω)|2 =
9

[3 + α(cos ω − 1)]2
,

' 2�� 
	 ��������	 �� #��������	 �
 !
��� �#������	 �����	 ��

|H2(ω)|2 = |TF {δ[n + 1]− 2δ[n] + δ[n− 1]}|2 = (2 cosω − 2)2,



6�J <	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� KL

��������

RC(2) [k] = σ2
X cos (ω0n) |Dα(ω0)|2 |H2(ω0)|2

= σ2
X cos (ω0n)

(
3

3 + α(cos ω0 − 1)

)2

(2 cosω0 − 2)2 ;

��� 
� 2��" 	�
��	�� :6�LH;" 
	 �������	 � 
	 ���%		 �����	 � 
	 �������=

	���� α=��
��� � ��	 ���	
 �����	
 �� ���� �3����	� �� �

�S (Zα) =
1
α2

(RC(2) [0]I∆0 + 2RC(2) [1]I∆1)

=
σ2
X

α2

(
6(cosω0 − 1)

3 + α(cos ω0 − 1)

)2

(I∆0 + 2 cosω0I∆1) .

7��	
 ����" �������	�� :6�6L;" 
	 	������� �3������� ����
�	

�S (Zα) = σ2
X

24
α2

(
cosω0 − 1

3 + α(cos ω0 − 1)

)2

G(α, ω0), :6�LL;

�3������� �9����	 	 :6�6M; ��#������ 	 
	 �������	 � ������� � ���	
�� ���� �=
����	� �����	
��� ��� ������������" 	
 ���	
 2�� ������	 �� �
 �	�� ���� �����	"
�� �����
� 	!� 	� 2�� 
	 ��	%�	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � �������� ��=
���������� �����	
�� 	� ���	 ���#�� � ����� �
 %	
�� � α �	
%� �� 
	 ��2���	
������ �
 �
	�� α − ω" ���������		 �� 7����	 6�K" �� 
	 2�� 
	 ��	%�	 ��
�������	 ���� �����	��� ��� �������� 	 α�

!�&� 0�	
� �� � 	
�������	�
 α+���	
�

)� ���� ��		� ��	������" 
	� �9����	� � �������
	���� �����	� ����
	���=
��� ' ��������	��� �� 
	 ��
������ )3����� �%���	�  ��	� 2�� �� �����
������� ��� �
 !� � ��	���!�	� �� 9���	 ���� ����� �#�����" ����� 
	 %	��	�=
�	 ' �
 ���	 �����	
 �� � 
	�  �� �����!�	��%	�� )� ���	 ������� �� �	
��
	��

	 %	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� ' �� ��������	 ��� �
 �	�� ���� α
�������	�� �� � ����		 ��������	� � ��	���� !���	 ' �������� �������=
�����" �	�����
	���	��" �� ���� �
�� � �	��" �	�	 ���	
�� 	
�	����	� �
	��	� '
�������	
���

6�����	�	�� '�& 1�� x[n] ��� �������
�  �
�� �� N �������� 1 ≤ n ≤ N �
��� �����(������ �
������ �� ����
�� ���2� X [k]� �� 
���������
)� α���
�� ���
����
�
���� �� (������� ���
)�
��� �� �
�.� �������
� �������
��� ��� ��<��

sα(t) =
N∑

n=1

c[n]βα (t− n) ,



KM �	����
� 6� α=��
����

���� 	��
��-� ��

>�� (sα(t)) =
1

N2

N−1∑
k=1

|X [k]|2 >�� (α, ω = 2πk/N) , :6�LM;

�
����

>�� (α, ω) =
9 (I0 + 2 cos (ω)I1 + 2 cos (2ω)I2 + 2 cos (3ω)I3)

[3 + α(cosω − 1)]2
, :6�LJ;

� ����� �� 
���&�����

In =
∫ ∞

−∞
βα (x)βα (x− n) dx, :6�LO;

��� ���
���
�� ��� ���*����� �� ���	
��� α

I0 =

{
31α3−70α2+140

210 ,
−35α7+238α6−672α5+980α4−280α3+84α2−14α+1

630α4 ,

0 ≤ α ≤ 1
2 ;

1
2 ≤ α ≤ 1;

I1 =

{
−62α3+105α2+105

630 ,
400α7−2296α6+4704α5−3080α4+1960α3−588α2+98α−7

5040α4 ,

0 ≤ α ≤ 1
2 ;

1
2 ≤ α ≤ 1;

I2 =

{
31α3

1260 ,
−97α7+448α6−672α5+560α4−280α3+84α2−14α+1

1260α4 ,

0 ≤ α ≤ 1
2 ;

1
2 ≤ α ≤ 1;

I3 =

{
0,
(2α−1)7

5040α4 ,

0 ≤ α ≤ 1
2 ;

1
2 ≤ α ≤ 1.

��������	�� '�& ,� ���������
)� �� ��������� �� �� ��+��
�� ��C�

6�����	�	�� '�' 1�� �� ������� �����*��
�� �
������� X[n]� �����
����
� � ���
������������
)� RX[n]� �� 
���������
)� α���
�� ��� ����
�
���� �� (�������
���
)�
��� �������
��� ��� ��<��

Sα(t) =
+∞∑

n=−∞
C[n]βα (t− n) ,

���� 	��
��-� ��

>�� (Sα) = RC[0]I0 + 2RC[1]I1 + 2RC[2]I2 + 2RC[3]I3, :6�LK;

����� �� 	���� �� ��� 
���&����� In 	
��� ���� ��� �A�D:� � �� ������������
)�
�� ��� ��� �
����� α���
�� ��

RC[n] = RX[n] ∗ ρα[n], :6�M5;



6�J <	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� KJ

�
���� ρα[n] �� ������������
)� ������
�
��� ���  ���� dα[n]�

ρα[n] =
(1 − z1)z

|n|
1 (|n|+ 1 + (1 − |n|)z2

1)
(z1 + 1)3

.

��������	�� '�' ,� ���������
)� �� ��������� �� �� ��+��
�� ��B�

6�����	�	�� '�* 1�� �� ������� �����*��
�� �
������� X[n]� �����
����
� � %���
�� ��� ������������
)� RX[n] = σ2

Xδ[n]� �� 
���������
)� α���
�� ��� ����
�
�
��� �� (������� ���
)�
��� �� �
�.� �������
� �������
� �������
��� ��� ��<��
���� 	��
��-� ��

�
 0 ≤ α ≤ 1
2 � ��������

>�� (Sα) = −2σ2
X

35z5
1 + 488z4

1 + 1079z3
1 + 595z2

1 + 70z1 − 35
105(z1 − 1)2(z1 + 1)3

; :6�MH	;

�
 1
2 ≤ α ≤ 1� ��������

>�� (Sα) =
−σ2

X

1632960z4
1(z1 − 1)2(z1 + 1)3

[
z16
1 + 71z15

1 + 2175z14
1

+ 37387z13
1 + 391727z12

1 + 2530731z11
1 + 9591043z10

1

+ 19088975z9
1 + 21519117z8

1 + 15050501z7
1 + 4966381z6

1

−1908879z5
1 − 1772155z4

1 − 68663z3
1 − 4143z2

1 − 139z1 − 2
]
.

:6�MH�;

����� z1 �A�CE� �� �� ���� ���  ���� �
����� α���
���

��������	�� '�* ,� ���������
)� �� ��������� �� �� ��+��
�� ��B�4�

6�����	�	�� '�) 1�� �� ������� �����*��
�� �
������� X[n]� �����
����
� ����

��� �� (�������
� ω0 � (��� �������
� ��� ������������
)�

RX [n] = σ2
X cos (ω0n) ∀n ∈ Z, 0 ≤ ω0 ≤ π,

�� 
���������
)� α���
�� ��� ����
�
���� �� (������� ���
)�
��� �� �
�.� ��
�����
� �������
� �������
��� ��� ��<�� ���� 	��
��-� ��

>�� (Sα) = σ2
X

9 (I0 + 2 cos (ω0)I1 + 2 cos (2ω0)I2 + 2 cos (3ω0)I3)
[3 + α(cos ω0 − 1)]2

, :6�M4;

����� �� 	���� �� In 	
��� ���� ��� �A�D:� �

��������	�� '�) ,� ���������
)� �� ��������� �� �� ��+��
�� ��B�C�
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!�1� 2�� ���	��� �� � 	
�������	�
 α+���	
�

)
 ���	 �����	
 �� ��	  ��	 � ������ �� 	�	��	 
	 #������ �������
	����	
� 
	 ��
����� 
���	
 	 ��	 ��� )� ���	 ������� �� ������� ��	 �3������� � 
	
��������	 � ��0	  ��	 ��� �
 �	�� ���� α�
)
 ���	 �����	
" �r (x(t))" � ��	 ���	
 x(t) �� �	
��
	 �� � 
	 ������	


�
 ��	�	� � 
	 �#������	 ����� 
	 �����	 #������ ' 
	 �������
	���� 
���	
 	
��	 �� ��������������" �� ����"

�r (x(t)) =
∑

n

∫ n+1

n

[x(t)− Ln(t)]2 dt, :6�MI;

��� Ln(t) �� 
	 �3������� � 
	 ����	 2�� ��� 
�� ������ x(n) ' x(n + 1)�
8	 ���
��	���� � �� �������� �	�	� �� �
 ���	 �����	
 #�� �������	� ��

PR	�0'	�KMQ ��� �
 !� � �%��	� �
 ����
� 	 �
 ��������	�� ���%��	� ��� 
	
�������
	���� ��
��� �����	� ?����	 ����" �
 ������ ����� ��������� �� ��0�
	�����
� �������� �� ���
��	� ��
���� � ����  	'�� 2�� �
 ������ ��� �
 !�
� ������� � �	�� ����� 
����� 2�� ��� ���
��	�� �	�	  ��� ��	� �
 ���	
�����	
�
�	� 2�� 
	 #	 �
�	 α=��
��� ��������	 �� ���	 ����� ��� ��� ������� ��
�=

������ ����� ��	� ����� 
	 ��
����� �������
	����	 ��� ���	 �����	
 ��
	 :��=
�����
	���� 
���	
 	 ��	 ��� α=��
��� ��� α = 0; ' 
	 ��
�����  �� ��	%� :��=
�����
	���� �����	� α=��
��� ��� α = 1; ����
�	 � �����9� ������� ���
 �� 
	
��������	 �
 ���	 �����	
 � 
	 �������
	���� ��� �
 �	�� ���� � ������
 α
�	�	 �������� ����� � ���	
�� � ����		" �	��� ���� �����	� �� � 	
�	����	��

6�����	�	�� '�+ 1�� x[n] ��� �������
�  �
�� �� N �������� 1 ≤ n ≤ N �
��� �����(������ �
������ �� ����
�� ���2�� X [k] ���� k = 0, . . . , N − 1� ��

���������
)� α���
�� ��� ����
�
���� �� (������� ���
)�
��� �� �
�.� �������
�
�������
��� ��� ��<��

sα(t) =
N∑

n=1

c[n]βα (t− n) ,

���� *��� ���
���� ��

�r (sα(t)) =
1

N2

N−1∑
k=1

|X [k]|2 �r (α, ω = 2πk/N) , :6�M6;

�
����

�r (α, ω) =
9 (I0 + 2 cos (ω)I1 + 2 cos (2ω)I2 + 2 cos (3ω)I3)

[3 + α(cos ω − 1)]2

− 6 (IA0 + 2 cos (ω)IA1 + 2 cos (2ω)IA2)
3 + α(cos ω − 1)

+
2 + cosω0

3
,



6�O &��	 �����	
 � 
	 �������
	���� α=��
��� KK

����� In 	
��� ���� ��� �A�D:� � IAn ����������

IAn =
∫ ∞

−∞
βα (x) ∆ (x− n) dx = IA−n, :6�ML;

����� 	������ �� ����� ���

IA0 =
3α3 − 10α2 + 40

60
,

IA1 =
−2α3 + 5α2 + 10

60
,

IA2 =
α3

120
.

��������	�� '�+ ,� ���������
)� �� ��������� �� �� ��+��
�� ��A�

6�����	�	�� '�< 1�� �� ������� �����*��
�� �
������� X[n]� �����
����
� � ���
������������
)� RX[n]� �� 
���������
)� α���
�� ��� ����
�
���� �� (�������
���
)�
��� �������
��� ��� ��<��

Sα(t) =
+∞∑

n=−∞
C[n]βα (t− n) ,

���� *��� ���
���� ��

�r (Sα) = >�� (Sα) + >�� (Sα)|α=0 − 2 RX[n] ∗ ηα(τ) ∗∆ (τ)|τ=0 , :6�MM;

����� ηα(τ) �� �� α���
�� ����
��� �A�BD� � ��� 	��
��-�� �� �� 
���������
)�
α���
�� �� �������� ��&$� �� @�����
�
)� A�A�

��������	�� '�< ,� ���������
)� �� ��������� �� �� ��+��
�� ��D�

6�����	�	�� '�% 1�� �� ������� �����*��
�� �
������� X[n]� �����
����
� � %���
�� ��� ������������
)� RX[n] = σ2

Xδ[n]� �� 
���������
)� α���
�� ��� ����
�
�
��� �� (������� ���
)�
��� �� �
�.� �������
� �������
� �������
��� ��� ��<��
���� *��� ���
���� ��

�
 0 ≤ α ≤ 1
2 � ��������

�r (Sα) = 2σ2
Xz2

1

35z6
1 − 35z5

1 − 376z4
1 + 380z3

1 + 1985z2
1 + 895z1 + 140

105(z1 − 1)4(z1 + 1)3
;

:6�MJ	;
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� 6� α=��
����

�
 1
2 ≤ α ≤ 1� ��������

�r (Sα) =
−σ2

X

1632960z4
1(z1 − 1)4(z1 + 1)3

[
z18
1 + 69z17

1 + 2034z16
1

+ 33108z15
1 + 319128z14

1 + 1784664z13
1 + 3832668z12

1

+ 2437620z11
1 − 8374158z10

1 − 25010630z9
1 − 31920144z8

1

− 23353956z7
1 − 10406256z6

1 − 2787792z5
1 − 550332z4

1

−60516z3
1 − 3867z2

1 − 135z1 − 2
]
;

:6�MJ�;

����� z1 �A�CE� �� �� ���� ���  ���� �
����� α���
���

��������	�� '�% ,� ���������
)� �� ��������� �� �� ��+��
�� ��D�4�

6�����	�	�� '�#0 1�� �� ������� �����*��
�� �
������� X[n]� �����
����
� ��
��
��� �� (�������
� ω0 � (��� �������
� ��� ������������
)�

RX [n] = σ2
X cos (ω0n) ∀n ∈ Z, 0 ≤ ω0 ≤ π,

�� 
���������
)� α���
�� ��� ����
�
���� �� (������� ���
)�
��� �� �
�.� ��
�����
� �������
� �������
��� ��� ��<�� ���� *��� ���
���� ��

�r (Sα) = σ2
X

9 (I0 + 2 cos (ω0)I1 + 2 cos (2ω0)I2 + 2 cos (3ω0)I3)
[3 + α(cos ω0 − 1)]2

− σ2
X

6 (IA0 + 2 cos (ω0)IA1 + 2 cos (2ω0)IA2)
3 + α(cos ω0 − 1)

+ σ2
X

2 + cosω0

3
,

����� ��� 
���&����� In � IAn ��� ���
���
�� �� α ����� ��� �A�D:� � �A�ED�
�������
	�������

��������	�� '�#0 ,� ���������
)� �� ��������� �� �� ��+��
�� ��D�C�

!�3� ,�������	�
�� �� �� ������4��	�� �� �
	
�������	�


8	� �3��������� �������		� �� ���	 ����� ��
	��%	� 	 
	 ��	%�	" %	��	��	 '
���	 �����	
 � 
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�������� 	
 �	�� ���� α� ���" ��	�� 
	 ���	
 	 �������
	� �� �
	��	" 
	 �����=
��	 � ������� :6�LI; :�
 ��%���� � 
	 ��	%�	; ������  ������	 ���� ���
α"  �����	� 2�� 
	 %	��	��	 :6�MH; ' �
 ���	 �����	
 :6�MJ; ������  ������	=
 ����� )��� �� ����	 �����  ������� ��  �����	 �� 
	 7����	 6�HH" �� 
	 2��
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.	���� '�##� �� ����	 ����� �������� 	 α � 
	 �������	 � ������� :��	�;"
%	��	��	 :������;" ���	 �����	
 :�0	�; ' 
	� ��������������� ���%		� :	�	1�;
� 
	 �������
	���� α=��
��� � ���	
�� �
	��	� � %	��	��	 ���	�

�� �
� ���� �� ���1	 �
 %	
�� � 
	� ���� �3��������� �	�	 ��	 ���	
 � ����		
� %	��	��	 ����	��	�
)� 
� 2�� �������	 	 ���	
�� ���� �����	�" �
 �� ����	 ����� � ��	%�=

	" %	��	��	 ' ���	 �����	
 �������� 	 α ������� � �		 ���	
 �������	�
��� �
 !� � �������	� �� �	�� 
�  �� ���9���� ' ���������	��%� �����
�" ��
���	 ����� �� 0	 �����	� �
 �� ����	 ����� � ��������	� �����	
��" ����
������
��	 �3����� 
�� ����
�	�� �� �	�� 	 
	 ��	��#�� 		 � 7������ � 
	
��������	 	 �������
	�" �	
 ' �� � �� ������� �� �
 ��	��	� 6�M�4" �� 
	 ���=
�������� 6�I ' �� 
	 ����������� 6�J� �	�����
	���	�� ����� ����
�	��" �� ��
�������	 ��	 ��������	 �����	
 � #��������	 ω ∈ [−π, π] ' #	�� 	�����	��	 ��
�� �����	 2�� �	��� 
	 ��	%�	" �� � 
	 %	��	��	 ' �
 ���	 �����	
 � 
	
�������
	���� α=��
��� ������  ������	 ���� �������� 	 α �	�	 ��	
2���� %	
��
� #��������	 �������	�� [���	 ���� �	�	 %	
���� � 
	 #��������	 ������	
 �' ���3� �� π ' ������� %	
���� � α �� ������� �� [0,5, 1] :���������	��
�� 
	 7����	 6�H4; 
	� �	�	���������	� �����		� �� ����	� �����������" 	��2��
�������	 ���� �����	�����
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.	���� '�#$� ,������� :���	� �� ���		�; ��� 
	 ��	%�	 :��2����	;" 
	
%	��	��	 :������; ' �
 ���	 �����	
 :����0	; � 
	 �������
	���� α=��
��� �=
������ ��� α�

!��5� 6�
���	��	�
 �� �������� 
� �
	'����

(	��	 �
  � ����" �� ���	 ����� �� 0	 �������	� ��	 ���%	 #	 �
�	 �
��
����" 
�� α=��
����" �������	�� �
  ������� ���#�� � � 
	 ���	
 � #������
	 �������
	�� )� ���	 ������� �� �����	
��	�� 
	 #	 �
�	 α=��
��� �	�	 �
 �	�� ��
�
 2�� 
	�  �����	� �� �� ���������� �2�����	��		��

���0��� 1�
 α&
���� �� ������	

��	 �� %����� � ����� ���� :=����; �� ����������� [t0, t1, t2, t3, t4]@ �
 ��=
1���%� � ���� 	�	��	� �������� �� �������	� 
	 �������������� �	�� α=��
����
�	�	 �

� �� � ������ ��	 ����� � ���������� 2�� ��� ��	� ������� �� �3=
������� 	�	
����	� 8	 �	�� 	�� ������	 ����� ������ ��	 ���%		 �����	
�������	 ' 
���	
 	 ��	 ��" ��� 
� 2�� 
	 ���%		 ������	 ���� � ���� ���	
�=
�		�
)� �
 �	�� �� ���#�� �" 
	 ���%		 ������	 � 
	 �	�� α=��
��� �� 	 
	 #�� 	

β(3)
α (t) = Apα

(
t + α/2
t1 − t0

− t1

)
−Bpα

(
t− α/2
t2 − t1

− t1

)

− Cpα

(
t + α/2
t2 − t1

− t2

)
+ Dpα

(
t− α/2
t3 − t2

− t2

)

+ Epα

(
t + α/2
t3 − t2

− t3

)
− Fpα

(
t− α/2
t4 − t3

− t3

)
,

:6�MO;

��� 
�� ���� %	
����A" B" C"D" E ' F ��� ���������� � 
�� ���� t0" t1" t2"
t3" t4 ' �
 �	�� ���� α� �	�	 ���� ��	� �
 %	
�� � ��0	� �����	���� �� �������
� ����� �����	� ����������" 2�� �� ���%	� �����	 ���� � 
	� �	�	���������	�
�����	� � 
	 �	�� α=��
���� )� 
	 7����	 6�HI �� ���������	�" 	  �� � �1� �
�"

	 �	�� α=��
���" βα (t)" ' �� ���%		 ������	" β(3)

α (t)" ��������������� 	
 %�����
� ���� [−2,−0,4, 0,8, 1,4, 2] �	�	 α = 0,2 ' α = 0,7�
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.	���� '�#&� ?	�� α=��
��� :	����	; ' �� ������	 ���%		 :	�	1�; ���������=
������ 	
 %����� � ���� [−2,−0,4, 0,8, 1,4, 2] �	�	 α = 0,2 :��	�; ' α = 0,7
:�0	�;�

)� ��������" � 
	 ��������	 � 
	 �����	 ���%		 �� �3��	�� ���� ���=
��������

A(t1 − t0)−B(t2 − t1) = 0, :6�MK	;

C(t2 − t1)−D(t3 − t2) = 0, :6�MK�;

E(t3 − t2)− F (t4 − t3) = 0; :6�MK�;

� 
	 ��������	 � 
	 ���%		 ��� ��	

A(t1−t0)2+B(t2−t1)2−C(t2−t1)2−D(t3−t2)2+E(t3−t2)2+F (t4−t3)2 = 0;
:6�MK;

 �����	� 2�� 
	 ��������	 � 
	 �	�� α=��
��� � �
��	

A [α/3(t1 − t0) + (t2 − t1)] (t1 − t0)2

+B(1− α/3)(t2 − t1)3 − Cα/3(t2 − t1)3

+Dα/3(t3 − t2)3 − E(1− α/3)(t3 − t2)3

−F [α/3(t4 − t3) + (t3 − t2)] (t4 − t3)2 = 0.

:6�MK�;

��� �
�� �" �� 0	�� �����	��	 ��	 ��3�	 �������� 2�� ������
��� 
	 ���������
� 
�� ���� %	
���� ����	��� ���0	 �������� %���� � �����	 ��� 
	 ������	 �
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� 6� α=��
����

2�� 
	� �	��� α=��
��� ��������'	� �	������� � ���	 �	�	 ��	
2���� ���1����
� ���� �������	� ∑

n

βn,α (t− tn) = 1. :6�MK#;

�	� �
 ����� 	 � ���� ���	������ ' ���� ��������	� �!��� ��� :6�MK; '
�������	�� 
	 ���	���	 ����� ����

hn = tn − tn−1, n ∈ {1, 2, 3, 4} ;
�� �������� 
�� ���������� %	
�����

A =
6

α2h1(h1 + h2)(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)
, :6�J5	;

B =
6

α2h2(h1 + h2)(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)
, :6�J5�;

C =
6[α(h1 + h4) + (3− α)(h2 + h3)]

α2h2(h2 + h3)(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)(αh2 + (3 − 2α)h3 + αh4)
,

:6�J5�;

D =
6[α(h1 + h4) + (3 − α)(h2 + h3)]

α2h3(h2 + h3), (αh2 + (3 − 2α)h2 + αh3)(αh2 + (3 − 2α)h3 + αh4)
,

:6�J5;

E =
6

α2h3(h3 + h4)(αh2 + (3 − 2α)h3 + αh4)
, :6�J5�;

F =
6

α2h4(h3 + h4)(αh2 + (3 − 2α)h3 + αh4)
. :6�J5#;

�������'��� 
�� %	
���� � :6�J5; �� :6�MO; � ������	�� ���� %���� �� ��=
������ 
	� �3��������� � 
	 �	�� α=��
���" βα (x)" 2�� 	�	����� �� �
 ��9����
��H�

���0��� /����������� α&
���� �� ������	

�	�	 ������� 
	 ���������	���� α=��
���" sα(t)" � ��	 ���	
 x(t) �� 
�� ����
t1, t2, . . . , tN ��� �����	��	� N �	��� α=��
��� :�		 ��	 � �

	� �����		 ��
�		 ��� � 
�� N ����;" �	�	 
� ��	
 �� ������� �!��� �� ���� 	�����	
��
	 	 ��� 
	�� �
 �����%	
� � �������
	����� t−1, t0 ' tN+1, tN+2@ �  	���	
2�� ��0	 ���������	���� α=��
��� �� ���� �������� �� �

sα(t) =
N∑

n=1

c[n]βn,α (t) ,

��� βn,α (t) �� 
	 �	�� �������������� 	
 %����� � ���� [tn−2, . . . , tn+2] '
c[n] �� �
 ���!������ α=��
��� 2�� ������
��	 �
 �� �
� ����� � 
	 �������� �
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.	���� '�#'� �������
	���� α=��
��� :	����	; �������������� 	
 %����� � ��=
�� t1, . . . , tN ' �	��� α=��
��� :	�	1�; ��������������� 	
 ���1���� � ����
t−1, . . . tN+2�

�������
	���� �� 
�� ����

sα (tn) = x(tn), ∀ n = 1, 2, . . . , N. :6�JH;

)� 
	 7����	 6�H6 �� ���������	 
	 �������
	���� α=��
��� � N = 7  �����	�
�� 
�� ����	���� t1, t2, . . . , t7 ' 
	� ����� �	��� α=��
��� �����		� �� ��0�� �����
�� ���� �����%	� �� � �� ������� ��������� 
�� ���� t−1 ' t0 �	�	 ����
�!��� 
	 ��� ��	 #������ �	��" β1,α (t)" ��'� ������� �� t−1 ≥ t ≥ t3� �� ���	

 	���	" βN,α (t) ������	 � 
�� ���� 	�����	
�� t8 ' t9�

)
 %	
�� � 
	 �	�� α=��
��� �� 
�� ���� �� ������� �����	 ���� � 
	�



H5M �	����
� 6� α=��
����

�3��������� �
 ��9���� ��H@ ����
�	��

βn,α (tn−1) =
αh2

n−1

(hn−1 + hn)(αhn−1 + (3− 2α)hn + αhn+1)
, :6�J4	;

βn,α (tn) =
αhn−1 + (3− α)hn

(αhn−1 + (3− 2α)hn + αhn+1)
:6�J4�;

− αh2
n(αhn−1 + (3− α)hn + (3 − α)hn+1 + αhn+2)

(hn + hn+1)(αhn−1 + (3− 2α)hn + αhn+1)(αhn + (3− 2α)hn+1 + αhn+2)

βn,α (tn+1) =
αh2

n+2

(hn+2 + hn+1)(αhn+2 + (3− 2α)hn+1 + αhn)
. :6�J4�;

)� �
 �	�� � 2�� �� ���� ������� ��	 ��
�����" sα(t)" 2�� ����	 ��������=
	 �� �����	��� !1	� �
 %	
�� �
 ������ � 
	 ���	


H = (tN − t1) =
N∑

n=2

hn,


� 2�� � �
��	 2�� 
�� ���� 	�����	
�� �����	���� �	�	 ����
%�� �
 ����
� 	
�������
	����� �� 	� 
�� %	
����

tN+1 = t1 + H,

tN+2 = t2 + H,

t0 = tN −H,

t−1 = tN−1 −H.

7��	
 ����" 0	����� ��� � 
	� �3��������� � :6�J4;" ��
� ����	 ����
%�� �

����� 	 � ���	������ �� #�� 	  	�����	
 2�� �� ���%	 � :6�JH;

B · c = x, :6�J6;

���

c = [c[1], c[2], . . . , c[N ]]T ,

x = [x(t1), x(t2), . . . , x(tN )]T ;

'

B =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1,α (t1) β2,α (t1) 0 . . . 0 βN,α (tN )
β1,α (t2) β2,α (t2) β3,α (t2) . . . 0 0

0 β2,α (t3) β3,α (t3) . . . 0 0
���

���
���

� � �
���

���
0 0 0 . . . βN−1,α (tN−1) βN,α (tN−1)

β1,α (t1) 0 0 . . . βN−1,α (tN ) βN,α (tN )

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.



6�HH �� �
	������ H5J

�� ���� �����%	� �
 ���	
 �	�	
�
�� � ����� ���� ����� 	 ' �
 �������	� ��
:6�4H; �������������� 	
 �	�� �  ������� ���#�� ��
�� �� ���	 ������� ��	 ��
����� sα(t) 2�� ����	 �� ����	 ������
	� �� 
��

�3��� �� �
 �����%	
�" �� ������� #���	� 
�� ���� 	�����	
�� � 
	 ���������
 	���	"

tN+1 = tN + (tN − tN−1),
tN+2 = tN + (tN − tN−2),

t0 = t1 − (t2 − t1),
t−1 = t1 − (t3 − t1);

' ����
%�� �
 ����� 	 � ���	������ 	� ��� :6�J6; ���
��	��" �� ���	 ��	����"
��	  	����" B" � 
	 #�� 	

B =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

β1,α (t1) 2β2,α (t1) 0 . . . 0 0
β1,α (t2) β2,α (t2) β3,α (t2) . . . 0 0

0 β2,α (t3) β3,α (t3) . . . 0 0
���

���
���

� � �
���

���
0 0 0 . . . βN−1,α (tN−1) βN,α (tN−1)
0 0 0 . . . 2βN−1,α (tN ) βN,α (tN )

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

;

����
�	�� �� ����� 	 � ���	������ �2��%	
���� 	
 ������� �� :6�44; �	�	 ��=
��
%�� �
 �	�� ���#�� � ��� �� ����	 ������
	��
���%���� ���	
�	� 2�� �� �� �����
� ������� �3��������� ����		� � 
	 ��	=

%�	" 
	 %	��	��	 ' �
 ���	 �����	
 � 
	 �������
	���� α=��
��� �	�	 �
 �	�� �
 ������� �� ���#�� �� ��� � �	���" �� 
����� ����	� 2�� �
 �� ����	 ����� �
��0	� �	�	���������	� ���� �� �
	� 	
 �	�� ���#�� �" �� ����" 2�� 
	 %	��	��	" �

���	 �����	
 ' 
	 ��	%�	 ������ ���#�� � ����� �
 �	�� ���� α�

!���� /	����	�
��

)� ���� 	�	��	� �� ��	
��	� �� �
	������ ��� �
 !� � %	
�	� 
�� ����
�	��
' ����
������� �������	�� �� 	��������� ����������

������� /����������� α&
���� � ����


8	 %���!�	���� � 
	� �3��������� � ��	%�	 :6�6O;" %	��	��	 :6�LM; ' ���	
�����	
 :6�M6; � 
	 �������
	���� α=��
��� ��	���

		� �� ���� �	����
� �� 0	


�%	� 	 �	��  ��	��� �� �
	������� �  �� � �1� �
�" �� 0	 �����	� ��	
��������	" x[n]" � N = 512  �����	� � ��	 ���	
  �
������ ' �� 0	 ��	
��	�

	 �������
	���� α=��
���� �	�	 �������� %	
���� �
 �	�� ���� � ��	%�	 α�

�$� (� ����E�
�� �
����������� �� ����
� ������������� ��������� 
�
� ��� B4�-�C " ��
����
� 
� %����
� 
�
� ��� �� ��������� B4�=�C�
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� 6� α=��
����

��� �
 !� � ���� 	� 
	 ��	%�	" 
	 %	��	��	 ' �
 ���	 �����	
 � 
	 ���	
 �
��� �� ��������" �� ���
��	 �� #	���� � �� �������  �' �
�%	�" �� ���� �	��
R = 1000" �� ����" �� ������� ��	 ��������	 �������
		 � L = N ·R = 512000
 �����	�� )� 
	 7����	 6�HL �� �����%	 �� ��� ���� � 
	 ���	
 �������
		 ' �
�� �����	 ���%		 �	�	 �� %	
���� �
 �	�� ���� � ��	%�	 :�� ��������
α = 0,3 ' α = 0,8;" ����
�	�� �%����� 
	  	'�� ��	%�	 � 
	 �������
	����
��	�� α = 0,8 #����� 	 ��	 �����	 ���%		  �� �
�%		 �	�	 α = 0,3�
���� �� ����� � %���	 ��	����	��%�" 
�� %	
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sα(t) =
+∞∑

n=−∞
c[n]βn,αn(t),
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 %	
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	���� ���� :��2����� ������� ��  �����	� ��� �� ��� ��
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� ��� �����	" 
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�����
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  �3� � 
	  � ���	
��2����	 �	�	 	
 	���	� 
�� �	�� ����� �
  ��
�" ' �� ������	
 ���������	
��� ��� ��	���

	� 	
����� ��  �' �!������� �	�	 �� ��
��
��
)
  ��
� �	������ 
���	
 	 ��	 �� �	�������	 �
 ���	��� � ����		 �� �#�=

������ �������� ���  ��� � P #������	� � �����	� ��� 0�����
	��� � � ��=
���� M − 1" ' �������'� �
  ��
� ���  ��� � 
	 �� ���	���� � 0�����
	���
��� #�� 	 � ���	��	 � � ������M −1� )� �		 ������ �
 ���	��� � ����	=
	" 
	 #������ �� �� ���� � ��	 �� ���	���� 
���	
 � 0�����
	��� 
���	
��"
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� 2�� �����	 ��  ��
� 
���	
 	 ��	 �� ' ��������� )� :L�H; �� �����%	 2�� 
	
�3������� ����� � 
	 #������ %	
�� 	���
��� �!�� 
	� #������	� � 
	 �	�������
�
 ���	��� � ����		" ����
�	��" 	� ��" 2�� �� ��	� #������	�" 
	 ��	�������
� 
	 #������ �� ��	
��	 �������� 
	� �	�	���������	� � 
�� 0�����
	��� ���	��	"
�� ����" ����� 
	 #�� 	 � 
	 #������ %	
�� 	���
���" 2�� �� �������	" ���� ��
���%	�
� �� 
�� ������ #������	� )
  ��
	� 
���	
 	 ��	 �� �� �	�	� � ���=
�������	� �� ����
�	�  �' ������� ��� �� �� ��� �	1� � �	�� �����" ����
�� ����������	 �� 
	 ���%		 
� ��	 �� ��� �� ���� ��		� 	�
��	������"
�� �" ��� �1� �
�" �� �
  ��
	� � ��������%���

������ #��!�'��� � �� ������� !���� �2
�����

��� �
 !� � ��
%���	� 
	 
� ��	���� � 
	 �� ���%	��
�	" �� �������
��������� 
	 	�����	 #������ %	
�� 	���
��� � :L�H; ��� ��	 #������ ���%	=
�
� 2�� ��	%��� 
	� ������� � 
�� 0�����
	��� �� 
	� #������	� ��� ����� ���	�
����	���	
 ���� �
 �� ��� � �	�� ����� � 
	 ��
������ )3����� �%���	� ��=
����
�	�� 2�� ��� ���� ��	 ��	������� ��	%� ����� ��	 �� 
���	
��" ����� �
���
�	 �������	� �
 �	�� ���� ������	
 �� �
 2�� 
	 #������" f : R → R"
�� 	 
	 #�� 	

f(x) = a + Bx +
P∑

i=1

ci|x− βi|, :L�4;

��� 
�� βi ���������	� 
�� ������ � ������	 :=����; 2�� ���� ��	� 
�� ��=
���%	
�� �� 
�� ��	
�� 
	 #������  ��
	��	 �� ��	 ����	� �� #�� 	 �2��%	
����"
:L�4; ���� ���������� �� �9� ���� � 
	 #������ ����� � 
	 ���������  	���	�

f(x) = a + Bx +
P∑

i=1

ci(x− βi) sgn (x − βi). :L�I;

����	 ���	�
� ������� � ��	 #	 �
�	 � #�������� 2�� ����������	�	 ��	
��	������� ��	%� ' ��� �����	 �� ������
 �	�	 9����� � 
	 ����2��	 � �	 =
��� �� 
	� ��	���������� )3����� �� 
	 
����	���	 �� ����	� #�������� ��� ���	�
�	�	���������	�@ ��� �1� �
�" �� P?	���JHQ 
	 #������ sgn (x) �� ��� �
	�		 ���
��	 #	 �
�	 � #�������� 	���3� 	��	�" ����		� ��� ���(x)" 2�� �� �
�� 
	�
���������� ��������������

ĺım
x→±∞(x ���(x) − |x|) = 0,

ĺım
α→∞ ���(x/α) = sgn (x),

���(0) = sgn (0) = 0.

8	 ��� ��	 �������� 	�����	 2�� x ���(x) �� 	���3� 	 	 x sgn(x) = |x|
���#�� � x → ∞� 8	 �����	 � �
��	 2�� �
  ��
� 
���	
 	 ��	 �� :L�I; ��



L�4 ���
� α=��
��� H4H

�� �	�� 
� ��� �	�����
	� � ��  ��
� ��� ��	��������� ��	%��� ��� �
�� �" 
	
������	 �������� 	�����	 2�� �
  ��
� ��	%��	� �	�	 ��� 
�� ������ ����
=
�	���� � 
	 ������������ � 
�� ��	 �� 
���	
�� � :L�I;� )��	 #	 �
�	 ����� ��
�	�� ����" α" 2�� ������
	 
	 ��	%�	 � 
	� ��	����������  ��!�	�� ����
�	�� ���� �� %	��	 
	 ��	%�	 �� ����� 	 
�� ������ � ������	� �
���	 � 
	�
#�������� �������������� 	 ���	 #	 �
�	 ��� P�����OKQ�

ftan(x, α) = x tanh (αx), :L�L;

'

fpol(x, α) =

{
1
8α

[
15(αx)2 − (αx)4 + 3(αx)6

]
, |x| ≤ 1

α ;
|x|, |x| > 1

α .
:L�M;

8	 ���%	���	" K" �� �� �	�� ���� ��� 9����� 2�� ����������	 ������ ����=
�� ����� 	����	 �
 �� ����	 ����� � ���	� #��������" ' ��'� %	
�� ��

K =
f (2)(x)

[1 + (f (1)(x))2]3/2
.

)� �
 ����� � ������	" �� ����" ��	�� x = 0" 
	 ���%	���	 � :L�L; ' :L�M;
�� 2α ' 15α/4" ��������%	 ����� �� ���� �� ����	� �� �" ��	���  	'�� ��	 �

%	
�� � K" 
	� #�������� ������  �� ����	 ���� 	 
	 #������ %	
�� 	���
����
���  �� �" �� �����%	 2�� 	 �	� #�������� 	
�	��	� %	
����  	'���� 2�� 
	
���	 �� �� ��� ��	 ���%		 ' 2�� �� ���%		 �����	 �������	 %	
����
���	��%��" 
� 2�� � �
��	 ��������	��� 2�� �!��
�	� 
	 ��������� � ��
�������
��� ���%		� ��	%��� )� �����
� ���
��	� ���	� #�������� 2�� �������'	� 	 |x| '
2�� ��
%����� ���	 ����	����" �� � ��� �1� �
� 
	 ��������	 ��� P>��\�0�JIQ"

hyp(x, α) =
√

x2 + α,

��'	 ���%	���	 �� 	 �
 %	
�� K = 1/
√

α�
,������� ����" �� 0	 ��������� �� � �	�� 
	 #������ P8��	��5H�Q

lch(x, α) =
1
α

ln (cosh (αx)), :L�J;

��'	 ���%	���	 �� K = α" �	�	 ��	���

	� ��  ��
� 
���	
 	 ��	 �� ��	%��	�
��� ��	�  ��
� 
���	
 	 ��	 �� ��	%��	� :��G8� 1����.�� @
���8
��
,
����;�
)� ���	 ����� �� ������� ��	 #������ ��	%��	��	 ��
	����		 ���� 	 ����

��� �
 ���
�� α=��
��� �������	� �� 	��������� �	����
��� ���0	 #������" 2��
����	�� �� ��� ϕ (x, α)" ����� 
	 �3�������

ϕ (x, α) =

{
x2

α − |x|3
3α2 , |x| ≤ α;

|x| − α
3 , |x| > α;

:L�O;
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.	���� *�#� 7������ � ��	%��	� α=��
���" ϕ (x, α)" �	�	 �%����� %	
���� �

�	�� ���� � ��	%�	 α�

' ����� ��	 ���%	���	 K = 2/α� )� 
	 7����	 L�H ���� 	�����	��� �� #�� 	
�	�	 �������� %	
���� �
 �	�� ���� � ��	%�	�
8	� �� ��� ��	� ���%		� � 
	 #������ :L�O; %����� 		� ���

ϕ(1) (x, α) =

{
2x
α − x|x|

α2 , |x| ≤ α;
sgn (x), |x| > α;

:L�K;

'

ϕ(2) (x, α) =

{
2
α − 2|x|

α2 , |x| ≤ α;
0 |x|, > α.

:L�H5;

8	 7����	 L�4  �����	 
	� ����� #�������� � ��	%��	� 	�� �� � ��� ��
��� ��	� ���%		� �	�	 �� %	
�� �
 ��	� � ���%	���	 � K = 4� �� �����%	
2�� 
	� ���%		� � hyp(x, α)" lch(x, α) ' ϕ (x, α) �� �������	� ��������	��" ��
 ��" �	�	 
	  �� 	 ���%	���	 ���	� ���� #�������� ���  �� ��	%�� 2�� ftan(x, α)
' fpol(x, α)� ���  �� �" �� 0	 �����%	� 2�� hyp(x, α)" lch(x, α) ' ϕ (x, α) ���=
�������	� ����
�	��  �' �� �
	��� :' ���������� 	 ftan(x, α) ' fpol(x, α); 	 
	
0��	 �  ��
	� ��������%��" ��� 
� 2�� 
	 �
������ ����� ��0	� #�������� ��
�� 	 �� #������ � ��� �����
�� %���	1	� � � �
� ���	����� ���" 
	 #������
ϕ (x, α) ' ��� ���%		�" 	� �� � ������ ��	� �3��������� �����

	� :��
���=
 ��	�;" ����� ��� �%	
�		� � #�� 	  ��0�  �� ����	 2�� 	2��

	� �� 
	�
2�� �����%����� �3��������� �	�		� �� tanh (x) ' sech (x)" 
� 2�� ����	 ��
 ������ ��� ��� � ���� 	���� :������	 �����; �
  ��
� ' � �%	
�	���� �

	 #������ 	���3� 	��	�



L�4 ���
� α=��
��� H4I

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
0

0.5

1

1.5

2

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−2

−1

0

1

2

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−2

0

2

4
ftan
fpol
hyp
lch
αspline. 

.	���� *�$� 7�������� � ��	%��	� :	����	; ' ��� �� ��� ��	� ���%		� �	�	
��	 ���%	���	 K = 4 :α = 0,5;�

������ �� 	���� α�4-

���2�� �� 
	 �������� ���%�	 �� 0	� �������	� ����	 ���� #��������
���� ������	
��" 
	 �3������� 	 �� ���	��� � ����		  �
��� ������	
 ��
�� ��	�	� )� ��������" �
  ��
� 
���	
 	 ��	 �� ��	%��	� �	�	� �� �
 ���
��
α=��
��� 2�� ��	
��	 ��  	��� f : R

M → R
N �� ����	 �� � α�G8(M, P, N)

' 	���	 
	 #�� 	

f(x) = a + Bx +
P∑

i=1

ciϕ (〈νi,x〉 − βi, αi) . :L�HH;

)� ���� �	��" 
	 #������	 i=9�� 	 ���� ������		 ��� ϕ (〈νi,x〉 − βi, αi)"
��	 #������ ��	%�" �������	 ' ���%	�
�" ��� 
� 2��" �� �����������	" �
  ��
�
�
��	
 �� �	����� ��	�  �� 	� ������	��� )� 
	 7����	 L�I ��  �����	 ��
�1� �
� � ��0	 #������ �	�� �	�	 �� ���	��� � ����		 ��� ������	
 ' �	�	
ν = [1 0,25]" β = 0 ' α = 2/K = 0,5@ ���9���� 	�����	� 
	 #�� 	 ' ��	%�	
� 
	  �� 	�
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.	���� *�&� 7������ �	�� ϕ (〈ν,x〉 − β, α) �� �� ���	��� ��� ������	
 ' ��	
#������	 �!��	 ��� 
	 ����	 x1 − 0,25x2 = 0�

�	�	 �
 �	�� �	�����
	� ���� ������	
 �� �
 2�� 
	� #������	� �� ����������
�2�����	��		�" �
 ����
�	� � ���
��	� 
	 	���3� 	���� 
���	
 	 ��	 �� �	�����	
��	%��		 ��� 
	 #������ ϕ (x, α) �� �2��%	
���� 	 
	 	���3� 	���� α=��
���� ��
0��0�" �3���� ��	 ��
	���� ����� 
	 #������ �	�� α=��
���" βα (x)" ' 
	 #������
� ��	%��	�" ϕ (x, α)" 		 ��� 
	 �3�������

βα (x) = −ϕ (x, α) +
1
2
ϕ (x− 1, α) +

1
2
ϕ (x + 1, α) . :L�H4;

V��	 �� ��	 #�� �
	���� �� �
	� 	
 ��	%��	� � 
	 #������ 
���	
 	 ��	 ��
��������	 �	�	 �
  ��
	� ��,� :?���
	��
��� �����
	� ��&����
�� 1��
���;
�� P7��� 	�KHQ�

������ #��!���� �� 	���� α�4-

�� � �� 0	 �� ����	� �� �
 �	����
� 6" 
	 ��	%�	 � ��	 #������ �����=
��
	����	 α=��
��� ����� ���#�� � 	� ���	 �
 �	�� ���� � ��	%�	 α� �		

	 ��
	���� :L�H4; �3������� ����� 
	 �	�� �������
	����	 α=��
��� ' 
	 �	�� 	���=
3� 	��	 α=��
���" �� 
����� ����	� 2�� 
	 ��	%�	 �
  ��
� α�G8 :L�HH;
�������	�� ��	 ��������	  ������	 ��������� ��� �
 �	�� ���� α�
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)� ���	 ������� �� � �����	 2�� 
	 ��	%�	 �
  ��
� �
��	
 ����� ��	
��������	  ������	 �������� 	
 �	�� ���� α :�� �������	�� ��	 %������
�� �
�!�		 �
  ��
� �� 
	 2�� �� ���
��	 �
  �� � %	
�� � α �� ��	� 
	�
�������� � ��	 ��;� ��� �	���" α �� �� ����	 �� � �� �	�� ���� � ����
	=
���	����" ��� ������ �����	� ����� 
	 !�
�	 �
 	1���� 	 
�� 	��� ' 
	
��	%�	 �
  ��
� ����
�	����
8	� �9����	� 0	����	
�� � ����
	���	����  ��� ��	� ��	 #������ � �����

�� �����	 ��� �� �9� ����� �
 ��� ���  �� 
	 ���3� �	 	 
�� 	��� ' �

������ �����	 �
 ����� 	����	� ��� �� #������	
 2��  �� 
	 ��	%�	 � 
	
��
�����" �� ����"

E =
∑

i

(f(xi)− yi)2 + λ||Psf(x)||2, :L�HI;

���

yi ���������	 
	�  ��	�@

λ �� �
 �	�� ���� � ����
	���	����" 2�� ������
	 �
 �� ��� ��� ����� �

��	� � ��	%�	 � 
	 ��
����� ' �� 	1���� 	 
�� 	���@

Ps �� �
 #������	
 ���	��
��	���

8	 ��	%�	 ���� ���  ��	 � #�� 	�  �' %	��		�" 	��2��" �����	
 ��=
��" �
 ���	��
��	�� P 	����� ��	 	 ��������	� 	
���	 ���%		 � 
	 #�������
$�	 �
	�� � ���	��
��	���� 	 �
�	 ���� ���
��	�� ��� 	2��

�� 2�� ���
��	�
�
 #������	
 P������K5Q

||Pm
s f ||2 =

n∑
i1,...,im

∫
Rn

(∂i1,...,imf(x))2dx

��� ∂i1,...,im = ∂m/∂xi1 . . . ∂xim ' m ≥ 1� )��� ���	��
��	��" ��%	��	���
#����� 	 ���	������ � ���
	�	 ������" ���� �
 2�� �� ���
��� �	�	 ������
	� 
	
��	%�	 � �������  ��
��
��� ���	� ��� ��	�" �� ������� ������� �� ����� � ��������� ����� �
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���	
 	 ��	 �� ��	%��	� ' 
	 �����	 � 
	 ����
	���	����� )� ��������" ��
� ����	�� 2�� 
	 ��
	���� ����� 
	 ��	%�	 :�%	
�		  ��	��� 
	 ������	
 �

	� ���%		� � ������ ����; ' �
 �	�� ���� α ��  ������	 ' 2��" ��� �	���"
�� �����
� ������
	� 
	 ��	%�	 �
  ��
�  ��	��� ��	 ��
������ 	�����		
�
 %	
�� � α� �		 
	 ������0	 ��
	���� ����� 
	 #������ �	�� ϕ (x, α) ' 
	
�	�� α=��
���" ����	� �3��	��
	��� 
�� ����
�	�� � 
	 �������
	���� α=��
���
	
  ��
� α�G8� ��� � �	���" �� ������� 	
�	��	� ��0� ����
�	� ��������
�� �	 ��� �#�������
�� �� ����	 �������	�� �� �1� �
� ���� ������	
" �	�	 �
 ��	
 
	 �3=

������� �
 ���	��
��	�� ����� �� �����	 
	 ������	
 �
 ��	�	� � 
	 ���%		



H4M �	����
� L� ���
	� α=��
���

�����	 � 
	 #������� �	� 2�� 
	 ���%		 �����	 � 
	 #������ �	�� ���=
�����	 �� 
��	
��		 :ϕ(2) (x, α) = 0 �	�	 |x| ≥ α;" �������� 
	 ���%		 �����	
� �		 �� ������� ����	 ���� �� ��
	�	 ��� 
	 � 
	� �� ��������  �� ���=
3� 	�� ��� �9��	 � �����	
�	" �� ������ 2�� �
  ��
� ���� �� ������ ���
�� �� �������� ���	�		� ��� ��	 ���	���	 b ≥ 0" �� ����"

f(x) = c1ϕ (x, α) + c2ϕ (x− b, α) .

)� ���� �	��" �
 �9� ��� � ����
	���	���� %���� 	� ��� 
	 �3�������

||P 2
s f ||2 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

(c2
1 + c2

2)
8
3α , α ≤ b/2;

(c2
1 + c2

2)
8
3α + c1c2

4(2α−b)3

3α4 , b/2 ≤ α ≤ b;

(c2
1 + c2

2)
8
3α + c1c2

4(3b3+4α3−6b2α)
3α4 , α ≥ b;

:L�H6;

2�� ����
�	  ������	 ���������� �������� 	 α" ����������� ���� �
 %	
��
2�� �� � b" �� ����" 
	 ���	�	���� ����� 
	� �� �� ��������" � � 
�� �����
c1 ' c2@ ���� �� ���%		 �������� 	 α �� ���	��%	" �� � �� � �����	 �� �

��9���� )�H�
�
 �3����� �
 	������� 	��
���� 	 �� ���	��� � ����		 ��� ������	
" �����

�
 ����
� 	 � 2�� 
	 �����	 ���%		 �� ����� ������� !���� �� 
	 ��������
� 
	� #������	��� ��� � �	���" �� �����
� �%��	� ���� �����%������� ������	��
�� ��	 ������ !���	 	�����		� �	�	 �� �
�!�	� 
	 �%	
�	���� � 
	� ������	�
������	
��" �� ������ ��	 ������ � ������	����" R′ �
� ��		 ��� 
���	� ������=
�	
�� 	 
	� #������	�" �	
 ' �� �  �����	 
	 7����	 L�6� ��� ���	 �������	����"
�
 ���	��
��	�� 	���	 
	 ��������� #�� 	�

||P 2
s f ||2 =

∫
R′

[(
∂2f

∂x2
1

)2

+ 2
(

∂2f

∂x1∂x2

)2

+
(

∂2f

∂x2
2

)2
]

dx1dx2.

�� ���%�" �� �������	 ��  ��
� �� ������ ����	 ���� ��� �� �� ��=
������" �� ����"

f(x) =
2∑

i=1

ciϕ (m1ix1 + m2ix2 + ti, α) .

��� �9��	 � �����	
�	" �� �����
� ������� t1 = t2 = 0" 
� 2�� � �
��	
2�� �
 ����� �������������� 	 
	 ������������ � 
	� �� #������	� �� ��������	
�� �
 ������ � ������		�" ' 2�� m11 = 0" m12 = m22 = 1 ' m21 = m� ?	1�

�?�����
��� !��� � � ��
��� ����� � ������ ������ ��
��������� ��� ������� ���#

�������
�� ��� ������ 
�� ���� m1x1 + m2x2 = t !�� �������"� ��� �	��� 
� ������� 
�
��� ����� !�� ����� �� ��
����
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��� H4J

�

�

��

�

�������

.	���� *�'� ,����� � ������	���� �	�	 �� ���	��� � ����		 ��� ������	
�

���	� ����������" �
 �9� ��� � ����
	���	���� �� 	 �
 %	
��

||P 2
s f ||2 =

∫
R′

c2
1

[
ϕ(2) (x2, α)

]2
dx1dx2

+
∫

R′
c2
2(m

4 + 2m2 + 1)
[
ϕ(2) (mx1 + x2, α)

]2
dx1dx2

+
∫

R′
2c1c2ϕ

(2) (x2, α)ϕ(2) (mx1 + x2, α) dx1dx2,

��� 
�� �� ��� ���� �9� ���� ����������� 	 
	 ������������ � �		 �� =
������� ����� � 
	 ������ � ������	���� R′  �����	� 2�� �
 ������ �9� ���
�������	 
	 ������������ � 	 �	� �� ��������" 2�� ���� !���	 	� �
 �������
�� �	��� � ��0	 ������������� 7��	
 ����" �� �������

||P 2
s f ||2 =

8L

3α
(c2

1 + c2
2(m

2 + 1)2) +
8
m

c1c2,

����� �� ���%		 ��� �������� 	 α

d||P 2
s f ||2

dα
=
−8L

3α2
(c2

1 + c2
2(m

2 + 1)2) ≤ 0,


� 2�� � �����	 
	 ��������	  ������	 ���������� � 
	 ��	%�	 �
  �=
�
� ��� �������� 	 α� )� �!����%	" ����� ���	� α ���%��	 2�� 
	� ��	���������
����� 
	� ��������� 
���	
�� �
  ��
� ��	�  �� ��	%��" ��� 
� 2�� 
	 ��	%�	
�
  ��
� �
��	
 	� ���	�



H4O �	����
� L� ���
	� α=��
���

������ ������	���� �� 	����

)
  ��
� α=��
��� ����� ���� ����� �������� � �	�� ����� 2�� ���� ���
���� 	��� 
�� 2�� �!��� 
	� #������	� 2�� �	�������	� �
 ���	��� � ����		
:νi ' βi;@ 
�� 2�� ���� ��	� 
	 �� ���	���� 
���	
 � 
	� ������	� �� ��������
�
  ��
� :a" B ' ci;@ ' �
 �	�� ���� � ��	%�	 α�
)
 	
����� � � 	������	1� �
  ��
� �� � ���� ����	��%�" ' �� �	�	 ��

������%	� 		��	������ � 
	 �	������� �
 ���	��� � ����		 ' �� 
	 ���� 	
� 
�� ���!������� ���� �� �
  ��
� �	�	 ��0	 �	�������� 8	 		��	���� �

�� �	�� ����� 2�� �!��� 
	� #������	� � 
	 �	������� �� ��	
��	 ���
��	��
��  9��� �	�	� �� �
 ��	����� � ������ ����" �� ��������" �� � �
�	
�
 ��	����� ' �
 (����	�� � 
	 #������ ����� ��� �������� 	 
�� �	�� ������
$�	 %�� 2�� ��� !1		� 
	� #������	� �
 ���	��� � ����		" �
 ����� � 	���3�=
 	���� �
  ��
� �� ��	 #������ ��	�����	 � 
�� �	�� ����� 2�� �!��� 
	
�� ���	���� 
���	
 � 
	� �� ��������" ��� 
� 2�� ��  ��� � �� ��������	 �
#�� 	  �' �� �
� ����
%���� �� ����� 	 
���	
 � ���	������� ��������� ����"
�� %��
%�� 	 		��	� 
	� #������	� ' �
 ������� �� ������ ����	��%	 �����
V��� ��" �����	 ����" �
  9��� ��������� ��� 8� �0�	 �	�	 ���� ��	� 
��

�	�� ����� �
  ��
� �	������ 
���	
 	 ��	 �� P�0�	OMQ" �	
%� ��� �
 0��0�
� 2�� 
	 #������ � 	���%	���� ��" �� ������� �	��" ϕ (x, α) :L�O; �� 
��	�
� 
	 #������ %	
�� 	���
���� ��� �

�" �� ������� ������� 
	� �3��������� 2��
������
��	� �
 ������	 ����� �
  ��
� α=��
����
�� �������	 �
 �	�� �����	
 � 
	 	���3� 	���� � ��  	��� (f : R

M →
R

N ) ��	�� �� ���1���� � L 	��� � ����		=�	
�	 �
 ���� (x[l],y[l]) ���
l = 1, . . . , L" ����� x[l] = [x[l]

1 , x
[l]
2 , . . . , x

[l]
M ]T �
 %����� l=9�� � � 
�� 	��� �

����		 :� � ������ M;@ � y[l] = [y[l]
1 , y

[l]
2 , . . . , y

[l]
N ]T �
 %����� l=9�� � � 
��

	��� � �	
�	 :� � ������ N;�
)� �����
� �
� ��	� �� ���!������ � �		 #������	 ������������ 〈νi,x〉−βi

�� :L�HH; �� �

di(x) = mi,1x1 + mi,2x2 + · · ·+ mi,M−1xM−1 − xM + ti,

��� di(x) ����	 
	 i=9�� 	 #������	 �%	
�		 �� x� ��� ���	 �������	����"
�
  ��
� α=��
��� :L�HH; ��� P #������	� ���� ����������

y = f(x) = a + Bx +
P∑

i=1

ciϕ (di(x), α) .

8�� �	�� ����� � ����  ��
� ����� 	����	��� �� �� %�����" zf " � 
��=
���� PM 2�� �!�� 
	� P #������	� 2�� �	�������	� �
 ���	��� � ����		

zf = [m1,1, . . . , m1,M−1, . . . , mP,1, . . . , mP,M−1, t1, . . . , tP ]T ;



L�4 ���
� α=��
��� H4K

' ��	  	����" Zc" � � ������ N × (M + 1 + P ) 2�� ����� 
�� ���!�������
	����	�� 	 
	 �� ���	���� 
���	
 � 
	� #�������� �	�� �
  ��
�

Zc =

⎡
⎢⎢⎢⎣

a1 b1,1 . . . b1,M c1,1 . . . c1,P

a2 b2,1 . . . b2,M c2,1 . . . c2,P

���
���

���
���

���
aN bN,1 . . . bN,M cN,1 . . . cN,P

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

)
  ��
� ���  ��� ��	� 
	 #������ � ����� 		 ��� �
 ����� ��	������
����� 
	 �	
�	 ��	
 ' 
	 ����������		 ��� �
  ��
�

E(Zc, zf ) =
L∑

l=1

∥∥∥∥∥y[l] −
(

a + Bx[l] +
P∑

i=1

ciϕ
(
di(x[l]), α

))∥∥∥∥∥
2

. :L�HL;

�	�	 

�%	� 	 �	�� 
	 		��	���� � 
�� �������� �	�� �����" �
 	
����� �
�� �����	 !1	�� ��	� #������	� �����	
��" �� ����" �
 %����� zf � (	����	
 ����"
���	 �	������� �����	
 �� ��	
��	 � #�� 	 	
�	����	 ��� 
	 ����������� � 2�� 
	�
#������	� ���������	� 	
 � ���� � 
�� 	��� � ����		� $�	 %�� !1	� zf " 
	
#������ � ����� :L�HL; �� ��	 #������ ��	�����	 �� Zc" ��� 
� 2�� ��  ��� �
�� �������  ��	��� �������%���	

Zc = (AT A)−1AT Y, :L�HM;

��� Y = [y[1], . . . ,y[L]]T �� 
	  	���� L ×N � 
�� 	��� � �	
�	" ' A ��
��	  	���� � � ������ (M + P + 1)× L � 
	 #�� 	

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 . . . 1
x

[1]
1 x

[2]
1 . . . x

[L]
1

���
���

���
x

[1]
M x

[2]
M . . . x

[L]
M

u
[1]
1 u

[2]
1 . . . u

[L]
1

���
���

���
u

[1]
P u

[2]
P . . . u

[L]
P

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

����� u
[l]
i �
 %	
�� � 
	 i=9�� 	 #������ �	�� �	�	 �
 %����� � ����		 l=9�� �"

�� ����" u[l]
i = ϕ

(
di(x[l]), α

)
�

$�	 %�� �������� 
�� �	�� ����� Zc ���� �� �	�	 
	 �	������� �����	
" �

	
����� � ��� ���� 	� ��	 ���%	 �	�������" �	�	 
� ��	
 �� �%	
�	 �
 ��	�����"
g" ' �
 (����	��" H" � :L�HL; ��� �������� 	 zf " 
� 2�� ��� ��� ���� ��	� 
	
�������� ���� 	" s" �� 2�� �� ���  ��!�	� 
	 �	������� zf " ' 2�� %���� 		
��� 
	 �3�������

s = −H−1g. :L�HJ;



HI5 �	����
� L� ���
	� α=��
���

)
 ��	����� �� �	
��
	 �� � 
	 ���%		 �	���	
 � 
	 �3������� � ����� ���
�������� 	 �		 ��� � 
�� �	�� ������ zf " ' ������ 2�� 
	 #������ � �	
�	
:'" ��� �	���" �
 �����; �� N =� ������	
" �� �%	
�	 �� � �� �� 	����� �� 
	�
N � ��������

g = ∇zf
E(Zc, zf ) =

[
∂E(Zc, zf )

∂zf1
, . . . ,

∂E(Zc, zf )
∂zfPM

]T

= 2
N∑

n=1

KnGen,

 �����	� 2�� �
 (����	�� %���� 	� ���

H = ∇2
zf

E(Zc, zf ) = ∇zf
g = 2

N∑
n=1

(
Kn∇zf

G en + KnGGT KT
n

)
, :L�HO;

��� en �� �
 %����� � ����� �
  ��
� ����� 
	 � ������ n=9�� 	 � �	
�	"

�� ����" en =
[
e
[1]
n , . . . , e

[L]
n

]T
@ Kn �� 
	  	���� MP ×MP

Kn = �	�(cn,1, . . . , cn,1︸ ︷︷ ︸
M−1 veces

, cn,2, . . . , cn,2︸ ︷︷ ︸
M−1 veces

, . . . , cn,P , . . . , cn,P︸ ︷︷ ︸
M−1 veces

, cn,1, cn,2, . . . , cn,P );

' G 
	  	���� MP × L

G =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x
[1]
1 p

[1]
1 x

[2]
1 p

[2]
1 . . . x

[L]
1 p

[L]
1

���
���

���
x

[1]
M−1p

[1]
1 x

[2]
M−1p

[2]
1 . . . x

[L]
M−1p

[L]
1

���
���

���
x

[1]
1 p

[1]
P x

[2]
1 p

[2]
P . . . x

[L]
1 p

[L]
P

���
���

���
x

[1]
M−1p

[1]
P x

[2]
M−1p

[2]
P . . . x

[L]
M−1p

[L]
P

p
[1]
P p

[2]
P . . . p

[L]
P

���
���

���
p
[1]
P p

[2]
P . . . p

[L]
P

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

����� p
[l]
i �
 %	
�� � 
	 ��� ��	 ���%		 � 
	 #������ �	�� i=9�� 	 �	�	 �


%����� � ����		 l=9�� � :L�K;" �� ����" p[l]
i = ϕ(1)

(
di(x[l]), α

)
�

)� �����	���  ������	� 2�� �
 ��� �� �9� ��� �
 (����	�� �� :L�HO; ��=
������	 
	 �����	 ���%		 � 
	� #�������� �	�� �
  ��
� α�G8" ��'�
%	
�� %���� 	� ��� :L�H5;� �� ��	�	 � ��	 #������ 
��	
��		 �� 
	� #������	�
�
 � ����" ��� 
� 2�� ����	 ���� 	2��

�� 	��� � ����		 ���3� �� 	 
	�
#������	� ��������'�� 	 ��0� �9� ���� )� 
	 �������	 �� 0	 �����%	� 2�� ��
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��� HIH

�� 	�����	 ���		���� �� 
	� �����	������ �
 	
����� � �� �� �������� � ��=
�� #	����" ������9����" ��� �����	" �� � ����	��� 	0���� �� ���	����	
� ���
�

�" 
	 �%	
�	���� �
 (����	�� �� 

�%	�� 	 �	�� ���
��	�� 
	 �3�������

H = 2
N∑

n=1

KnGGT KT
n .

$�	 %�� �	
��
		 
	 �������� � ���2��	 :L�HJ;" 
	� #������	� � 
	 ��=
������� ����	���� �� �������� 	�
��	��

z′f = zf + µs,

��� µ = 	�� �� (E(Zc, zf + µs))�
�� ���	 #�� 	 �� ������� ��	 ���%	 �	�������" zf " �
 � ���� � ����		

�	�	 
	 ��	
 �� ���� �	
��
	� 
�� ���!������� ���� ��" Zc" ���
��	�� :L�HM;�
)
 ������� �� �
��� �� ������ � #�� 	 ����	��%	" 		��	�� ������%	 ���� 
	
�	������� ' 
�� ���!������� 0	��	 2�� �� 	
�	��	 �� ���� ��	� ��%�
 � �����
� 0	��	 2�� �� ������	�	 �� �� ���  �3� � � ����	�������

����$� �
��	����� �� ����	��� � 
��!����

)
 �	�� ���� α ����� �  	���	 �����	
 �� 
	� �	�	���������	� �
  ��
�
α�G8" �������	
 ���� ������
	�� 
	 ��	%�	 �
  ��
�� 8	 ���� 	���� �
��0� �	�� ���� �� ���� 

�%	� 	 �	�� � �%���	�  	���	�" �������� ��
��	�  ��	 � 
	 	�
��	���� �������	�
8	 ��� ��	 ������ �������� �� !1	� �� %	
�� α � 	��� 	��" � #�� 	 2��

�� 	������ ��	 ���� ��		 ��	%�	 � 
	 ��
�����" 
� 2�� ���� ���������
�� � ��	 �9����	 � ����
	���	���� �� � �� :L�HI;�
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 � �������	 � ����		 :	����	; ' �	
�	 :	�	1�;
�	�	 ��	 ���	
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%���� �� �
�1	 � ����		 '
� �	
�	" 	���������� �
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 �� ����	 ����� �������	 ����
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	 0��	 �  ��
	� �� ����� 	
�� 
���	
 �� � �
 	 �
�!�	�� � �������	" ���� �� 9��� �������	  � ���	" �
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��� ����� �  ��
	���� �
 J5] ' ���	
  ��
	��	 �������	
 � 20 R(�;
' ��	 �������	 � ����		 Pi = −1,6 ? �



H64 �	����
� L� ���
	� α=��
���

250 260 270 280 290 300
0

5

10

15

20

25

tiempo (µs)

A
m

pl
itu

d 
(V

)

Entrada ⋅ Ganancia
Salida

.	���� *�<� � �
��� � 
	 ��%�
%���� �� �
�1	 �	�	 ��	 ���	
 *7��
:BWi = 1 �(�" Pi = 0,3 ? ;�

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

2

4

6

8

10

12

Entrada (V)

Sa
lid

a 
(V

)

.	���� *�%� >��!�	 ����		=�	
�	 � 
	 	 �
��� � 
	 ��%�
%���� �� �
�1	
� ��	 ���	
 *7�� :BWi = 1 �(�" Pi = 0,3 ? ;�



L�I ���
	� � 	 �
�!�	���� � �������	 H6I

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

Entrada (V)

Sa
lid

a 
(V

)

.	���� *�#0� >��!�	 ����		=�	
�	 � 
	 	 �
��� � 
	 ��%�
%���� �� �
�1	
� ��	 ���	
 ��?=�� :BWi = 40 R(�" Pi = −1,6 ? ;�
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 ���	��� � ����		 ����� M = 4 � ��������" 	
 �������	� 
	�
%	��	�
�� ��������������� 	 
	 ���	
�� � ����		 �� #	�� ' ��	�	���	 :xI [n]
' xQ[n]; ' ��	 %������ ���	�		 � 
	�  �� 	� :xI [n− d] ' xQ[n− d];� �� �
�� � ����	�� ��������� ����" �
  ��
� � 	 �
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���������	 ��  	��� (f : R
4 → R

2) 	� ��� 
	 �3�������

yn = f(xn) = a + Bxn +
P∑

i=1

ciϕ (〈νi,xn〉 − βi, αi) , :L�4H;

��� a ' ci ��� %������� � � ������ 2 × 1" νi �� �� %����� 4 × 1" B ��	
 	���� 2×4" βi �� ���	
	� ' 〈·, ·〉 ���������	 �
 ������� �������� 8	 		��	����
� 
�� �	�� ����� � ����  ��
� :
	� #������	� � �	������� �
 ���	��� �
����		� νi ' βi@ 
�� %	
���� � 
	 �� ���	���� 
���	
 � 
	� �� ��������� a" B
' ci@ ' �
 �	�� ���� � ��	%�	 αi; �� ��	
��	 � #�� 	 ����	��%	" �������� 
��
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	���	 ������ �������� �� �
 ��	��	� L�4�L�
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� �� 
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�	 ���� ��	�
�	�	  ��
	� 	 �
�!�	���� � �������	 �� �
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� � �	
�0 P�	
�0OHQ" 2��
�������	 2�� �� 
	 ���	
 �	�� �	�	 � ����		  ������		 ��

x[n] = a[n] cos (ω0n + φ[n]),

�������� 
	 �	
�	 �� ������� �� �

y[n] = A(a[n]) cos (ω0n + φ[n] + Φ(a[n]))
= I(a[n]) cos (ω0n + φ[n])−Q(a[n]) sin (ω0n + φ[n]),

���

A(a[n]) = αaa[n]
1+βaa2[n] , :L�44	;

Φ(a[n]) = αΦa2[n]
1+βΦa2[n] , :L�44�;

���������	�" ��������%	 ����" 
	� ���%	� ��T�� ' ��T�� �
 	 �
�!�	��@
' ���

I(a[n]) = αia[n]
1+βia2[n] , :L�44�;

Q(a[n]) = αqa3[n]
(1+βqa2[n])2 , :L�44;
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(yI [n], yQ[n]) = f (xI [n], xQ[n], . . . , xI [n− d], xQ[n− d]) . :L�4I;
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� | · |
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jk|xI [n− k]|j
�

ŷI [n]

�
xQ[n]

| · | � ∑L
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∑N
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ŷQ[n]
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�
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�
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��

�
�
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�
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yI [n] + jyQ[n]
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P∑
j=1

bI
jk|xI [n− k]|j ,

ŷQ[n] =
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P∑
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bI
jk|xQ[n− k]|j ,
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⎛
⎝(2k+1

k

)
22k
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· · ·
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l2k+1=0

h2k+1[l1, . . . , l2k+1]
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x∗[n− lr]
2k+1∏
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x[n− ls]

⎞
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(∫∫
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Pi = 9 ? :����0	;�

��� ���������	 � �� ������	
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dIds

dVgs

�4"9
1:

�8�:L"L"H; IM 25,50 14,00 14,40
��G8:L"L"H; IM 30,62 9,52 13,04
��G8:L"L"H; IJ 31,41 18,94 16,28
α�G8:L"L"H; IJ 30,32 15,76 16,41
�8�:L"K"H; M6 27,17 12,62 14,75
��G8:L"H5"H; MM 32,44 10,44 12,96
��G8:L"H5"H; MJ 33,14 18,69 17,67
α�G8:L"H5"H; MJ 32,02 18,20 17,53
�8�:L"HH"H; JO 28,09 13,71 14,66
��G8:L"H4"H; JO 33,04 11,51 14,34
��G8:L"H4"H; JK 33,71 18,87 17,42
α�G8:L"H4"H; JK 32,66 17,44 18,19
>,?7:L"O"H; OO 28,84 10,09 13,79
��	
����� KO 32,92 −0,8674 16,53
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9	�����:

�8�:L"L"H; 43
��G8:L"L"H; 1,5
��G8:L"L"H; 2,4
α�G8:L"L"H; 2,2
�8�:L"K"H; 90
��G8:L"H5"H; 2,3
��G8:L"H5"H; 3,6
α�G8:L"H5"H; 3,1
�8�:L"HH"H; 110
��G8:L"H4"H; 2,8
��G8:L"H4"H; 4,3
α�G8:L"H4"H; 3,6
>,?7:L"O"H; 30
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	 ������	 �� �� ������
�����%	
� P�	�	'����KKQ � 
	 �������� � 
	 ������	 � 	������	 � ��� �	���
�� %�������� 		��		� �� � �� 		��		� PU�	KJ" R���
55Q� )�  ��" ����
	
 ����� �� ���	����	
 	����	� 	
 !
��	� �� ������ 	
�	�" ���� ��		�
	�
��	������ �������	� �� �	�	� �� !
���� ���#�� 	����  ��0�  �� �� �
��
:�� �" ��� �1� �
�" ��
��� ����	���
	��� � �������	
��; ��� �	�	���������	�
�������	
��  �' 	
�1		� �
 ������ 	
�	�" ���
��� �� 
� ��		� �� �	�	�
�������� 
	 ��	 �������		 �� 
	 	������� �������" �� ���	 ����� �� �����=

�� ���
��	� ��
���� �	�	 �������
	� 
	 ��������	 ������	 �������������� 	 
��
�� ��
�� � ��	 ��	�� ������ �� ���	  	���	" �� ������� ��	 ���	
 
���� �
��� ��	�� ��  ������	 	 
	 %�
���	 � �� ��
�� ���2�� ��	
2���� �9����	
�������
	����	 :������	 �� � 
	 �����	����" 	 �	���� � 
�� �� ��
��" � ��	
���	
 2�� �	�� �3	��	 ���� ��� ��0�� �� ��
��; �����	 ��	 ���	
 � �� �=
���	������ 
���� � ���" 
	 �������
	���� �	�		 �� ��
���� ����� �� �� ��� �
%���	1	� 2�� 
	 ���%������ �� ��	 ������ �������	��� ��	�� 
	 �� �
�1�	 �
� �
� ���	���� ' �
 �������� �������	
 ��� #	������ � � ����	���	�
�� � �� � ����	�� ��������� ����" ��	
2���� �������
	���� � �
�	��

��
���� � ���� � �	� ���� ��� 

�%		 	 �	��  ��	��� �
 !
��	� � 
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��������	 ������	
 :�� ���� �	�� 
�� �� ��
��; ��	�� �� !
���� 		��	��� ��
���	 #�� 	 ����
�	 �����

� ����	� �� �������� ���� � :��� �
 ����� � %���	
�  ��� ��	���� � 
	 ?),;� �� �� �	�	 �� ��0� ��2�� 	 � �� ����	������
��� ��	 �� ����	���� �	�		 �� ��
��� ����	���
	���" �� �����%	 ��	  �1��
�	�	���������	 �������	
 	 ����	 � ��  ���	� :'" �����
� ����" 	�� ��
� ��

	 �������	; ����� ���� �� ���	����	
�

$����� /����������� 
����

��� �
 !� � #	��
��	� �
�������� ��	���

�� � ���� �	����
�" �� %��
%��
	 �������	� 	2�� 	
���	� � 
	� �������	
�� ������	�� � 
	 �������
	����
��
��� 2�� '	 #����� �����		� ��  	'�� ���#���	 �� �
 �	����
� 4 ' ��
P$����KI	" $����KI�" $����KK" ?���JOQ� �� � �� ���� �	���" ��	 �	�� ��
���
� ���� m" βm (t)" �� ��	 #������ �� 9����	 ��� #�� 	 � �	 �	�	 2�� ����
��� ��������	  ��	��� 
	 ���%�
����� � m+ 1 ��
��� ����	���
	��� �9������
�
 ����

β0 (t) =

{
1, |t| < 1/2;
0, |t| ≥ 1/2.

8	 �������
	���� ��
��� � ��	 ���� ��		 ��������	 � 	���" s[n]" ��������
�� 
	 ���� ��	���� � �� ���1���� � ���!������� c[n] � #�� 	 2�� 
	 ���	

� ��� �� ��������

s(t) =
∑
n∈Z

c[n]βm

(
t

T
− n

)
:M�I;

�	�� �3	��	 ���� ��� 
�� 	���" �� ����"

s[n] = s(nT ), n ∈ Z. :M�6;

$�	 � 
	� %���	1	� � 
	 �3�	����� ?=��
��� :M�I; �� 2�� 
�� ���!�������
c[n] ����� ��� �������� � #�� 	 �����

	  ��	��� �9����	� � !
��	� ����	
�
��� �
 !� � 	�
	�	� ���	 ��	" �� ���%������� ��������� �
 ���
�� ������� ?=
��
��� bm[n]" 2�� �� �������  ������	�� 
	 �	�� ��
��� �� 
�� ����	���� �������"
����
�	��

bm[n] = βm (n) = βm (t)|t=n∈Z
,

��� 
� 2�� :M�6; ���� ������������ �� #�� 	 � ���%�
�����

s[n] =
∑
k∈Z

c[k]bm[n− k] = c[n] ∗ bm[n].

�� 	����� ��� ���	 �3�������" s[n] :
�� �� ��
�� �� ������	 	�
��	���� �
�� ����	������; �� ������� !
��	�� c[n] ��� bm[n]� ��� �	���" ' � #�� 	
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��%���	" �	�	 ������� c[n] 	 �	���� � s[n]" �� ��!������ ��� 	�
��	� �
 !
��� 2��
%���!2��

bm[n] ∗ dm[n] = δ[n],

�" � ���	 #�� 	"

dm[n] = (bm)−1 [n] z←→ Dm(z) =
1

Bm(z)
,

��� dm[n]" ������� �� � !
��� ������ ��
���" �� �� !
��� ��� ��
�� ���
�����	� ������	�� � �� ����	 2�� ��� ���� �� � �
� ���	����  ��	��� 
	
����3��� �� ����� � �� !
��� �������%� �	��	
" d+

m[n] " ' ���� �������%� 	����	�=
�	
" d−m[n]� �� � �� �3����� �� �
 ��������� 	�	��	�" ���	 ������	 ����
�	
�����	
 	 
	 0��	 � ������� !
���� 		��	�� ' 
����� � ���  ��	��� ��
�����
)
 ������� �� �
��� � �������
	���� ���� �3����	��� �� #�� 	 � ���%�=


�����"

s(t) =
∑
n∈Z

s[n]ηm

(
t

T
− n

)
,

�� 
	 ��	
 �� ��	 
	 ��������	 ������	 s[n] �� � ���!�������" ' ��� ηm(t)
���������	 �
 ��
��� �	���	
 � ��	�m" 2�� �� �������  ��	��� 
	 ���%�
�����
�
 !
��� ������ ' �
 ���
�� ?=��
���

ηm(t) =
∑
n∈Z

dm[n]βm(t− n).

��" �	�	 �� �
�!�	� 
	 ���	���� ���������" �� ���!�� �
 !
��� ���#�� 	��

���� � ��� �� �

ϕm,T (t) = ηm

(
t

T

)
, :M�L;

�������� 
	 ���	
 � �� ����	������ �	�		 �� �������
	���� ��
��� 	���	 
	
#�� 	

s(t) =
∑
n∈Z

s[n]ϕm,T (t− nT ).

8	 7����	 M�L  �����	 
	 ��������	 	
 � ��
�� ' 
	 ��������	 �� #��������	
� 
�� !
���� ���#�� 	���� ��
��� ϕm,T (t) � ��	� I" L" K '∞� ���#�� �m ��
����� ���	" ϕm,T (t) ����� 	 
	 #������ sinc (t/T )" �� ����" 	
 !
��� �	�� �	1�
��	
" 2�� �� ���������� ��� �
 !
��� ��	
 � +'2����� ���  �� �" �����%	��

�� ������ ��� ���� ��  �
���
�� � T � 
	 7����	 M�L	" �� �%����� 2�� 
	
�9����	 � �������
	���� ��
��� ��������	 ������ ���	
�� 
����� � ����
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 � ��
��" �; ��������	 �� #��������	�

$����� ,����� 
���� �52��� ���� ��	���������
 ��2�
 �
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)� ���� 	�	��	� �� ������ �� � #	������	�" ����� �
 ��	�� ���� ' �
 �����=
���" �
 !
��� ���#�� 	�� ��� ��� �������	� �� :M�L;" �  	���	 2�� �� ���	
������� �� ��2�� 	 � �� ����	������ 		��	�� )� 	�
	���" ' ��� �
 !� �
#	��
��	� 
	 �3��������" ��� ����������� �� 	 
	 �������
	����  ��	��� ��
����
�������" 	��2�� 
�� ����
�	�� �������� ����� ��� �3������ 	 ��
���� �
��	
2���� ���� � �	��
�� �������� �� 	
����	��%	� �	�	 ���� ����� :M�L; ����� �
 ��	�� ���� '

�
 ��������� 8	 ��� ��	 '  �� �� �
� �� �	�	 �� 
	 ���������	 �������		 �� 
	
7����	 M�M	" 2�� 	���%��0	 �
 0��0� � 2�� �
 ���
�� ?=��
��� ������ ��������
�� 
	 ���%�
����� � ��	��� ��
��� ����	���
	��� �" � #�� 	 �2��%	
����" �
�� ��
��� ���	���
	���� ��� 
� �	���" �� �����
� ��������� �� ����� 	 � �� �=
���	������ 
���� � ��� ���
��	�� �� � !
��� ��	�� ���� �� !
��� ���	���
	� �
��	���� [−T, T ] ' �� � !
��� �������� ���  �� � !
��� ���	���
	� �� ���	�
��� �
 !
��� ������ ?=��
��� ������" d3[n]� )��� ��2�� 	 � �� ����	������ ��
�� ���� � :��� �
 ����� � %���	 � ?),; ���� �
 �������� ' �
 ��	�� ����
�� ����� 		��	��� ��� � �	���" �� 0	 �� ����	�  ��	��� �� �
	������
2�� 
	 ���		���� �������� 	 
	 ���������	 ���� 	 		��		 �� ����	 ���� �
0,6 ?�
8	 �����	 	
����	��%	 �	�	 
	 ���� �������� �
 !
��� ���#�� 	�� ����	

		��	� ��	�� ���� ' ��������� )
 !
��� ������ ?=��
���" d3[n]" %���� 	� ���

d3[n] =
1− z1

1 + z1
z1

|n|, :M�M;

��� z1 = −2 +
√

3 �� �
 ��
� �
 !
��� |z1| < 1� )� �����

� �� ����	� 2��
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�
s[n] ���%�

�T�
�

s(t)
β1

(
t
T

) �
sT (t)

β1

(
t
T

) �
�

�
 �
� 

T

� d3[n] �
sR[n]

������� �
s[n]

hT (t) hR(t)

B�C

�
s[n]

d+
3 [n] � ���%�

�T�
� β1

(
t
T

) �
sT (t)

β1

(
t
T

) �
�

�
 �
� 

T

� d−3 [n] �
sR[n]

������� �
s[n]

hT (t) hR(t)

B�C

.	���� )�)� ����� 	 � �� ����	������ �	�	� �� ��
����� 	; ��2�� 	 �� 		�=
�	�" �; ��2�� 	 		��	��

���� !
��� �� ���� #	������	� �� �� !
����� ��� �	��	


d+
3 [n] = (1− z1)z1

ku[n],

' ���� 	����	��	

d−3 [n] = (1− z1)z1

−ku[−n].

������ 2�� d+
3 [n] = d−3 [−n]" �������� D+

3 (ω) = D−
3 (ω)∗ '" ��� �	���" 	 ���

!
���� ����
�	� ���	� 		��	��� ��� ���� 
	�" ' �������� �
 �	���	 ����� �

	 	������� 	
����	��%	" �
 ?=��
��� ������ ���� ���������� �� � 
	 ���%�
�����
� �� ��
��� ���	���
	���� )� ���� ��" �� �����
� ���� ����� �
 !
��� ���=
#�� 	�� ��
��� ������ �� �� �	� � !
���� 		��	�� �������� �
 ��2�� 	
�������	� �� 
	 7����	 M�M�� 8�� !
���� 2�� �����%�����" hT (t) ' hR(t)" �����
��� ��	��� !
���� �-,�� :1����� ���� ��%
� 1��
��;

hT (t) =
∑
n∈Z

d+
3 [n]β1

(
t

T
− n

)
,

hR(t) = hT (−t) =
∑
n∈Z

d−3 [n]β1

(
− t

T
+ n

)
.

������� �� �����	 2�� 
	 ��������	 �� #��������	 �
 !
��� ��	�� ����
�-,�� ��

HT (Ω) = TF {hT (t)} = (1− z1)
sinc2(ΩT/2π)
1− z1e−jΩT

,

' ��������� 2�� 
	 ��������	 � �� ��
��" s[n]" �� �
	��	 ��� %	��	��	 σ2
S "

�������� 
	 ����	 �������	
 � �������	 � 
	 ���	
 ��	�� ���	" sT (t)" %����
		 ��� 
	 �3�������

ST (f) =
σ2

S

T
|HT (f)|2 =

3σ2
S

T

(
sinc4(fT )

2 + cos(2πfT )

)
.
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.	���� )�+� �����	 �������	
 � �������	 � 
�� ��2�� 	� �  ��
	����
�	�	�� �� ��
���� #����� 	
 ����� 	 +,S�

)� 
	 7����	 M�J ��  �����	 
	 �)� � sT (t) �	�	 m = 3 :��
��� ������; '
m = 5" 1���� ��� 
	 ���#�� 	���� ���	���
	� �������������� 	 
	 	
����	��%	
�� 		��		 ' �
 �������� � 
	 ���#�� 	���� +,S� �� �����%	 2�� 
�� 
���
��

	���	
�� � 
	 ���#�� 	���� ��� ��
��� ������ 		��		 �� ��������	� 	���3�=
 		 ���� J ? ��� ��	1� � 
�� ��������������� 	 
	 +,S"  �����	� 2��"
�	�	 ��	 ���#�� 	���� ��
��� � 2����� ����" 
�� 
���
�� 
	���	
�� �� ������
	��  ��" ��������� 20 ? ��� ��	1� � 
	 +,S� ��� ���� 
	�" �
 ��������
� 
	 ���#�� 	���� ��
��� ��	� �� � (fT )4"  �����	� 2�� �
 +,S ��	� �
 	���	 ����������	
 	 (fT )2�
)� ���%������� �����	� 2��" �	�	 	 �	� 	
����	��%	� :���#�� 	���� ��
���

		��		 ' �� 		��		;" 
	 �� ���	���� � !
��� ��	�� ���� ' �������� ��
�
 ��
��� �	���	
 :M�L;" ��'	 ��������	 �� #��������	 :�������		 �� 
	 7����	
M�L�; ��

H3(f) =
3 sinc4(fT )

2 + cos(2πfT )
= |HT (f)|2 .

7��	
 ����" �� � ��  �����	 �� 
	 7����	 M�O	" �
 �	��	 	 � �1� � 
	
���#�� 	����  ��	��� ��
��� ������ ��  �' �� �
	� 	
 �������������� 	 
	
�	�� ��	�		 � ������ 	
�	� ��� #	���� � ������ � 0,5� 8	 7����	 M�O�
 �����	 �
 �	��	 	 � �1� ��	� �
 !
��� �������� �	�	 ��	 ���#�� 	���� �	�		
�� ��
���� � ���� L�
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�	��

$����� �
����
 �����!�
 � �� �	��	�������

)� ���� 	�	��	� �� �������" ���%� ����" 	
����� 	������� ��
	��%�� 	 
	 � =
�
� ���	���� � ����� 	� � �� ����	������  ��	��� ��
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��� ��	�� ����;" p(t)" ��� ��	 #�� 	

	�����	��	 ' ��	���� !���	

p(t) = 0, ∀|t| ≥ N + 1
2

T, :M�J;

��� T �� �
 ������ � �� ��
�@ 
	 ���	
 ��	�� ���	 ����� 
	 �3�������

sT (t) =
∑
n∈Z

s[n]p(t− nT ).

)
 ��1���%� �� �������	� �� �������� 		��	� �	�	 ��0	 ���	
 sT (t)" 
����
� �����#������	 ����� �� ��
��� )%����� ����" �� � �� �� ���� ��� 	��������=
	" 
	 ��
����� 		��		 ���� 	
�	��	��� ��� �
 !
��� �������� p(−t)" 	��2��
���� ���%��	�� �� �����	
 ����

$�$��� #������� ��2� � /#/

��� �� �
���	 �� ����������� ��	���

��" �� �!�� �
 !
��� ϕp(t) �� � 
	
���%�
����� � 
�� ��
��� ��	�� ���� ' ��������

ϕp(t) = p(t) ∗ p(−t). :M�O;

V��� �� �� !
��� � #	�� ����" 2�� ���%��	��" �� �����	
" �����#������	 �����
�� ��
�� 	 
	 ����		 �
 ������� ��� � �	���" ' �� � �� �3����� 	 �����=
��	����"  ��	��� �
 ���!
��	� � 
	 ���	
 � 	��� �� �����
� �%��	� 
	 ����

��" �	
 �� �  �����	 
	 7����	 M�H6" �������� �� �
 ���!
��� ����	
 d[n]
' ��� ��	 �� sd[n] 	 
	 ���	
 ���!
��		" ��������" 
	 ���	
 ������	" sR(t)"
���� �3����	��� �� �

sR(t) =
∑
k∈Z

sd[n]ϕp(t− kT ), :M�K;

�
s[n] ���!
���

d[n]
�

sd[n] ���%�
�T�

�
sd(t) 7�
���

��	�� ����
p(t)

�
sT (t) 7�
���

,�������
p(−t)

sR(t)
�

�
�
 �

� 

T

�
sR[n]

������� �
ŝ[n]

��	�� ���� ,�������

h(t)

ϕp(t)

.	���� )�#'� )�2�� 	 � �� ����	������ 
���� � ����
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�" � #�� 	 �2��%	
����" �� �

sR(t) =
∑
n∈Z

(∑
k∈Z

s[k]d[n− k]

)
ϕp(t− nT ) =

=
∑
n∈Z

s[n]

(∑
k∈Z

d[k]ϕp(t− kT − nT )

)
=
∑
n∈Z

s[n]h(t− nT ),

��� 
	 ��������	 �2��%	
���� ���	
 �
 ����� 	 � �� ����	������" h(t)" ��=
�� ���������	 ��� 
	 ���%�
����� �
 ���!
���" �
 !
��� ��	�� ���� ' �
 !
���
��������

h(t) =
∑
n∈Z

d[n]ϕp(t− nT ).

8	 �������� � 	������	 � ��� �� �
 �������� �� ���� �������� �� �

sR(nT ) = s[n], :M�H5;

�� ����" 
	 ���	
 ������	" sR(t)" �� 	 �3	��	 ���� 
�� %	
���� � 
	 ���	
 �
	���" s[n]" �� 
�� ����	���� �  �������" 
� ��	
 �� �2��%	
���� 	 
	 ��������
� �������
	����� �� �� �	��� � :M�K; ' �� �������� �
 !
��� ��������	� ϕp[n]"
�
 ��	
 �� �������  ������	�� ϕp(t)

ϕp[n] = ϕp(nT ) = ϕp(t)|t=nT ,

�������� 
	 �������� � �������
	���� :M�H5; ���� �3����	��� �� #�� 	 �
���%�
����� ������	

s[n] =
∑
k∈Z

sd[k]ϕp[n− k] = sd[n] ∗ ϕp[n].

������� �� �����	 2�� sd[n] = s[n] ∗ d[n]" ����
�	 �%����� 2��" ��� �
 !�
� �%��	� 
	 ���" �
 ���!
��� ��� ��� �
 !
��� ��%���� � 
	 %������ ������	 �
ϕp(t)" �� ����"

d[n] = ϕ−1
p [n] z←→ D(z) =

1
Φp(z)

.

)��	  ����
���	 #�� ��������	 �� P$����KI	Q �	�	 	�
��	� �9����	� � !
=
��	� ����	
 	 
	 �������
	����  ��	��� ��
����� )� ���	 ��	����" �� ������� ��
�	 ���" �� �����	 #�� 	 ��%����" ��� �
 !� � 	�
��	� �9����	� �������
	����	�
�� �� ���	" 
	� �� ����	������" 2�� ��	�����	
 ���� 0	 ��� ����� �
	� �
#�� 	 �3�
���%	 ��� �
 ����� � %���	 �
 ������	� � ���	
� �� � ����
�	�"
�
 ���!
��� ����	
" d[n]" �
 ��	
 ������
��	 ��	 ��	�� ����� 
���� � ���" ����
��� ������� � ��	 #�� 	 �� �
	� 	 
	 ������	 �� P$����KI�Q� ��� � �	���"
�
 ����� 	 � �� ����	������ 	�� ������� �� ���	�� 		��	�" ��� 
� 2�� ��



HO4 �	����
� M� �9����	� �������
	����	� �� �� ����	������

���� ����� �� ?), �� ���� ���� �� )� �
 ��������� 	�	��	� �� �����	 ��	
������	 �	�	���������	 �
 ���!
��� 2�� ������
��	 
	 ��������� � ��	 ��
�=
���� 2�� �� �
	 �� �
����	 ���� ��� 
�� �� ��1���%�� ����	��� 		��	����
' 	������	 � ����

$�$��� #������� ��������

�	�	 
	 �
	�� � !
��� ��	�� ���� ' �������� 	�� ��� :M�J;" �� �� ��
�
�������� �����!��� ��� + �� ��
�� 	��������� ' + �����������@ �� ����" �
 !
���
������� ϕp[n] ����� 2N +1 ���!������� �� ��
��� ��� �	���" �
 ���!
��� ����	
"
d[n]" ���� �� !
��� ��� ��
�� � ���� 2N ' ��� ��	 ��������	 	
 � ��
��
��!���	 ' �� 9����	" ���9���� �3����	� �� ��	��#�� 		 z � 
	 ���������
 	���	�

D(z) =
1

Φp(z)
=

1

ϕp[0] +
∑N

n=1 ϕp[n] (zn + z−n)
. :M�HH;

�
 ���	
 2�� �� P$����KI�Q" ���	 �3������� ���� ��� #	������		 �� �

D(z) = c0

N∏
i=1

−zi

(1− ziz−1)(1− ziz)
= c0

N∏
i=1

Qzi(z), :M�H4;

��� c0 = 1/ϕp[N ] ' (zi, z
−1
i ) ��� 
	� N �	��1	� � �	���� �
 ��
��� �� �


��� ��	�� � :M�HH;" �� ����"{
(zi, z

−1
i ) / Qzi(zi) =∞, |zi| < 1

}
.

)� �����	��� �� ���	� 2��" ��� �� �
���	" �� ���� ��	���

� �� ������
2�� 
�� ��
��" zi" ��� �� �
��� +� ����	���" 
	 �3������� �	�	 ��
�� ���  �
=
���
���	 �������� 	 ��� �� �� ��	�	� �		 
	 ���������	 �
 ���!
��� ����	

:M�H4;" �� �����
� �� ���� �������� �� �� �9� ��� �	��	
" D+(z)" ' �� �9� ���
	����	��	
" D−(z)" �����

D(z) = c0

(
N∏

i=1

−zi

)
D+(z)D−(z), :M�HI	;

�����

d+[n] = zn
1 u[−n] ∗ · · · ∗ zn

Nu[−n] z←→ D+(z) =
1

1− ziz−1
, :M�HI�;

d−[n] = z−n
1 u[n] ∗ · · · ∗ z−n

N u[n] z←→ D−(z) =
1

1− ziz−1
= D+(1/z).

:M�HI�;



M�M ������ � ����� 	� � �� ����	���� 		��	�� ' ��� ��� HOI

�
s[n]

d+[n] � ���%�
�T�

� p(t) �
sT (t)

p(−t) �
�

�
 �
� 

T

� d−[n] �
sR[n]

������� �
ŝ[n]

��	�� ���� ,�������

hT (t) hR(t)

.	���� )�#*� )�2�� 	 � �� ����	������ 		��	� ' 
���� � ����

�� !
���� � ���!������� ��	
����

)� ���� ��" 
	 �	�	���������	 � #	�� ���� �
 !
��� ϕp[n] ������
��	 ��	 ��=
�� �������� �
 ���!
��� ����	
 �� �� !
���� 2��" �� � �� �����%	 �� :M�HI�;"
����� 		��	��" �� ����

d+[n] = d−[−n].

)
 ��2�� 	 � �� ����	������ �������	� �� 
	 	������� ������� ' ���������	�
�� 7����	 M�H6 1���� ��� 
	 ��	�	 � !
��	� 		 ��� :M�HH; ���� 
���� � �����=
#������	 ����� �� ��
��" ���� �� ��� ��� �� �������� 		��	�� ��� � �	���"
���� 	 
	 �� ����	 �
 ���!
���" 9��� ���� ��� ���� ������ �� �� �9� �=
��� 		��	��" ��� �	��	
 ' �
 ���� 	����	��	
 ����� :M�HI;" � #�� 	 2�� ��
�����
� � �
� ���	� ��� �� �
 ��	�� ���� ' �
 ���� �� �
 ��������� )
 ��2�� 	
����
�	��� �� ���������	 �� 
	 7����	 M�HL" ��� �� ��%�	 �
 �9� ��� �����	���
c0

∏N
i=1−zi�
��� 
� �	���" 
�� !
���� ��	�� ������ ' ���������� �!���� ���

hT (t) =
∑
n∈Z

d+[n]p(t− nT ),

hR(t) =
∑
n∈Z

d−[n]p(−t− nT ),

����� 		��	�� ' ������
��	� ��	 ��	�� ����� 
���� � ��� �	�	 ��	
2���� ��
��
���#�� 	��" p(t)" �������	��

$�$��� �
����
 �����!�
 � �� �	��	�������

�
 ���	
 2�� ������	 	
 � �
�	� ��
���� �� � ��
��� ���#�� 	����" ���
�� ����� � %���	 ��������" 
	 �������	
 �!��
�	 � 
	  ����
���	 ��������	
����� �� 
	 � �
� ���	���� � 
�� !
���� ��, d+[n] ' d−[n]� )
 �	��	
" d+[n]"
����	 ��� ��	
��	�  ��	��� ��	 ����	  �
���
��	����=	�� �
	���� ��� �		
�� ��
� � ����		� +� ����	���" �
 !
��� 	����	��	
" d−[n]" ��� ��� � ���%�

�2�
� !�� d[n] �� � %���� ����� � ��� ��� ����� �� ������� � ��� ������� ��� ����6��

� ������6�� ��6���
��� ��� �� !�� ���� d+[n] ���� d−[n] ���# �������
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	����	� �� �� ����	������

�����	� �	�	  	������ 
	 �	��	
�	" ' �
 �� ��� � ���!������� 	 ���
��	�
�������" �%����� ����" �
 ��
�� p(t) �������	� �� �		 �	��� )��� 0��0�
 ���%	 2��" �� �� ���	 ������%	� 
	 		��	����" �
 ���!
��� ��	�� ���� �	 ��9�
����� ��� � �
� ���	� �� #�� 	 � 7�, �����	� ��� �
  �� � �� ��� �
���!��������
���%���� ���	
	� 	� �� 2��" ��	�� �� 	���3� � �
 !
��� 	����	��	
  �=

�	��� �� 7�," �� �� �����	��� ��	
��	�  �
���
��	������ �� �
 ��	�� ���� �� 
��
	��� � ����		 ��� ���	���� :s[n] = ±1;" ���� ����	 ���� ���� ������� 

�=
%	� 	 �	�� ����	������ � �� 	 � ����	" ����� ���	�� 	�� 
	 �� �
���	 �

��	�� ����� )� ��	
2���� �	��" �
 !
��� ������� 7�, �
 ��	�� ���� ���� ���
#���
 ���� ��	
��	� �� #�� 	 � �	�
	 � ���2��	" �	�	� �� ��	  � ���	
� ���� ,*� 2�� �������� 
�� %	
���� � 
	 ���	
 � �	
�	 ' 2�� �� ���3	 ���

�� 	��� � ����		�

#�&� �������
��	�
 -�8 �
 �	����� ��
 ��%��+
��������

$�(��� /�����������

)� 
�� 	�	��	�� 	��������� � ���� �	����
� �� 0	 ������� ��	  ����
�=
��	 �����	
" �	�		 �� 
	 �����	 � �������
	���� #������	
" �	�	 �
 ����� �
����� 	� � �� ����	������ ��� ��� ' 2�� ��� ��	�" �� �
����	 ����" ��	 � =
�
� ���	���� 		��		� $�	 
� ��	���� � 
	  ����
���	 ��������	 :	��2��
���� � ����	��� ��� �
 ����� � %���	 ��������; �� �
 0��0� � 2�� �
 ���!
���
����	
 �	�	 ��	 ���� ��		 #�� 	 � ��	 !���	 ����
�	 ��� ��," 
� 2�� ��
��	
	 �����	� 
�� !
���� 		��	�� �������� 	 �	���� � ��0� ���!
����
)� ���� 	�	��	� �� � ����	�� 2�� ���	 
� ��	���� ���� �%��	��� ��	��

�� ��	�	1	 ��� �� ������ #	���� � ����� ������� �� �
 ��������� )� ��������" ��
�������	�� �� ������ ����� � ����� � ����� 	� � �� ����	������ ����	
��
��� 
�� ��������	���� '	 �������	�� �� 	��������� ����������

����� 	 �	�	� �� ��
�� � !
��� ���#�� 	�� 	�����	���" p(t)" �
 ����
:M�J;�

,�������� 
���� � ����

,������� 		��	��

������	
 ����" �� �������	�� 
	 ��������� 
� ��	�����

7�
���� 7�, �� ��	�� ����� ' ����������

8	  ����
���	 ��	���

		 �� ���	 ����� �	�	 �� �
�� �� �
����	 ����

	� ���������� 	��������� �� �	�	 �� 
	 �����	 � 
	� �	��1	� � !
���� ������=
���	
�� :/
���.�&���� @�������;" �� 	�
	��� ?�" �������� ���� ��	���

		



M�J � �
� ���	���� 7�, �� ����� 	� ��� ����� ������� HOL

��� �� �� <	�'	�	�0	� ' ?� <���
1 P<	�'	�	�0	�5H�" <���
154�" <���
154	Q�
$� !
��� ����	
 F (z) �� ��� 2�� �� �	��1	 ���������	
 � ���� !
��� ���=
�	
 H(z) ��� �������� 	 �� #	���� � ����� ������� M �� �� ����3��� �� �����
G(z) = H(z)F (z) �	���#	�� 
	 ������	 +'2����:M;" �� ����" �� g[n] ����� ���=
��� ��� ���� �		M  �����	� �3����� �� �
 ������ � ��� ���" ��� g[0] = 1��

)� P<	�'	�	�0	�5H�Q �� �������	� 
	� ���������� �����	��	� ' ��!������� 2��
��� �� �
�� �� !
��� H(z) �	�	 2�� �3���	 �� !
��� 7�, F (z) ?� �
 	���=
����� �� #�� 	 �����	
" �� ���� ���� 2�� 
	 �3�������	 � �� ?� � ���� 7�,
��2����� 2�� 
	� �� �������� ��
�#	�� �
 !
��� �����	
 H(z) �� ����	� ������
���� �� ��� )� �
 ����
� 	 � ����� � !
���� ���#�� 	���� ' ����������
2�� ��� ����	" �� �����	��� � ����� ���	 ����� � ������������� 2�� 	�������
2�� 
	 ��������	 �
��	
" g[n]" ��	 ��	 #������ � 	��������
	����" �  	���	
2�� ���	 ��� ���� �����	 �� �� �	� � !
���� 		��	��� ?����	 ����" ��
������� ������� ��	 �	��1	 � !
���� 7�, � #�� 	 2�� �� ��������	 ���1���	
��	 �� !
��� 7�, � #	�� 
���	
 ' ���� �"� '" 	� ��" ��� �������� �� ��!��=
� ������%�� � ����� !
���� 
�� ��� ��	�� �� �	��1	 ���������	
 �� ��!��	
������%	 :���=?�� @��
�
	� 1��
�� �
�� /
���.�&���� @�������;
)� ���� 	�	��	� �� ���������" �� ��� �� 
��	�" 
	� ���������� �	�	 
	 �3��=

�����	 � �	��1	� ���������	
�� ���� ��������� ����" �� #�� �
	�� �
 ����� �
��0	� �	��1	� � !
���� ���������	
�� ��� �� � �� ����
� 	 � �����	 	=
���� �� ��!��	 ���%�3	 :���� 1��
�� �
�� @��&����
�&; �	�	" !�	
 ����"
	�
��	� ���	� ��	� 	 
	 ���#�� 	���� � ��
��� �� �� ����	������ ����	
���

$�(��� ������	���� �� ���2�	�

8	 7����	 M�HM  �����	 �� ��2�� 	 ������ � �� ����� 	 � �� ����	������
����	
�� �� ��� �� ������� ����	�� 	 ��	 #��������	 �  ������� � T/M "
����� T �
 ������ � �� ��
�� )� ����  ��
� �� �
�!�	� �� �������	�� ��
�
 �	�	
" ��� 
� 2�� G(z) = H(z)F (z) ���������	 
	 ��������	 �� ���		 � 
��
!
���� ��	�� ���� ' �������� ����� ������	�� ��� �� #	���� M �

�
s[n]

↑M � H(z)

��	�� ����

���
��

�

e[n]

� F (z) � ↓M �
ŝ[n]

,�������

.	���� )�#)� ���
� � �� ����� 	 � �� ����	������ ����	
�� �	�� �	1�
��	�	1	�� ��� �� #	���� � ����� ������� M �

�K��� �� �� ��
���� 
� ���� �$� 
� � ������� �� %����� ���������� H(z)� " ���������
F (z)� �����6�
� �� � ������ 
� ������������� M �

�h[n] = h[M − n] �� M + 1 ��� " h[n] �= 0 ���� 0 ≤ n ≤ M �
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$�	 �����
� #�� �
	���� �
 ����
� 	 �������� �� �� 	� �� � ����� � �	�=
��	 �� !
��� ��	�� ���� 7�," H(z)" ���%�	 ���� ����	�� ���0� !
��� ����
���������" ��� �1� �
�" �� �� !
��� �	�� ��	�		 � ������ 	
�	� �����	� 2��
���%��	" ��� 
� �	���" �����	 ��� �����	
� *��� �����
� �	��	�� �� � !
���
�����	
 ����	 ��� �
 ���
�� ������� ��
��� � α=��
��� ����� ������	� ��� ��
#	���� M � )
 ��1���%� �� �������	�" �� �3����" ���� !
��� 7�," F (z)" �	
 2�� 
	
��������	 ���1���	 G(z) = H(z)F (z) ��	 ��	 #������ 	��������
	���� ' �	���=
#	�	 
	 ������	 � +'2����:M;� �� ���	  	���	" ���� �����
� ���� �����
��0	 #������ 	��������
	���� �� �� �	� � !
���� 		��	��" ������9���� ��	
� �
� ���	���� 		��		" 
���� � ��� ' �� �����	 ����	 ���� ��� !
���� 7�,�
�� � '	 �� 0	 �� ���	�" �� �����	� ����	������ �� �	��� � �� !
��� 7�,

H(z) ' �� ����	 ���� !
��� F (z) � �	
 #�� 	 2�� 
	 ��������	 ���1���	 �	���#	�	
�����	� �������������� 8	 ��� ��	 � �

	� �� 2�� H(z)F (z) ��� ��� �� !
���
+'2����:M;"

[H(z)F (z)]↓M = 1, :M�H6;

�� ����" �
 ��� 	� � ���� M � H(z)F (z) ������ �� � ����
�	� 
	
#������ � ��
�� δ[n]� ��	
2���� !
��� ���#�� 	�� 2�� �� �
	 ���� ��2������
������
��	�� ��	 ��������� 
���� � ����
��� !
���� 2�� �� �
	� :M�H6; �� ��� ��	� �	��1	� ���������	
�� :?�; ���

�������� 	M ' ��� ��	�	�� � #�� 	 �3����	 �� P<	�'	�	�0	�5H�" <���
154�Q�
)� ��������" �� P<	�'	�	�0	�5H�Q �� �������	� 
	� ���������� �����	��	� ' ��=
!������� 2�� ��� �� �
�� �� !
���H(z) �	�	 2�� �3���	 ��	 �	��1	 ���������	
�
�� ��" �� ��0�� ��	�	1�� �� �������� 	�
��	������ �� ���	
	���� ' �� �����=
��
	���� �  ��� �� ��	�	��� � �������	����" �� ���� �� ������� ����
�	��
�����	���� �	�	 �
 ��	���

� �
 �������� ��	�	1�� �� M = 1 :�� ����" ��	��
�
 �������� �� 	 ��	 ��
	  �����	 ��� �� ��
�; ' �
 !
��� H(z) �� ����� �����
�� �
 �����
� ���	" 
	 ����	 �	��1	 ���������	
 �3������� �� �
 !
��� ��%����
F (z) = 1/H(z)" 2�� �� �� !
��� ���	�
� ��,� V��� �� �
 ����
�	� 2�� '	 �� 0	=
��	 ������� ��� 	��������	 �	�	 �
 ���!
��� ����	
 ��� ����� �������� $�	
����
����� � ����	��� �� 2�� ��	 � �
� ���	���� �	�		 ����	 ���� �� !
����
7�, ��
� �� �����
� �� �
 �������� ����� ������	 
	 ���	
 :M > 1;� V��� �� ��
����
�	� ���� ������� �� �
 � ���� � 
	 ���	
	���� P�����0
��KMQ�
�� �� ������ 2��M > 1" �
 ��������� ����� 	 �� P<	�'	�	�0	�5H�Q ���	�
���

�	1� 2�� ���������� �3���� ��	 �	��1	 ���������	
 � ���� 7�,�

������ )�# 916 .�": 1����
���� ��  ���� ��� H(z)� �������� �"
��� ���
������ %
����&���� �� �
�� ��� �
 � �)�� �
 H(z) �� ����� (������� ��� �
�� (1−
z−Mejω1)� ��� ����������� �� �������� �� M ����� ��
(��������� �����
����
�� �� �'����� ��
����

)� 
	 �������	" 	�H(z) �� �����
� �������	� �� ?� ����
%���� �� ����� 	
� ���	������ 
���	
�� � ������� 
	 ������	 +'2����:M;� )��	 ��	" 2�� ����
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������	 ��������� ���� ���  �� ��	

�" �� �� �
	� 	 
	 ��������	 �� P<�����
�OMQ
�	�	 �������	� �� �	��� � !
���� � �������������� ���#���	�
,��� ����" 
�� ����
�	�� ���%��� ��� ��� ���� ������� ��	 �	��1	 ������=

���	
 � ���� 7�, :��� ��� 2�� �������� �� ������ ����� �������;" � #�� 	
2�� 
	 #������ � ��	��#������	 �
��	
 ���9 
���� � ���� ��� � �	���" �	�	 
	
���#�� 	���� � ��
��� �� �� ����	������ ����	
�� �� ������� ���� ����� 
	
��������	 �
��	
 �� �� �	� � !
���� 		��	��" ���� �

� ������
��	 
	 ��������
���� 	" ��� ��� 2�� �
 ���� 	���%� ��	 �
	���� )��� �������� ��	 �����������
	�����	
 ����������� �� 2�� 
	 ��������	 �
��	
 G(z) = H(z)F (z) ��� �����
�� �������� ������%�" �� ����"

G(ω) ≥ 0, |ω| ≤ π. :M�HL;

?	1� ���	 ��������" �� ����� ������� �� �	� � !
���� 		��	��  ��	���
#	������	���� �������	
 G(z) = R(z)R(1/z).� 8�� #	������ � #	��  �3� 	 ' #	��
 ��� 	 ����� ��� 	����	�� 	�����	��	 ���� 	
 !
��� ��	�� ���� � 	
 !
���
���������
� ��	 �	��1	 ���������	
 ���� 7�, 2�� �� �
� :M�HL; 
	 ��� ��	�� ��

�� ���	 ����� �	��1	 ���������	
 �� ��!��	 ������%	 ���� :?�=���;� �� �
�� � ����	��  �� �	��" �
 ����� � ?�=��� ���� ��� #�� �
	� �� � ��
����
� 	 � �����	 	���� �� ��!��	 ���%�3	 :���; 2�� ���� ��� �����
=
�� �!������ ���� ���
��	��  9���� � ����� �������� PA�KJQ" �������
�� ��

������	� � �	�
	� �� � ������ P���� KOQ�
8	 ��	 � #�� �
	� �
 ����� � !
���� ���#�� 	���� �� � �� ����
� 	

��� �� �� ���%	" ���� 0	 ��� �3����	 ���� ���
��		 ��� �� +� �	%���� '
����� 	������ P�	%����55" �	%����5H" �	%����54" G�KMQ� )� ��0�� ��	�	=
1��" �����	� ������������� :�	
�� �� � 
	 ������	 +'2����:M;"  ���	�	� ��=
�����	
�� � #�������� � ����� � �����	� �	�	 ����� ���	� 
	 �� ���	 #�����
	
 �
����; ��� ��	��#�� 		� �� ������������� 
���	
�� ' �� ������������� � ���=
��	
	�� 
���	
��  	�����	
�� :8��� ,
���� ?���
" �������
��; 2�� ����� ���
�����
�	�  ��	��� ���� )
 ����
� 	 �� P�	%����55" �	%����5HQ �	 ��9� ��
�	�	 �����	� �� �9� ���� � 
	 #������ 	��������
	���� 2�� ����
�	 � 
	 ���=
%�
����� � �� !
���� 		��	��� 8	 �������	
 �#������	 ����� ����� ��	�	1��
' �
 2�� ��� ����	 �� 2�� �
 ������ ����� � ����� �� �����	 ��� �� !
���
H(z) � �	���	"  �����	� 2�� �	%���� ' ��	������ 	��	��	� .��� ����/�
)�����!�	�� ��� 	�
	��	� H(z) �� ������ � �����	� %���	1	� �� �" ���
�1� �
�" �
 0��0� � 2�� �� �����
� 	�
��	� 
	 �����	 � �	��1	� ���������	
�� '
�3�
��	� ������� ����
�	�� ���
�� ��
	��%�� 	 
	 �3�������	 � ��	 � �
� ���	=
���� 7�, ' 
���� � ���� )�  ��" ������ 2�� 
	 ��
����� !�	
 �� #���		 	 �� ���
G(z) = H(z)F (z)" �
 ����
�	� 0���	�� �
 !
��� �����	
 � �����" H(z)" ����=
�	� �	�	���������	� :��
	��%	� 	
 	��0� � �	�	" ��� �1� �
�;� )� ����" ��� 
	

�$��� �� ����
��� �!�	 %����� �� ���%������ �������
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 ����
���	 ��������	 �� ������	 ��	� �����	� �	�	���������	� �
 ����� ���=
��	
 :��� �1� �
� #	�� 
���	
 � 
�� !
���� ��	�� ������ ' ����������; ��� ���	�
���%	� :��� �1� �
� ��� ��
	;  	��������" 	
  �� � ��� ��" 	
���	� � 
	�
�	�	���������	� �
 ����� ������	
 :�� � �
 	��0� � �	�	" � �
� ���	����
7�," ����;�
)� ���� ��" �
 ����
� 	 �
	���	� �� ���	 ����� ���� #�� �
	��� � 
	

���������  	���	� 	� �� !
��� 7�, 	�����	���" H(z)" ' �� #	���� � ��=
��� �������" M " �������	� �� !
��� 7�," F (z) �	
 2�� 
	 ��������	 �
��	

G(z) = H(z)F (z) �� �
	 
	� ����������

G(z)↓M = 1,

'

G(z) = R(z)R(1/z).

���� �
 ����� � %���	 � 
	 ���#�� 	���� � ��
���" 
	 ��� ��	 ����=
���� � �
��	 �������	� ��	 � �
� ���	���� 7�, ' 
���� � ���"  �����	� 2��

	 �����	 ������
��	 ��	 ���� �������� 		��		 � 
�� !
���� ��	�� ����
' ��������� ?����	 ���� 
	 ��	 �������� �� 2�� 
	 ��������	 �
��	
 g[n] ���
����� #�� 	 � #������ � 	��������
	����" �� ����" !
��� 7�, � ���� � ���
�������� �� ��!��� ������%�� )� �
 ��������� 	�	��	�" �� �������� �� � ��=
����� �� �	��1	 � !
���� ���������	
�� �	
�� 2�� g[n] ��	 �� !
��� 7�, ���� ��
��������� ����" �� ���������� 
	 ����������� ��� �� �
 ������ ����� � ������

$�(��� ���6�
 2�����"����
 � ��
 �����

)� ���� 	�	��	� �� �������	 �
 ��������� ����
� 	� 	� �� !
��� 7�,
	�����	��� H(z) ' �� #	���� � ����� ������� M " �������	� ��	 �	��1	 ������=
���	
 7�," F (z)" �	
 2�� 
	 ��������	 �
��	
 ��	 �� !
��� � #	�� 
���	
 � ����
���

��������� 2�� H(z) ' F (z) ��� !
���� 7�, � 
������ P ' L" ��������=
%	 ����" �������� G(z) �� �� !
��� 7�, � 
������ P + L − 1� $�	 ��� ��	
�������� 	 �������	� �� 2�� �	�	 ��������� �� !
��� � ���� � ' #	�� 
���	
"
P + L− 1 ��� ��� �� �� ��� � �	�" 
� 2�� � �
��	 2�� P ' L ������ 2�� ���
	 ��� �� ���� �	��� � ���� 	 ��� � �	����
�	�	 ����
%�� �
 ����
� 	 �� �������� � #�� 	 �� �
	� 	 P<�����
�OMQ ���

�
 !� � ������� �� �	��� � !
���� � �������������� ���#���	 � ���� 7�,�
)� ��������" 
	 ���%�
����� � H(z) ' F (z) �����	 �� ���1���� � P + L− 1
���	������ 
���	
�� � 
	 #�� 	

��� �������� 
������� !�� �� ����
� 
������� � ,;��
"���(�G��/ � ���
��� ����6��
������������ 
� ���� ������
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⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

h[0] 0 · · · 0 0
h[1] h[0] · · · 0 0
h[2] h[1] · · · 0 0
���

���
� � �

���
���

0 0 · · · h[1] h[0]
���

���
���

���
0 0 · · · 0 h[P − 1]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎣

f [0]
f [1]
���

f [L− 1]

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

g[0]
g[1]
���

g[L + P − 2]

⎤
⎥⎥⎥⎦ . :M�HM;

�	�	 ������� ��	 ��
����� %�
�	" 
�� ���!������� �
 !
��� g[n] ���� �� �
��

H� �������� +'2����:M;� g[n] ��� ������ ������ ��� ���� ��������� ���	=
�	�� ��� M  �����	� �3������ g[(L + P − 2)/2] = 1�

4� �������� � �� ����	� g[n] = g[L+P−2−n] �	�	 n = 0, 1, . . . , L+P−2�

8	 �������� +'2����:M; #����	 2
⌊

L+P−2
2M

⌋
+1 ���	������ �� :M�HM;" ���

�·� ����	 
	 �	��� �����	 �
 	��� ����@  �����	� 2�� 
	 �������� � �� ����	
#����	 P−1 ���	������� ��� 
� �	���" ������ �� � �� ���	
 � 2

⌊
L+P−2

2M

⌋
+P

���	������ �	�	 
	� L ��������	� f [0], . . . , f [L−1]� )� #���
 �� ����	� 2��" 	��
P ' M " ��� ��� �� �����
� �������	� �� %	
�� � L 2�� �	���#	�	

L = 2
⌊

L + P − 2
2M

⌋
+ P, :M�HJ;

���������" ��������" �� ����� 	 
���	
 � L ���	������ ' L ��������	� 2�� ��" ��
�����	
" ����
��
� :�� �� �3������	 ��	 �	��1	 ���������	
 � ���� 7�," 
	  	����
����	 �����
	� ' �
 ����� 	 �� �����	 ��
�����;� )
 %	
�� � L ����������	 �
 ?�
 �� ����� 2�� �� �
� 
	� ���������� � �� ����	 ' +'2����:M;� <	
����  ��
��	��� � L ��� ��� ������ � ����� ���������� 	�����	
��" �� � %��� ��
 �� �	���
$� �1� �
�  �' �� �
� ���%� �	�	 �
����	� �
 ������ ����� � ����� �

�	��1	� ���������	
�� � #	�� 
���	
� �����9���� �
 !
��� 7�, H(z) = −1 +
2z−1 + 3z−2 ' �� #	���� � ����� ������� M = 2� )� ���� �	��" � 	�����
��� :M�HJ; 
	 
������ �
 ?�  �� ����� �� L = 5" ��� 
� 2�� �
 ����� 	 :M�HM;
����
�	 ⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0 0 0
2 −1 0 0 0
3 2 −1 0 0
0 3 2 −1 0
0 0 3 2 −1
0 0 0 3 2
0 0 0 0 3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
f [0]
f [1]
f [2]
f [3]
f [4]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g[0]
g[1]
g[2]
g[3]
g[4]
g[5]
g[6]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

	>����� !�� �� ����� �������
�
 
� H(z) " F (z)� �� %���� 
� �"!���� ����
����# �
������� 
� n0 = (L + P − 2)/2 ��������� �� 
����� (G(z)zno )↓M = 1�
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8	 �������� +'2����:4; ��� ����������	 
	� ���������� 2
⌊

L+P−2
2M

⌋
+ 1 = 3

���	������ ⎡
⎣2 −1 0 0 0
0 3 2 −1 0
0 0 0 3 2

⎤
⎦
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
f [0]
f [1]
f [2]
f [3]
f [4]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎣0
1
0

⎤
⎦ ,

2�� ����� ��� ��������	� �� �

H1f = d1.

��� ���� 
	�" 
	� ���������� � �� ����	 ����������	� P−1 = 2 ���	������
	�����	
�� g[0] = g[6] ' g[2] = g[4]" 2�� ����� ������������ �� �

[−1 0 0 0 −3
3 2 −4 −2 1

]
⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
f [0]
f [1]
f [2]
f [3]
f [4]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

[
0
0

]
,

�" �� ���	����  	�����	
"
H2f = d2.

7��	
 ����" 
	 ��
����� f �� ������� ����
%���� �
 ����
� 	 
���	


Htf = dt,

��� Ht =
[
H1

H2

]
' dt =

[
d1

d2

]
�

)� ���� �1� �
�" Ht �� ��	  	���� 5 × 5 �� �����
	�" 
	 �	��1	 ��������=
�	
 ����
�	��� �� F (z) = 1

80

(
9 + 18z−1 + 14z−2 + 2z−3 − 3z−4

)
" ' 
	 ��������	

�
��	
 %���� 		 ��� G(z) = 1
80

(−9 + 49z−2 + 80z−3 + 49z−4 − 9z−6
)
" 2��

�� �� !
��� � #	�� 
���	
 ���� � ' +'2����:4;�
)��� �1� �
� �
����	 �
 ������ ����� �����	
 	 ������ ��	�� �
 !
��� �

�	���	H(z) �� ����� #	�� 
���	
� ��� � �	���" �� H(z) ����� #	�� 
���	
" 	
���	�
� 
	� ���������� ���%�	� ����
�	� ����	���� ' ����� ��� �
� ��		�� �	�	
�������� �
 ������ ����� � ����� �� ���� �	��" �� � ����	��� �������	� 
	
��������� ������������

/�� )�# @��� ��� �� �
����� G(z) = H(z)F (z) ��� �� 2
�� � � (��� �
�����
H(z) � F (z) ��%�� ���  ����� ��� �� (��� �
���� ��� �
��� �
�� ���%�� �
�� ��
��� ��� � �>��

������� �������� ���� 
� 	" ��'	 � ����	���� �� ���%�	
 ' �� �� ���
�'�
	2��" 
	 �������	
 �#������	 ��� �������� 	
 ������ ����� �����	
 �	��	 �� 2��
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	0��	 ��
� �� �����	��� � ����� 	 
	 ��
����� G(z) 
	 �������� +'2����:M;"
�	
 ' �� �  �����	 �
 ��������� �1� �
�� )� 9
 �� �������	 �
 !
��� :� ���� �;
H(z) = −1+2z−1+3z−2 +2z−3−z−4 ' �� ����� �������M = 2� �� 	�����
��� �
 	������� �	���	 �����" F (z) �	 ��9� ��� ��� �� !
��� ���� � ��� L
���!������� :�
 �� ��� � ��������	� �� ����� 	 (L + 1)/2;� ��� ���� 
	�" �

�� ��� � ���������� � �����	� ��� 
	 ������	 +'2����:4; ��

⌊
L+P−2

2M

⌋
+1"

��� 
� 2�� �
  ��� � %	
�� � L 2�� ����������	 �� ����� 	 ���� ��	� ��
L = 2� ⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 0 0
2 −1 0
3 2 −1
2 3 2
−1 2 3
0 −1 2
0 0 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎣f [0]
f [1]
f [2]

⎤
⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g[0]
g[1]
g[2]
g[3]
g[4]
g[5]
g[6]

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

8	� ������������� +'2����:4; ���" �� ���� �	��" g[3] = 1 ' g[5] = 0"

[
2 3 2
0 −1 2

]⎡⎣f [0]
f [1]
f [2]

⎤
⎦ =

[
1
0

]
;

' 
	 �� ����	 � ���� � #����	 f [0] = f [2]" ��� 
� 2�� �
 ����� 	 	 ����
%�� ��[
3 4
−1 2

] [
f [1]
f [2]

]
=
[
1
0

]
.

8	 �	��1	 ���������	
 ����
�	��� ��

F (z) =
1
10
(
1 + 2z−1 + z−2

)
,

' 
	 ��������	 �
��	
 �
 ����� 	 %���� 		 ���

G(z) =
1
10
(−1 + 6z−2 + 10z−3 + 6z−4 − z−6

)
.

$�(��� ���6�
 2�����"����
 
	��.����
 ��
���!�


8	 ��������	 ���1���	" G(z)" � 
	 �	��1	 ���������	
 ������	  ��	��� 
	
�9����	 ������	 �� �
 	������� 	�	��	� �� ����� �����	��	 ���� �� �������� ��=
����%�� ��� �1� �
�" �
 �������� � G(z)z3 = 1

10

(−z3 + 6z + 10 + 6z−1 − z−3
)

�� �� ������%� �	�	 ��� ω ∈ [0, π]� ��� 
� �	���" �� �	��� ��� �
 �����=
 	 � 791��=,���� P,����LLQ 2�� �� �� �����
� ������� �� �	� � #	������ ��=
�����	
�� 		��	�� G(z) = R(z)R(1/z)� �	�	 	
�	��	� ���� ��1���%� ���=
 �� � ����� 
	 ����������� 	�����	
 G

(
ejω
) ≥ 0 �	�	 ��� ω ∈ [0, π]" 2��
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� ���� �� �� ��� ��!���� � ���������� �� g[n]� �� � 	
����	��%	" ����
���
��	��� �� 
� 	 2�� ��� ��� �	�	������	� 
	�  	������ �� ��!��	� ����=
��%	� P�������J6Q �	�	 ��	��#�� 	� ���	� ������������� �� ��	 ����������� 
�=
��	
 �� 
	 2�� �����%����� 
�� �
� ����� � ��	  	���� �� ��!��	 ������%	
P�	%����5H" �	%����54Q� )� �	�����
	�" ��	 %������ �
 
� 	 ������	 �� ��=
��� ��	�	1�� ���	�
��� 2�� g[−(L + P − 2)/2], . . . , g[0], . . . , g[(L + P − 2)/2]
����� �������� ������%� �� ' ��
� �� �3���� ��	  	���� X �� ��!��	 ������%	 �
� ������ (L + P − 2)/2× (L + P − 2)/2 �	
 2��

L+P
2 −n∑
i=1

xi,i+n = g[n], n = 0, . . . ,
L + P

2
− 1; :M�HO;

��� xi,j ����	 �
 �
� ���� �� 
	 !
	 i ' ��
� �	 j � 
	  	���� X�
8	 ���	���� :M�HO; ���� ��� ��������	 �� �9� ���� � 
	 :��������	; �	��1	

���������	
 f [n]" 
� 2�� ��� ��� ��#�� �
	� �
 ����
� 	 � 
	 ���������  	���	�
	� h[n] � 
������ P ' �� #	���� � ����� ������� M " �������	� f [n] �

������ L ��1��� 	 
	� ���������� ������������� 
���	
���

	:
Htf = dt, :M�HK;

2�� #����	 
	 �������� +'2����:�; ' 
	 ������	 � #	�� 
���	
@

		:

L+P
2 −n∑
i=1

xi,i+n =
L−1∑
k=0

f [k]h[n− k], n = 0, . . . ,
L + P

2
− 1; :M�45;

			: ' 
	 �����	
	 
���	
  	�����	
 :8��;

X � 0, :M�4H;

2�� ����	 2�� X 0	 � ��� �� ��!��	 ������%	�

�� ���	 #�� 	 �� #�� �
	 �
 ����� � ��	 �	��1	 ���������	
 �� ��!��	
������%	 ���� �� � �� ���1���� � ������������� 
���	
�� 		� ��� :M�HK; '
:M�45;" ' ��	 ����������� 		 ��� 
	 �����	
	 
���	
  	�����	
 �� :M�4H;� ���
�	���" ��� ��#����	 �� 	 �� ����
� 	 � �����	 	���� �� ��!��	 :���;
2�� ���� ��� �����
�� �!������ ���� ���
��	��  9���� � ����� ���������
,���
%���� ���� ����
� 	 ��� �� �������" � ���� ��	 �	��1	 ��������=

�	
 f [n] 2�� ������ :	
 ���%�
�����	�
� ��� h[n]; ��	 #������ 	��������
	����
	�����		" � ���� �� �����!�	� � 2�� �� �3���� ��
����� 2�� �� �
	 
	� ���=
����������� )� ���� �
�� � �	��" �� ���� ����� ���	� 
	 
������ � f [n] 	
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L′ = L + 2 ' ������� �
 ������ ����� 0	��	 2�� �� ������	 �� ����
�	� 	���=
��	�"  � ���� �� �
 ��	
 �� ���� ������� � ��	 �	��1	 � !
���� 		��	��
 ��	��� #	������	���� �������	
 � g[n] = r[n]∗r[−n]� )� �
 ��������� 	�	��	�
�� �������	�" 	 ����
� � �1� �
�" �� 	�
��	������ 2�� �
����	� �
 ������ �����
�� �
��� ' �� 	�
��	���� �������	�

$�(��� �6	���
 � ��
*�

)�+�*�#� �	���� ���	��

)� �
 ��	��	� M�6 �� 0	 ��������� �� ����� 	 � �� ����	������ ����	
��
2�� ���
��	 !
���� ���#�� 	���� �	�	�� �� ��
����� ���0� ��2�� 	 ���� 
����
� ���" 	
�	��	 �
 ���� ����� ���� � �� �9� ���� � ?), :���� ���� 		�=
�	�;" ����� ����	� �	�	���������	� �������	
�� ' �� � �
� ���	���� ��  �'
�� �
�" �	��� ��� �� ����� � %���	 0	�D	�� �� � ��#�D	��� ��� � �	���"
����	 ���� �� �������	 �
 �	�� M = 1@ �� ����" �
 �������� ��	�	1	 	 ��	
#��������	 �  ������� � ��	  �����	 ��� �� ��
�� )� ���	� ����������" �

!
��� ��	�� ���� � �	���	" H(z)" �� �
 !
��� ?=��
���" ��'	 �	��1	 ���������	

�� �� !
��� ��, 2�� ��� ��� �����	�� )
 ������ ����� ������� �� �
 	�	��	�
2�� ��� ����	 ��� ��� �������	� �
 �	�� �� �
 2�� M > 1" ������
��	�� ��	
� �
� ���	���� ��� ���" 		��		 ' 2�� ���
��	 ����	 ���� !
���� 7�,�
�� �������	 �
 �1� �
� �� �
 2�� H(z) �� �
 ���
�� ��
��� ������ ����� ���=

���	� ��� �� #	���� M = 2�

H(z) =
1
48
(
1 + 8z−1 + 23z−2 + 32z−3 + 23z−4 + 8z−5 + z−6

)
;

�� ����" �� ��	�	 � �� !
��� ���� � � #	�� 
���	
 ' 
������ P = 7� $��
��	��
�
 ������ ����� ������� �� ���	 �������" �� �����
� ������� ��	 �	��1	 ����=
�����	
 �� ��!��	 ������%	� �	�	 ��
�����	� ���� ����
� 	 � �����	 	����
�� ��!��	 �� ���
��	 �� �����	 	 ���8�? ��� ��	� ��� � P���� KOQ
��	���

	� ��� �� 7� ���� �	�	 
	 ����
����� � ����
� 	� ���� ��	� ����=
�	�  	����
	������ �����	
��" 2�� ��#�� �
	� �
 ����� � �	��1	� ���������	
��
��� �� �
 #�� 	�� ��2����� ��� ��� �" �� ������� 
	 ��������� ��
����� �	=
�	 L = 5� F (z) = 1

6

(
1− 8z−1 + 20z−2 − 8z−3 + z−4

)
� 8	 ��������	 �
��	
 ��

G(z) = 1
288

(
1− 21z−2 + 164z−4 + 288z−5 + 164z−6 − 21z−8 + z−10

)
" 2�� ��

�� !
��� +'2����:4; ��� ��������	 #��������	
 ������%	� )� �������	��� 0	��� ��=
�	� 2��" �� ���� �1� �
�" �
 ����� �� �����	 ��� �� !
��� � 
������ L = 5
:2�� �� 
	  ��� 	 
������ 2�� ����������	 �� !
��� ���� � � #	�� 
���	
 '
+'2����:4;;" 	
�	������� 
	 ��
����� �� 
	 ��� ��	 ����	����" 
� ��	
 �����!�	
2��" �� ���� �	��" �
 !
��� g[n] +'2����:4; � #	�� 
���	
  �� ����� '	 �����
�������� ������%��
7��	
 ����" 
�� !
���� ��	�� ������ ' ���������� �� �������� �� � #	������

�������	
�� �
 ���� G(z) = R(z)R(1/z)� �	�	 �

� �� ���
��	 �� 	
����� � �
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.	���� )�#+�,�������	 �� #��������	 � �� !
��� ���#�� 	�� ���=?� �	�	�
�� �
 !
��� ?=��
��� #����� 	 �� !
��� �-,� � 
	  �� 	 
������� ����� �������
M = 2�

#	������	���� �������	
 ������� �� P��	�O4Q 2�� �� ���	 �
 ������� �� �
�1�
� g[n] ' 
	 �7� ��%���	 � ln (G(2πk/N���)) ��	�� 
	 #	�� �������

		 '
�������	�� 77�W� � 
������ N��� = 214� ��
��	�� ���� 	
����� �" �
 !
���
��	�� ���� ����
�	��� �� R(z) = 0,4623+0,8369z−1 +0,2584z−2− 0,1373z−3−
0,0136z−4 + 0,0075z−5"  �����	� 2�� �
 !
��� �������� �� 	 
	 #�� 	 R(1/z)�
��� !��� �� �	�	��%��" �� 0	 ����	� ��� �	�
	�� �� !
��� �	�� ��	�		

� ������ 	
�	� :�-,�� 1����� ���� ��
������
��; � L ���!�������" #	����
� ����� ������� M = 2 ' �3���� � 	��0� � �	�	 r = 0,25� )
 !
���
����
�	��� �� R����(z) = −0,0454 + 0,4397z−1 + 0,7554z−2 + 0,4397z−3 −
0,0454z−4 ' �� ��������	 �� #��������	 �� ���������	 �� 
	 7����	 M�HJ 1����
��� 
	 �
 !
��� ��������� R(z)�
$�	 !���	 �  9���� �
 ���� ����� !�	
 �
 ����� 	 �� �9� ���� � ���

%���� 		 ��� 
	 ��������� ��� � ����" �!��	 �� � P�
	�0	55" ������54Q

P��� =

∑
n�=0 |g[nM ]|
|g[0]| ,

��� g[n] �� 
	 ��������	 ���1���	 � 
�� !
���� ��	�� ���� ' ��������� )�
���� �1� �
�" g[n] �� ������� �� � 
	 ���%�
����� �
 #	���� �������	
 � #	��


�� %���� �� 
���D� �����E�
� �� ��������� ����������	
�����������������



M�O ����
������� HKL

 ��� 	 r[n] ��� �� %������ ��C�1		 r[−n]� 8	 ��������� ��� � ���� �� ����
�	�� �� P��� = 9,6 · 10−9" %	
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����� � � ������	 ����� �
  ��
� α�G8 �������	�� � ��=
������ 	�����	��	� � 
�� ���	���� � ����		 ' � �	
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 ����������  �
���	�	
' �
  ��
� � �0	
��

)
 � �
�� � �9����	� � ��� ������� �	�	 
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%���� �� �
�1	 �
����		=�	
�	�

)
  ��
� α�G8 �
 �� ����	 ����� �� ��	� ���	
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' �%	
�	� �
  ��
� α�G8 
� ���%����� �� 
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� ��� �
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�
	 
��  ��� �� 
��	
��" ��� 
� 2�� 
�� ����
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 ������� �	�	
�
�� � ����� �� ����	������ ����	
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2�� ����������	� ��
������� ���3� 	� 	 
	 ���� 	 ' 2�� 
	 �9����	 � ������
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	 �������
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�; PG��KO" R��� 	54" *���� 	��56Q ����	� ��� �	��	��� �	�	
� �
� ���	� ����� 	� � �� ����	������ � �
�%	��� 	 %�
���	" 		��	��
' ��� ���" 	 �	 ��� � �� ����� �� ���	����	
 �	1� '" �����
� ����" 	�� ��
�
�� �
 #������

(����� ��7���� � 8����
 #����� ��� �5��� α&
����

$� 	������ �����	
 �� �
 ������	 ����� �  ��
�� #�� 	�� �� � �� ��=
�	���� 
���	
 � �����	� #�������� �	�� �������� �� 
	 ��
������ � 
�� ������
����� 
�� 2�� �����	� 
	� #�������� �	�� :���� �� �
  ��
	� ��
��� �� H�"
��������� �� �
 �	�� � 
	 ,� � 7�������� � ?	�� ,	�	
 � 0�����
	��� �
������	 �� �
 �	�� �
  ��
� α�G8 �������	� �� �
 �	����
� L � ���	 ��=
���;� �� ��	�	 � �� ����
� 	 �� 
���	
 �	�	 �
 2�� �3����� ������	� ��
�������
������� 	�" ��� 
� �����	
 ������!�	� �	�	 �		  ��
� ��	���

	��



45M �	����
� J� ����
�������" 	����	������ ' 
���	� #����	�

$�	 ��
����� 	 ���� ����
� 	 
	 ����������	 
	 ��2���	 � <������� ��=
����� :�<�� 1������ >����� ?��.
��;� 8	 �<� 	 ��	 ��
����� �
��	
 	

����
� 	 �  ��
	�T��������� ��������� �� �
����	 ���� �	��� 
�� ������
�
 ���1���� � ������	 ����� ����� 
�� 2�� �����	� 
	� #�������� �	�� �� �

�� �	�� ����� � 
	 �� ���	���� 
���	
 ���� 	 � ��0	� #��������� ) �
�	��
��������� ���%	�� � 
	 �����	 )��	�����	 �
 �������	1� :1���
��
��� ,����
�&
2.����; P<	���E55Q" 
	 �<� #�� �����	
 ���� ��������	 �	�	 ����
%�� ����
�=
 	� � �
	��!�	���� ���	��	 P<	���E55" ����9�KLQ" 	��2�� ��������� ���� 0	
��� �3����	 �	�	 �� ��� �� ����
� 	� � ���������T	���3� 	���� #������	

P� �
	KO" <	���EKJ" ��

��KOQ�
8	 ��	 #��	 ���	
 �
  9��� �������� �� ��	
��	� ��	 ��	��#�� 	����

�� 
���	
 �
 ���	��� � ����		 �� ���� ���	��� � �	�	���������	�" (�������"
� � ������  	'�� :�����
� ���� ��!���	;" �� �
 2�� �� �����
� ����
%�� �

����
� 	 �  ��
	�T���������  ��	��� �� 0�����
	�� ���� �� )
 %����� �
����� 2�� �!�� �
 0�����
	�� ���� � �� �
 ���	��� ��	��#�� 	� 	 ��� ��	
�3�	����� �� �9� ���� � ��	 ����� � �	������ ���������	��%��" ��� ��	��
%������� �������" � ����� �
 ���1���� � �	������ � ������	 ������ 9���� ���

�� ��������� � ���� �
  ��
��
$� 	������  �' � ����	��� �	�	 
	 	�
��	���� � 
	� �<�W� �� 2��" 0	��=

��	
 ����" �� �� �����	��� ������� 
	 ��	��#�� 	���� �� 
���	
 ����� �
 ���	���
� ����		 ' �
 ���	��� � �	�	���������	�@ �	��	 ��� ������� �
 ������� ���	=

	� ����� 
�� %������� ��	��#�� 	�� 2��" �	1� �����	� ���������� P����� 	�M6Q"
���� ��������� � #�� 	  �' �����

	 �%	
�	�� ��	 #������ ���
�� �
�+��
���
��� �1� �
�" 
	 #������ � 	���%	���� >	����	�	" 0	����	
 ���� � �
�		 ��

	 ,� � 7�������� � ?	�� ,	�	
" �� �� E����
 � ���	� �	�	���������	�� ���
 �� �" �
 ���
�� ?=��
��� � �� �����	
��	���� α=��
��� ��������	 �� ���	 �����"
�	 ��9� ����� ���������	��� �� � ������� ���	
	� �� �� ���	��� ��	��#��=
 	�" ��� 
� 2�� 	 ��� ��� E����
� %�
��� �	�	 
	 #�� �
	���� �
 ����
� 	
 ��	��� �<�W��
$�	 
���	 #����	 � �����9�" ��� �	���" �������� �� 
	 #�� �
	���� � 
��  �=

�
�� α=��
��� ���������� �� ���	 ����� ����� �
  	��� � 
	� �<�W�� �� ���	
 	���	" ���� �����
� ������� �<�W� 2��" ��� �1� �
�" ��	��������� �  	���	
��	%� �����  ��
�� 
���	
�� 	 ��	 �� '  ��
�� ��
��� ����@ ��
�����	�� 	

	 %�� �
 ����
� 	 � 
	 ��
������ � 
�� ��������� � ���� �
  ��
��



�������� �

#��
�� �� ��
���� "������	����
�� $����	��

���� 7	���� �� )���� ��
 �������� '�����
�	�
�(�	���
�� ��


)� ���� 	�9���� �� � �����	 
	 �2��%	
����	 ����� �
 !
��� �������
	�����
� 8	��	��� ' �
 �������  ��	��� 
	 �9����	 � ����� �	�		 �� �
 ��������
� ��������	 #��������	
  �3� 	 ���� �
	�	 P*��E��JKQ� �� ���� �������	�
:I�45;

y[n] = xi[n−D] =
N∑

k=0

hL[k]x[n− k]

�� � ��	 �3������� �����	
 �	�	 
	 ��������� �
 %	
�� � ��	 ��������	 x[n]
�� �� ����	��� n − D 	 �	���� �
 ���1���� �  �����	� ����		� �� ����� 	
��0� ����	��� ' ���
��	�� N + 1 ���!��������
)
 ����� �� ���� ����� 
	 ���	
 	�� �������
		 ' �
 %	
�� ��	
 ���������=

����� 	 
	 ���	
 �������	 x(t) ������� � 
	 �#������	 ����� �
 !
��� ��	

:I�HO;" h	���[n]" ' �
 !
��� ���
��	�" h[n]� )� �����
� �3����	� ��0� ����� �� �

� ���� #��������	
 �� �

He

(
ejω
)

= e−jωD −
N∑

n=0

h[n]e−jωn. :��H;

�� �� ���	 ��� #���	� ���	 #������ � ����� 	 �� ����	��� � #�� 	  �3� 	=
 ���� �
	�	 �� ����� 	 ��	 �����	 #��������	" ω0" �������� 
	 �������
	���� ����
�3	��	 �� ��0	 #��������	 '" �	���� �	���	�
� ����	�"  �' ���3� 	 	
 ��	
 ��

45J



45O ��9���� �� 7�
��� � ���	�� #�	�����	��� � 8	��	���

�� ������� #��������	
  �� �  ���� 	 �
��� )��� �����!�	 2�� 
	� ���%		� �
:��H; ���� 	��
	��� �� ��0� �����" �� ����"

H(k)
e

(
ejω0

)
=

∂kHe

(
ejω
)

∂ωk

∣∣∣∣∣
ω=ω0

= 0, k = 0, 1, . . . , N. :��4;

V��� �� �
 ������� �� � �������� � ��������	 #��������	
  �3� 	 ����
�
	�	" '	 2�� �
 !
��� ������� �������	�� ��	 �	�	 � �	��  �3� 	 ����
�
	�	 �� ����� 	 ω = ω0 ' ��	 �	�	 ��	%� #���	 � �

	 :!
���� � ���� ?�����=
D���0;� �������'��� :��H; �� :��4;" ���%	�� ' �	�����
	���	�� �	�	 ω0 = 0
�� �������

Dk =
N∑

n=0

h[n]nk, k = 0, 1, . . . , N ;

�� ����" N ���	������ ��� N ��������	� :
�� N ���!������� �
 !
��� h[n]; 2��
�� ����� �3����	� �� #�� 	  	�����	
 �� �

Vh = v,

��� �
 %����� v �� 	 
�� %	
���� v = [1, D, D2, . . . , DN ]T " h �� �
 %����� �
���!������� �
 !
��� ' V �� ��	  	���� � <	��� ��� N ×N '" ��� �	���"
�� �����
	� � ��%�����
�@ ��� 
� 2�� �
 ����� 	 ����� ��
����� ' 9��	 ���� ����	"
' � %	
�� PR������E��KMQ

h[n] = (−1)N−n

(
D

n

)(
D − n− 1

N − n

)
.

�� � �� ���� �����%	�" ���� ����
�	� �� �9����� 	 :I�4H;" ��� 
� 2��
�� ���� 	!� 	� 2�� �
 !
��� � ���	�� #�	�����	��� � 8	��	��� ����� ��	
��������	  �3� 	 ���� �
	�	 	
����� � ω = 0�



�������� �

%��� �� ���& α�����	�

)� ���� 	�9���� �� � �����	 2�� �
 ���1���� � �	��� α=��
��� #�� 	�
��	 �	�� � ,����" ��� ���	�

A =
(

2
π

)2(p+1) [
sinc

(α

2

)]2q

,

B = 1 +
22(p+1)

(
22(p+1) − 1

)
(2(p + 1))!

Bp+1.

.��� ,��� 8	��� �� � %�� α+���	
�

�		 
	 �!������ � �	�� � ,���� :��!������ 4�HL; ' 
	 �3������� � 
	
��	��#�� 		 � 7������ � 
	 �	�� α=��
��� :6�I;" �� ����	 ��	 ���	 �������� �
��#����� � 
	 #������

S(Ω) =
∑
k∈Z

[
sinc

(
Ω
2π
− k

)]2(p+1) [
sinc

(
αΩ
2π
− αk

)]2q

. :?�H;

�� � �������	���� ���%�	" �� ��%�� 2�� ���	 #������ �� �������	 � ������
2π" �� ����" S(Ω) = S(Ω + 2kπ)" ��� 
� 2�� �� �����
� ���������� �
 ������ �

	� ���	� 	
 �����%	
� [−π, π]�
,������� 	 
	 ���	 ��#�����" ���� 
�� �9� ���� � :?�H; ��� ������%��" ���


� 2�� �
 �� 	����� ��� ��� ����  	'�� � ���	
 	 �		 ��� � ��� �9� ����� )�
�������� �� �� �
�

S(Ω) ≥
[
sinc

(
Ω
2π

)]2(p+1) [
sinc

(
αΩ
2π

)]2q

≥
[
sinc

(
1
2

)]2(p+1) [
sinc

(α

2

)]2q

=
(

2
π

)2(p+1) [
sinc

(α

2

)]2q

,
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4H5 ��9���� ?� ?	�� � ,���� α=��
���

��� �� 0	 ����� �� �����	 �
 �� 	�� �������������� 	 k = 0 ' �
 0��0�
� 2�� �� [−π, π] 
	� #�������� sinc2(Ω/2π) ' sinc2(αΩ/2π) ����� 	���		�
��#����� ���� ��� �
 %	
�� �� Ω = π�
�	�	 
	 ��������� � ��	 ���	 �������� �� ����� �� �����	 �
 0��0� � 2�� 
	

#������ sinc2(Ω) ≤ 1" 
� 2�� �� ���
��	 �	�	 	���	� 
	 #������ sinc2(αΩ/2π−αk)
� :?�H;" ����
�	��

S(Ω) ≤
∑
k∈Z

[
sinc

(
Ω
2π
− k

)]2(p+1)

≤
∑
k<0

[
sinc

(−1
2
− k

)]2(p+1)

+ 1 +
∑
k>0

[
sinc

(
1
2
− k

)]2(p+1)

= 1 +
22(p+1)

(
22(p+1) − 1

)
(2(p + 1))!

Bp+1,

������ 2�� �� �� �
�

sinc2

(
Ω
2π
− k

)
≤ sinc2

(−1
2
− k

)
, ∀ k < 0, Ω ∈ [−π, π];

sinc2

(
Ω
2π

)
≤ sinc2(0) = 1, ∀ Ω ∈ [−π, π];

sinc2

(
Ω
2π
− k

)
≤ sinc2

(
1
2
− k

)
, ∀ k > 0, Ω ∈ [−π, π];

'

∑
k>0

[
sinc

(
1
2
− k

)]2(p+1)

=
(

2
π

)2(p+1)∑
k>0

(1 − 2k)−2(p+1)

=
22p+1

(
22(p+1) − 1

)
(2p + 2)!

Bp+1,

��� �
 %	
�� � 
	 ����� ' �
 n=9�� � �� ��� � ?�����

�" Bn" �� ��������	�
��������%	 ���� �� P������
J5" �����	� H5K ' HHLQ�



�������� �

'����	&� � ���(���� �� ��
�	
���������	 α�����	�

)� ���� 	�9���� �� �������� 
	� �3��������� � 
	 %	��	��	 ' �
 ���	 �����	

� 
	 �������
	���� α=��
��� � �%����� ����� � ���	
��" �	��� ���� �����	�
�� � 	
�	����	�� ���%�	 ����" �� �������	 ��	 ����� � �3��������� 	����		�
	
 !
��� ������ α=��
��� �����	��	� �	�	 ��	
��	� ����������� ��
��
���

,��� �����������	�
�� ��� )���� �	����� α+���	
�

�		 
	 �3������� �������		 �� :6�4O; �
 !
��� ������ α=��
����

dα[n] =
(1− z1)
(z1 + 1)

z
|n|
1 ,

�� 	��������
	���� ���� �����	" 2�� ����	�� �� �� � ρα[n]" �� ������� �� �

ρα[n] = dα[n] ∗ dα[−n] = dα[n] ∗ dα[n],

����� �� %	
��

ρα[n] =
(1 − z1)z

|n|
1 (|n|+ 1 + (1 − |n|)z2

1)
(z1 + 1)3

. :��H;

���  �� �" ����
�	 � �����9� �������	� 
	 �#������	 �����	 �
 !
��� �=
����� α=��
��� d

(2)
α "

d(2)
α [n] = dα[n] ∗ (δ[n + 1]− 2δ[n] + δ[n− 1]) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
− (z1 − 1)3

(z1 + 1)
z
|n|−1
1 , n �= 0;

−2(z1 − 1)2

(z1 + 1)
, n = 0;

4HH



4H4 ��9���� �� <	��	��	 ' ��	%�	 � �������
	���� α=��
���

' �� 	��������
	���� ���� �����	" ρ(2)
α " 		 ��� 
	 �3�������

ρ(2)
α [n] = d(2)

α [n] ∗ d(2)
α [−n] = d(2)

α [n] ∗ d(2)
α [n], :��4	;

����� 	
���� � ��� %	
���� 
�� ����������

ρ(2)
α [0] =

∞∑
n=−∞

(d(2)
α [n])2 =

2(z1 + 3)(z1 − 1)4

(z1 + 1)3
, :��4�;

ρ(2)
α [1] = ρ(2)

α [−1] =
∞∑

n=−∞
d(2)

α [n]d(2)
α [1− n] =

2(z1 + 2)(z1 − 1)5

(z1 + 1)3
. :��4�;

,��� 0�	
� �� � 	
�������	�
 α+���	
� �� ��+
���� ������	
	��� ���	��	��

�� �������	 
	 �������
	���� � N  �����	� �������������� 	 M �������
� ��	 ���	
 �����	
" x[n]" � #��������	 ������	 ω0 = 2π/T0 = 2πM/N �

x[n] = A sin (ω0n + Φ0) = A sin
(

2π
M

N
n + Φ0

)
,

��� 0 ≤M ≤ N − 1 ' 0 ≤ ω0 ≤ 2π�
8	 �������
	���� α=��
��� � ���	 ��������	 ����������	 ��	 ���	
 �������	

sα(t) ��'	 �������	 :2�� �2��%	
� 	 
	 %	��	��	" ���� �����  ��	 ��
	; ��
���� �	
��
	�" �����	�� :6�4I;" �� �

<	� (sα(t)) =
1

MT0

∫
MT0

(sα(t))2 dt =
1
N

∫
N

(
N∑

n=1

c[n]βα (t− n)

)2

dt.

�	� 2�� �� �
 �����%	
� [n, n + 1] ��
	 ���� �� 	� %	
���� �� ��
�� 
	�
�	��� βα (t− n + 1)" βα (t− n)" βα (t− n− 1) ' βα (t− n− 2)" ��������

<	� (sα(t)) =
1
N

N∑
n=1

∫ n+1

n

(c[n− 1]βα (t− n + 1) + c[n]βα (t− n)

+c[n + 1]βα (t− n− 1) + c[n + 2]βα (t− n− 2))2 dt.

��������� ���������� � �������� �������	�" �� ����" c[n] = c[n + kN ]"



��4 <	��	��	 � ���	
�� ���� �����	� �������	� 4HI

�� �������	 �� ���� �������� �� �

<	� (sα(t)) =
1
N

N∑
n=1

c2[n]
∫ ∞

−∞
(βα (t))2 dt

+
2
N

N∑
n=1

c[n]c[n + 1]
∫ ∞

−∞
βα (t)βα (t− 1) dt

+
2
N

N∑
n=1

c[n]c[n + 2]
∫ ∞

−∞
βα (t)βα (t− 2) dt

+
2
N

N∑
n=1

c[n]c[n + 3]
∫ ∞

−∞
βα (t)βα (t− 3) dt.

:��I;

�
 �������	� ��	 �������� �������	" ��� ���!������� α=��
��� �� �����
�	
��
	� �� �

c[n] = f [n] · Dα(z)|z=ejω0 = A sin (ω0n + Φ0)
3

3 + α(cos ω0 − 1)
,

��� 
� 2�� 
�� �� 	������ � :��I; �� 	� �
 %	
��

N∑
n=1

c[n]c[n + k] =
9A2

[3 + α(cos ω0 − 1)]2

N∑
n=1

sin (ω0n + φ0) sin (ω0(n + k) + φ0)

=
A2

2
9N

[3 + α(cos ω0 − 1)]2
cos (ω0k).

7��	
 ����" 
	 %	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � N  �����	� ������=
��������� 	M ������� � ��	 ��������	 �����	
 � 	 �
��� A ' #��������	
ω0 ����
�	

<	� (sα(t)) =
A2

2
9 (I0 + 2 cos (ω0)I1 + 2 cos (2ω0)I2 + 2 cos (3ω0)I3)

[3 + α(cos ω0 − 1)]2
, :��6;

��� 
	 ������	
��

In =
∫ ∞

−∞
βα (t)βα (t− n) dt, :��L;



4H6 ��9���� �� <	��	��	 ' ��	%�	 � �������
	���� α=��
���

��� ��
��� ��� �
 �	�� ���� � ��	%�	 α

I0 =

{
31α3−70α2+140

210 ,
−35α7+238α6−672α5+980α4−280α3+84α2−14α+1

630α4 ,

0 ≤ α ≤ 1
2 ;

1
2 ≤ α ≤ 1;

I1 =

{
−62α3+105α2+105

630 ,
400α7−2296α6+4704α5−3080α4+1960α3−588α2+98α−7

5040α4 ,

0 ≤ α ≤ 1
2 ;

1
2 ≤ α ≤ 1;

I2 =

{
31α3

1260 ,
−97α7+448α6−672α5+560α4−280α3+84α2−14α+1

1260α4 ,

0 ≤ α ≤ 1
2 ;

1
2 ≤ α ≤ 1;

I3 =

{
0,
(2α−1)7

5040α4 ,

0 ≤ α ≤ 1
2 ;

1
2 ≤ α ≤ 1;

���	��� :��6; �� �����
� �	
��
	� 
	 %	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
���
� ��	 ��������	 �����	
 � 	 �
��� ���	 �� #������ � �� #��������	" ω"
' �
 �	�� ���� � ��	%�	" α" �� �

<	� (α, ω) =
9 (I0 + 2 cos (ω)I1 + 2 cos (2ω)I2 + 2 cos (3ω)I3)

[3 + α(cosω − 1)]2

' 
�� %	
���� � 
	� ������	
�� � :��L;�

)%	
�	�� 
	 	������� �3�������" �� �� �����	 2�� 
	 %	��	��	 � �������=

	���� α=��
��� �����  ������	 ���� ���#�� � 	� ���	 �
 %	
�� �
 �	�� �=
��� α �	�	 ��	
2���� %	
�� � 
	 #��������	 ω" �3����� �� ��	 ��2���	 ������
:0,7 < α < 1 ' ω > 0,9π ���������		 �� 
	 7����	 6�H4;" ��� 
	 %	��	��	
�� �������	 ���� �����	���� )� 
	 �������	" ��	�� 
	 ���	
 	 �������
	� ����
#�� 		 ���  �
���
�� �� �������� #��������	
��" 
	 %	��	��	 � 
	 �������
	=
���� ������� ���#�� � ����� �
 �	�� ���� α� )� ���� �	��" �� �����
� �%	
�	�

	 %	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � ��
��
 :�� ����" 	���� � ��	
��	� 
	
�������
	����;" 	 �	���� � 
	 �7�" X [k]" � 
	�  �����	� 	 �������
	�" x[n]"
���
��	�� 
	 �3�������

<	� (sα(t)) =
1

N2

N−1∑
k=1

|X [k]|2<	� (α, ω = 2πk/N) ,

�� 
	 2�� �� �� ���
�'� �
 �9� ��� � �������	 � 
	 ���	
 :k = 0 �� 
	 �7�;
���� �� ��������'� 	 
	 %	��	��	 � 
	 �������
	����" '	 2�� 
	 �������
	����
α=��
��� �� �	�	� � ��������	� �3	��	 ���� ��0	 ���	
 �����	���" 
	 ��	
 �����
��	 %	��	��	 ��
	�



��I <	��	��	 � ���	
�� 	
�	����	� 4HL

,��� 0�	
� �� � 	
�������	�
 α+���	
� �� ��+
���� �����	�

�	�	 �
 ��
��
� � 
	 %	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
���" <	� (Sα)" ��
������ � #�� 	 �� �
	� 	
 ��	��	� 6�M�I" ��������� ���%�	 ���� 
	 	���=
�����
	���� �
 ������� ����������� �������
	�

RSα(τ) =
∞∑

n=−∞
RC[n]

∫ ∞

−∞
βα (t− n + τ)βα (t) dt.

8	 %	��	��	  ��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� �� ������� �	�����
	���	��

	 	������� �3������� �� τ = 0

<	� (Sα) =
∞∑

n=−∞
RC[n]

∫ ∞

−∞
βα (t− n)βα (t) dt.

������� �� �����	 �
 ������� �� �	��� � 
	� #�������� �	�� α=��
���" 
	�
������	
�� 2�� �����%�����" ��'� %	
�� %���� 	� ��� :��L;" ��� ��
	� �	�	
|n| > 3

<	� (Sα) = RC[0]I0 + (RC[1] + RC[−1]) I1

+ (RC[2] + RC[−2]) I2 + (RC[3] + RC[−3]) I3,

'" 	� 2�� 
	 	��������
	���� RC[n] �� �� 9����	 :�� ���� ��������� ��������
������������ ��	
��;" �������� 
	 �3�������

<	� (Sα) = RC[0]I0 + 2RC[1]I1 + 2RC[2]I2 + 2RC[3]I3, :��M;

��� ��� ������� �
 %	
�� � 
	 %	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� �%	
�	��

	� ������	
�� :��L; ' ��������� 
	 	��������
	���� �
 ������� � ����		"
���� RC[n] �� �	
��
	  ��	���

RC[n] = RX[n] ∗ ρα[n], :��J;

��� 
�� %	
���� � ρα[n] %����� 	�� ��� :��H;�
)� �
 � ���� #��������	
" 
	 %	��	��	 � 
	 �������
	���� �� ���� �	
��
	�

�� #������ � 
	 ����	 �������	
 � �������	" SX(ω)" �
 ������� � ����		
' � 
	 ��������	 �� #��������	 � 
	 �������
	���� α=��
��� :6�IJ;

<	� (Sα) =
1
2π

∫ +∞

−∞
SSα(Ω)dΩ =

1
2π

∫ +∞

−∞
SX(Ω) |Hα(Ω)|2 dΩ

=
1
2π

∫ +∞

−∞
SX(Ω)

9 sinc4(Ω/2π) sinc4(αΩ/2π)
[3 + α(cosΩ− 1)]2

dΩ,

	��2�� �%	
�	� ���	 ������	
 ����
�	 �� �
��	� �� 
	  	'���	 � 
�� �	����



4HM ��9���� �� <	��	��	 ' ��	%�	 � �������
	���� α=��
���

+����� 8�����'� � �� ������������ α&
���� � 
*��

2�����


�� �
 ������� X[n] �� �
	��� �  ��	 ��
	" �������� 
	 	��������
	����
� 
�� ���!������� α=��
��� �� RC[n] = σ2

Xρ[n]" ��� 
� 2�� 
	 %	��	��	 � 
	
�������
	����" 0	����� ��� � :��M; ' :��H;" ����
�	

<	� (Sα) = σ2
X

(1− z1)
(z1 + 1)3

[
(1 + z2

1)I0 + 4z1I1 + 2z2
1(3 − z2

1)I2 + 4z3
1(2− z2

1)I3

]
.

���	���

	�� ���	 �3������� �� ��������

�� 0 ≤ α ≤ 1
2 " ��������

<	� (Sα) = −2σ2
X

35z5
1 + 488z4

1 + 1079z3
1 + 595z2

1 + 70z1 − 35
105(z1 − 1)2(z1 + 1)3

. :��O	;

�� 1
2 ≤ α ≤ 1" ��������

<	� (Sα) =
−σ2

X

1632960z4
1(z1 − 1)2(z1 + 1)3

[
z16
1 + 71z15

1 + 2175z14
1

+ 37387z13
1 + 391727z12

1 + 2530731z11
1 + 9591043z10

1

+ 19088975z9
1 + 21519117z8

1 + 15050501z7
1 + 4966381z6

1

−1908879z5
1 − 1772155z4

1 − 68663z3
1 − 4143z2

1 − 139z1 − 2
]
.

:��O�;

)� 
	 7����	 ��H �� �����%	 
	 ��������	 � 
	 %	��	��	 � 
	 �������
	����
α=��
��� � ���	
�� 	
�	����	� �
	��	� ��� �
 �	�� ���� α� ?��� ��	 	 �	���� �
��0	� ���!�	�" � � 
	� �3��������� 	���������" �� �� �����	 2��

d<	� (Sα)
dz1

≤ 0, ∀z1 ∈ [−2 +
√

3, 0],

��� 
� 2��
d<	� (Sα)

dα
≥ 0, ∀α ∈ [0, 1].

)� ����" 
	 %	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � �� ������� �����������
�
	��� �����  ������	 ���� ���#�� � �� ����� ���	 �
 �	�� ���� α�

+����� 8�����'� � �� ������������ α&
���� � 
*��

��������
 
������


�� �
 ������� ����������� 	 �������
	� �� �����	
 � #��������	 ω0" �� 	���=
�����
	���� �� ���� �������� �� �

RX[n] = σ2
X cos (ω0n), ∀n ∈ Z, 0 ≤ ω0 ≤ π,



��6 &��	 �����	
 � ���	
�� ���� �����	� �������	� 4HJ
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.	���� ��#� <	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � ���	
�� �
	��	� :��2����=
	; ' �� ���%		 �������� 	 α :����0	;�

'" �������	�� :��J; ' :6�IM;" 
	 � 
�� ���!������� α=��
��� �� �

RC[n] = σ2
X cos(ω0n) |Hdα(ω)|2 ,

��� 
� 2�� 
	 %	��	��	  ��	 � 
	 �������
	����" 		 ��� :��M;" �� 	 �
 %	
��

<	� (Sα) = σ2
X

9 (I0 + 2 cos (ω0)I1 + 2 cos (2ω0)I2 + 2 cos (3ω0)I3)
[3 + α(cos ω0 − 1)]2

.

�� ���%�" ���	 �3������� �� �2��%	
���� 	 
	 �������������� 	 
	 %	��	��	
� ���	
�� ���� �����	� �����	
��" ��� 
� 2�� �� �� ����	 ����� �������� 	

�	�� ���� α ����
�	 �9�����" �� ����" 
	 %	��	��	 ����� ���#�� � 	� ���	 α
�	�	 ��	
2���� %	
�� � α ' � #��������	" ω" �������	��" �	
%� �� 
	 ������
���������		 �� 7����	 6�H4" ��� ������ 
�%� �����

,�!� 2�� ���	��� �� � 	
�������	�
 α+���	
�
�� ������ ������	
	��� ���	��	��

+��%	 ����" �� �������	 
	 �������
	���� α=��
��� � N  �����	� �����=
��������� 	 M ������� � ��	 ���	
 �����	
" x[n]" ��� #��������	 ������	
ω0 = 2π/T0 = 2πM/N �

x[n] = A sin (ω0n + Φ0) = A sin
(

2π
N

M
n + Φ0

)
,

����� 0 ≤M ≤ N − 1 ' 0 ≤ ω0 ≤ 2π�



4HO ��9���� �� <	��	��	 ' ��	%�	 � �������
	���� α=��
���

�
x(t) ���%�

�T�

x[n]

�
7�
���
�������
dα[n]

� ���%�
�T�

�
7�
���
��������

βα (t)

sα(t)

�

� ���%�
�T�

�
�������
8���	

∆ (t)

L(t)

�
��
��^

=

�
J(t)

.	���� ��$� )�2�� 	 � ��
��
� �
 ���	 �����	
 α=��
����

�	�	 �
 ��
��
� �
 ���	 �����	
 � ��	 #������ �� �!�� 
	 ���	
 J(t) :%��
7����	 ��4; �� � 
	 �#������	 ����� 
	 ���	
 �������
		 α=��
���" sα(t)" ' 
	
�������
	���� 
���	
" L(t)" �� ����"

J(t) = sα(t)− L(t),

� #�� 	 2�� �
 ���	 �����	
 � 
	 �������
	���� α=��
��� ���� ���	
 	 
	 �������	
� 
	 ���	
 J(t)" ������ 2�� �������	 �� ���	
�� �������	�" �� ����"

�r (sα(t)) =
1

MT0

∫
MT0

[sα(t)− L(t)]2 dt

= <	� (sα(t)) +<	� (L(t))− 2
MT0

∫
MT0

sα(t)L(t)dt.

:��K;

)� 
	 	������� �3�������" 
�� �� ��� ���� �9� ���� ����� ��� �%	
�	��
���
��	�� :��6;�� ,������� 	
 �
�� � �9� ���" �� �����
� �� ��
��
� ���
��	��
:6�4I; ' �
 0��0� � 2�� 
	 �������
	���� 
���	
 �� ��  �� 2�� 
	 ���%�
����� �

	�  �����	� � 
	 ���	
 ��� 
	 #������ ∆ (t) = βα (t) |α=0� �� ���	 #�� 	" ��
�������

IA =
1

MT0

∫
MT0

sα(t)L(t)dt

=
1
N

∫
N

(
N∑

n=1

c[n]βα (t− n)

)(
N∑

n=1

x[n]∆ (t− n)

)
dt.

(	����� ��� �
 ������� �� �	��� � 
	� #�������� ∆ (t) ' βα (t)" ' � 
	
��������	 �	��� � 
	 ��������	 x[n] �� � � 
�� ���!������� α=��
��� c[n]"

�2�
� !�� �� ����������� ����� � ������ �� � ���� ���������� 
� �� ����������� α7�����
B���
� α = 0C� �� �����E�� ���
� B'�4C� ������� ;�� (L(t)) = A2(2 + cos ω0)/6�



��6 &��	 �����	
 � ���	
�� ���� �����	� �������	� 4HK

����
�	

IA =
1
N

N∑
k=1

c[k]

⎛
⎝ 2∑

j=−2

f [k + j]
∫ ∞

−∞
βα (x− k)∆ (x− k + j) dx

⎞
⎠

=
IA0

N

N∑
k=1

c[k]f [k] +
2IA1

N

N∑
k=1

c[k]f [k + 1] +
2IA2

N

N∑
k=1

c[k]f [k + 2],

:��H5;

���

IAn =
∫ ∞

−∞
βα (x) ∆ (x− n) dx = IA−n, :��HH;

��'�� %	
���� �� ��
�� ���

IA0 =
3α3 − 10α2 + 40

60
,

IA1 =
−2α3 + 5α2 + 10

60
,

IA2 =
α3

120
.

8�� ���!������� α=��
��� � ��	 �������� �������	 %����� 	�� ���

c[n] = x[n] · Dα(z)|z=ejω0 = A sin (ω0n + Φ0)
3

3 + α(cos ω0 − 1)
,

��� 
� 2�� 
�� �� 	������ � :��H5; �� 	� �
 %	
��

N∑
n=1

c[n]x[n + k] =
3A2

3 + α(cos ω0 − 1)

N∑
n=1

sin (ω0n + φ0) sin (ω0(n + k) + φ0)

=
A2N

2
3 cos (ω0k)

3 + α(cos ω0 − 1)
.

7��	
 ����" :��H5; �� ��������� �� �

IA =
A2

2
3

3 + α(cosω0 − 1)
(IA0 + 2 cos (ω0)IA1 + 2 cos (2ω0)IA2) . :��H4;

��� 
� �	���" �������'��� :��H4; ' :��6; �� :��K;" �
 ���	 �����	
 � 
	
�������
	���� α=��
��� � ��	 ���	
 �����	
 � 	 �
��� A ' #��������	 ω0

�� 	 �
 %	
��

�r (sα(t)) =
A2

2
9 (I0 + 2 cos (ω0)I1 + 2 cos (2ω0)I2 + 2 cos (3ω0)I3)

[3 + α(cos ω0 − 1)]2

+
A2

2
2 + cosω0

3

− A2

2
6 (IA0 + 2 cos (ω0)IA1 + 2 cos (2ω0)IA2)

3 + α(cos ω0 − 1)
,

:��HI;



445 ��9���� �� <	��	��	 ' ��	%�	 � �������
	���� α=��
���

��� 
	� ������	
�� ����		� ��� In � IAn ��� ��
��� ��� �� α ��� %	
�� 	�
��� :��L; ' :��HH;" ��������%	 �����
)� �!����%	" �
 ���	 �����	
 � 
	 �������
	���� α=��
��� � �� ���	
 �����=

	
 � 	 �
��� ����	��	 �����" �3�
���%	 ����" � �� #��������	 ������	 ω
' �
 %	
�� �
 �	�� ���� � ��	%�	 α" ����� 
	 �3�������

�r (α, ω) =
9 (I0 + 2 cos (ω)I1 + 2 cos (2ω)I2 + 2 cos (3ω)I3)

[3 + α(cos ω − 1)]2

− 6 (IA0 + 2 cos (ω)IA1 + 2 cos (2ω)IA2)
3 + α(cos ω − 1)

+
2 + cosω0

3
,

:��H6;

�
 ���	
 2�� ������	 ��� 
	 %	��	��	 ' 
	 ��	%�	 � 
	 �������
	����
α=��
���" �
 ���	 �����	
 		 ��� 
	 	������� �3������� �� ��	 #������  �=
�����	 ��������� �
 �	�� ���� � ��	%�	 α �	�	 ��	
2���� #��������	" ω"
�������		� [���	 ���� �3���� ��	 ��2���	 ������ ���3� 	 	 
	 #��������	 �
+'2���� ' �	�	 %	
���� � α ���3� �� 	 ��� :%�� 
	 7����	 6�H4; �� ��� �

���	 �����	
 �� �������	 ���� �����	���" 	��2�� ���������� ��� �������� 	 α�
�� 
	 ���	
 	 �������
	� #���	 ��	 ��������	 	�����	��	" x[n]" �
 ���	 �����	


� 
	 �������
	���� α=��
��� �� ����	 �	
��
	� 	 �	���� � �� �7�" X [k]" ' 
	
#������ :��H6;�

�r (sα(t)) =
1

N2

N−1∑
k=1

|X [k]|2�r (α, ω = 2πk/N) ,

,�"� 2�� ���	��� �� � 	
�������	�
 α+���	
�
�� ������ �����	�

)� �
 �	�� � �������	� 
	 �������
	���� α=��
��� � ��	 ���	
 	
�	����	"
X[n]" ��� 	��������
	���� RX[n] ' ����	 �������	
 � �������	 |SX(ω)|2"
�
 �������� �
 ���	 �����	
 �� ���� ���	�
���� �� � 
	 �������	 � 
	 ���	

	
�	����	 J(t) ���������		 �� 
	 7����	 ��4� �� ��0	 !���	 ��� �� ����
���
2�� �
 ����� 	 2�� �	
��
	 �
 ���	 �����	
 � 
	 �������
	���� α=��
��� �����
��	 ��������	 	
 � ��
��

hJ(t) = ηα(t)−∆ (t) ,

' ��	 ��������	 �� #��������	

HJ (Ω) = Hα(Ω)−H∆ (Ω) = sinc 2(Ω/2π)
(

3 sinc 2(αΩ/2π)
3− α(1− cosΩ)

− 1
)

.

��� 
� �	���" 
	 	��������
	���� � 
	 �	
�	" RJ(τ)" ����

RJ(τ) = RX[n] ∗ (hJ(τ) ∗ hJ(−τ)) ,



��L &��	 �����	
 � ���	
�� 	
�	����	� 44H

'" �������	�� :��L; ' 
	 �� ����	 � 
	� #�������� ηα(x) ' ∆ (x) 2�� �����%��=
���" �� �����
� ��������

RJ(τ) = RX[n] ∗ [ηα(τ) ∗ ηα(τ) + ∆ (τ) ∗∆ (τ)− 2ηα(τ) ∗∆ (τ)] . :��HL;

7��	
 ����" �	�����
	���	�� ���	 �
�� 	 �3������� �	�	 τ = 0" �� �������
�
 ���	 �����	
 � 
	 �������
	���� α=��
����

+����� #*��
 2�����


�� �
 ������� 	 �������
	� �� �
	��� ' �  ��	 ��
	" �� ����" RX[n] =
σ2
Xδ[n]" ��������" 0	����� ��� � :��HL;" 
	 �������	 �
 ���	 �����	
 � 
	
�������
	���� α=��
��� �� ���� �������� �� �

�r (Sα) = σ2
XRJ(0) = <	� (Sα) + <	� (Sα)|α=0 − 2σ2

X

∫ ∞

−∞
ηα(τ)∆ (τ) dτ,

��� <	� (Xα) �� 
	 %	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� ' <	� (Xα)|α=0 
	
%	��	��	 � 
	 �������
	���� 
���	
@ ��'�� %	
���� %���� 	�� ��� :��O;� )�
��	��� 	 
	 ������	
" 9��	 �� ���� �	
��
	� �� �∫ ∞

−∞
ηα(t)∆ (t) dt = 2

∫ 1

0

(∑
n∈Z

dα[n]βα (t− n)

)
(1− n)dx

= 2
∑
n∈Z

dα[n]
∫ 1

0

(1 − t)βα (t− n) dx,

���" ���� 	
 ������� 
��	
 � 
	 #������ βα (t) " 
	 ������	
 ����	 ����
�� 	 %	
���� �� ��
�� �	�	 n = −1, 0, 1, 2� ��	� �����	� ����	������ 	
����	��	�
�� ������� 
	 �������	 �
 ���	 �����	
 � 
	 �������
	���� α=��
��� �� #������
�
 ��
� z1 �
 !
��� ������ α=��
����

�� 0 ≤ α ≤ 1
2 " ��������

�r (Sα) = 2σ2
Xz2

1

35z6
1 − 35z5

1 − 376z4
1 + 380z3

1 + 1985z2
1 + 895z1 + 140

105(z1 − 1)4(z1 + 1)3
.

�� 1
2 ≤ α ≤ 1" ��������

�r (Sα) =
−σ2

X

1632960z4
1(z1 − 1)4(z1 + 1)3

[
z18
1 + 69z17

1 + 2034z16
1

+ 33108z15
1 + 319128z14

1 + 1784664z13
1 + 3832668z12

1

+ 2437620z11
1 − 8374158z10

1 − 25010630z9
1 − 31920144z8

1

− 23353956z7
1 − 10406256z6

1 − 2787792z5
1 − 550332z4

1

−60516z3
1 − 3867z2

1 − 135z1 − 2
]
;
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A
r(S

α )
 / 

dα

.	���� ��&� &��	 �����	
 � 
	 �������
	���� α=��
��� � ���	
�� �
	��	� :��=
2����	; ' �� ���%		 �������� 	 α :����0	;�

#������ 2��" �� � �� �����	�	 ' �� �����%	 �� 
	 7����	 ��I" ������  ������	=
 ���� ��� z1" ��� 
� 2�� �����  ������	 ���� ��� �������� 	 α" �� ����" �	�	
�� ������� �
	���" �
 ���	 �����	
 � 
	 �������
	���� α=��
��� ����� ���#�� �
	� ���	 �� �
 �	�� ���� � ��	%�	 α�

+����� #*��
 ��������
 
������


�������� �
 �	���	 ����� ���%�	 ���� ��	���

	� �	�	 �
 ��
��
� � 
	
��	%�	 ' 
	 %	��	��	 � 
	 �������
	���� α=��
��� � ���	
�� 	
�	����	� �����=
	
��" �
 ���	 �����	
 � �� ������� ����������� � #��������	 ω0 ' %	��	��	 σ2

X

����� ��	 �3������� �� �
	� 	 :��HI;� )� ���������

�r (Sα) = σ2
X

9 (I0 + 2 cos (ω0)I1 + 2 cos (2ω0)I2 + 2 cos (3ω0)I3)
[3 + α(cos ω0 − 1)]2

+ σ2
F

2 + cosω0

3

− σ2
F

6 (IA0 + 2 cos (ω0)IA1 + 2 cos (2ω0)IA2)
3 + α(cosω0 − 1)

.



�������� �

)*������	�� �� �� ����
α�����	� 	� �	�"����

7��� ������	�
�� �� � %�� α+���	
� 
� �
	'����

8	� �3��������� � 
	 �	�� α=��
��� �� ���#�� �" βα (t)" �������������� 	

%����� �� ���������� � ���� [t0, t1, t2, t3, t4] ' �������	�� �
 %����� ��=
�	���	 ����� ���� [h1, h2, h3, h4]" �� �������� ������	�� ���� %���� :6�MO; �
����������� 
�� %	
���� � :6�J5;�

)� �
 �	�� � 2�� 0 ≤ α ≤ 0,5�

• �� t1 − αh1 < t < t1"

βα (t) =
(t− t1 + αh1)3

α2h1(h1 + h2)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)
.

• �� t = t1"

βα (t) =
αh2

1

(h1 + h2)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)
.

• �� t1 < t < t1 + αh2"

βα (t) =
α3h2

1h2 + 3α2h1h2(t− t1) + 3αh2(t− t1)2 − (t− t1)3

α2h2(h1 + h2)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)
.

44I
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• �� t = t1 + αh2"

βα (t) =
αh1 + 2αh2

(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)
.

• �� t1 + αh2 < t < t2 − αh2"

βα (t) =
αh1 + 2αh2 + 3(t− t1 − αh2)

(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)
.

• �� t = t2 − αh2"

βα (t) =
αh1 + (3 − 4α)h2

(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)
.

• �� t2 − αh2 < t < t2"

βα (t) =
αh1 + 2αh2 + 3(t− t1 − αh2)

(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)

− [αh1 + (3− α)h2 + (3− α)h3 + αh4](t− t2 + αh2)3

α2h2(h2 + h3)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)(αh2 + (3− 2α)h3 + αh4)
.

• �� t = t2"

βα (t) =
αh1 + (3− α)h2

(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)

− αh1 + (3− α)h2 + (3− α)h3 + αh4

(h2 + h3)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)(αh2 + (3− 2α)h3 + αh4)
αh2

2.

• �� t2 < t < t2 + αh3"

βα (t) =
αh4 + 2αh3 + 3(−t + t3 − αh3)

(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)

− [αh4 + (3 − α)h3 + (3− α)h2 + αh1](−t + t2 + αh3)3

α2h3(h3 + h2)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)(αh3 + (3− 2α)h2 + αh1)
.

• �� t = t2 + αh3"

βα (t) =
αh4 + (3 − 4α)h3

(αh4 + (3 − 2α)h3 + αh2)
.

• �� t2 + αh3 < t < t3 − αh3"

βα (t) =
αh4 + 2αh3 + 3(−t + t3 − αh3)

(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)
.
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• �� t = t3 − αh3"

βα (t) =
αh4 + 2h3

(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)
.

• �� t3 − αh3 < t < t3"

βα (t) =
α3h2

4h3 + 3α2h4h3(−t + t3) + 3α(−t + t3)2 − (−t + t3)3

α2h3(h4 + h3)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)
.

• �� t = t3"

βα (t) =
αh2

4

(h4 + h3)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)
.

• �� t3 < t < t3 + αh4"

βα (t) =
(−t + t3 + αh4)3

α2h4(h4 + h3)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)
.

• �� t ≤ t1 − αh1 � t ≥ t3 + αh4"

βα (t) =0.

�� �� �������	 0,5 ≤ α ≤ 1�

• �� t1 − αh1 < t < t1"

βα (t) =
(t− t1 + αh1)3

α2h1(h1 + h2)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)
.

• �� t = t1"

βα (t) =
αh2

1

(h1 + h2)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)
.

• �� t1 < t < t2 − αh2"

βα (t) =
α3h2

1h2 + 3α2h1h2(t− t1) + 3αh2(t− t1)2 − (t− t1)3

α2h2(h1 + h2)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)
.
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• �� t = t2 − αh2"

βα (t) =
α3h2

1 + (1 − α)h2(3α2h1 + (1 − α)(4α− 1)h2)
α2(h1 + h2)(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)

.

• �� t2 − αh2 < t < t1 + αh2"

βα (t) =
α3h2

1h2 + (1 − α)h2
2(3α2h1 + (1− α)(4α− 1)h2)

α2h2(h1 + h2)(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)

+
3h2(α2h1 + (1− α)(3α− 1)h2)(t− t2 + αh2)

α2h2(h1 + h2)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)

+
3h2(2α− 1)(t− t2 + αh2)2 − (t− t2 + αh2)3

α2h2(h1 + h2)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)

− [αh1 + (3− α)h2 + (3− α)h3 + αh4](t− t2 + αh2)3

α2h2(h2 + h3)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)(αh2 + (3− 2α)h3 + αh4)
.

• �� t = t1 + αh2"

βα (t) =
αh1 + 2αh2

(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)

+
[αh1 + (3− α)h2 + (3 − α)h3 + αh4](1 − 2α)3h2

2

α2(h2 + h3)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)(αh2 + (3− 2α)h3 + αh4)
.

• �� t1 + αh2 < t < t2"

βα (t) =
αh1 + 2αh2 + 3(t− t1 − αh2)

(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)

− [αh1 + (3− α)h2 + (3− α)h3 + αh4](t− t2 + αh2)3

α2h2(h2 + h3)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)(αh2 + (3− 2α)h3 + αh4)
.

• �� t = t2"

βα (t) =
αh1 + (3− α)h2

(αh1 + (3 − 2α)h2 + αh3)

− [αh1 + (3− α)h2 + (3 − α)h3 + αh4]αh2
2

(h2 + h3)(αh1 + (3− 2α)h2 + αh3)(αh2 + (3− 2α)h3 + αh4)
.

• �� t2 < t < t3 − αh3"

βα (t) =
αh4 + 2αh3 + 3(−t + t3 − αh3)

(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)

− [αh4 + (3 − α)h3 + (3− α)h2 + αh1](−t + t2 + αh3)3

α2h3(h3 + h2)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)(αh3 + (3− 2α)h2 + αh1)
.
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• �� t = t3 − αh3"

βα (t) =
αh4 + 2αh3

(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)

+
[αh4 + (3 − α)h3 + (3− α)h2 + αh1](1− 2α)3h2

3

α2(h3 + h2)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)(αh3 + (3− 2α)h2 + αh1)
.

• �� t3 − αh3 < t < t2 + αh3"

βα (t) =
α3h2

4h3 + (1− α)h2
3(3α2h4 + (1− α)(4α− 1)h3)

α2(h4 + h3)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh4)

+
3h3(α2h4 + (1− α)(3α − 1)h3)(t− t2 − αh3)

α2(h4 + h3)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh4)

+
3h3(2α− 1)(t− t2 − αh3)2 − (t− t2 − αh3)3

α2(h4 + h3)(αh4 + (3 − 2α)h3 + αh4)

− [αh4 + (3− α)h3 + (3 − α)h2 + αh1](t− t2 + αh3)3

α2h3(h3 + h2)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)(αh3 + (3− 2α)h2 + αh1)
.

• �� t = t2 + αh3"

βα (t) =
α3h2

4 + (1− α)h3(3α2h4 + (1− α)(4α− 1)h3)
α2(h4 + h3)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)

.

• �� t2 + αh3 < t < t3"

βα (t) =
α3h2

4h3 + 3α2h4h3(−t + t3) + 3α(−t + t3)2 − (−t + t3)3

α2h3(h4 + h3)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)
.

• �� t = t3"

βα (t) =
αh2

4

(h4 + h3)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)
.

• �� t3 < t < t3 + αh4"

βα (t) =
(−t + t3 + αh4)3

α2h4(h4 + h3)(αh4 + (3− 2α)h3 + αh2)
.

• �� t ≤ t1 − αh1 � t ≥ t3 + αh4"

βα (t) =0.
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�������� �

�������� α�����	�

���� ,�������	�
�� ��� �9��	
� �� ������	�+
�	�


)� ���� 	�9���� �� � �����	 2�� �
 �9� ��� � ����
	���	���� :L�H6;"
�������������� 	 �� �	��� �
  ��
� α�G8 ���	�		� ��	 ���	���	 b ≥ 0"
����� �� �� ����	 �����  ������� ���������� ��� �������� 	
 �	�� ���� �
��	%�	 α ≥ 0 �	�	 ��	
2���� %	
�� � b ' � 
	� �����	���� c1 ' c2� ����%	��

	 �3������� :L�H6; ��� �������� 	 α �� �������

d||P 2
s f ||2

dα
=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−8
3α2 (c2

1 + c2
2), α ≤ b/2;

−8
3α2

(
c2
1 + c2

2 + 2c1c2
(2α−b)2

α2

(
2α−b

α − 3
2

))
, b/2 ≤ α ≤ b;

−8
3α2

(
c2
1 + c2

2 + 2c1c2
2(3b3+4α3−6b2α)

3α4

)
, α ≥ b.

:)�H;
)� �%����� 2�� 
	 	������� �3������� �� ���	��%	 �	�	 α ≤ b/2� )� �
 �	��

� 2�� b/2 ≤ α ≤ b" �� ���� ���������� :)�H; �� �

d||P 2
s f ||2

dα
=
−8
3α2

[
c2
1 + c2

2 + 2c1c2θ1

(
2α− b

α

)]
, :)�4;

����� θ1(x) = x2(x− 3/2)� ,����	�� 2�� �
 �	�� ���� � ��	%�	 ��� ���
�� ������%� ' 2��" �� ���� �	��" b/2 ≤ α ≤ b" �������� 0 ≤ 2α−b

α ≤ 1" ��� 
� 2��∣∣∣∣θ1

(
2α− b

α

)∣∣∣∣ ≤ 1;

����
�	�� 2�� :)�4; �� �� ������%	" 	� 2�� ��� ��� �� �� �
� 2�� c2
1 + c2

2 +
2kc1c2 ≥ 0 �� |k| ≥ 0�

44K
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	� α=��
���

�� ���	
 #�� 	" ��	�� α ≥ b" �� �����
� �3����	� :)�H; �����

d||P 2
s f ||2

dα
=
−8
3α2

[
c2
1 + c2

2 + 2c1c2θ2

(
b

α

)]
, :)�I;

����� θ2(x) = (6x3 − 9x2 + 2)/2� ������ 2�� α ≥ 0" b ≥ 0 ' α ≥ b" ��������
0 ≤ b

α ≤ 1� 7��	
 ����" �� � �����	 2��∣∣∣∣θ2

(
b

α

)∣∣∣∣ ≤ 1,

��� 
� 2��" 0	����� ��� � 
	 �����	
	 ���	���
	�" �� ������� 2�� :)�I; ��
 	'�� � ���	
 2�� �����
)� �!����%	" :)�H; �� ��	 #������ �� ������%	 �	�	 ��	
2���� %	
�� � α" b"

c1 ' c2 �������	�" 0��0� 9��� 2�� � �����	 2�� �
 �9� ��� � ����
	���	����
��������� �� :L�H6; ������  ������	 ���� ��� �
 �	�� ���� � ��	%�	 α�



�������� �

+���������	�� � ��� ,�� -�
���� ����� �� �����&����	 ��
�� �����

)� ���� 	�9���� �� ��� ��	� 
	� ���
��	������ 	 
	� 2�� 0	 	� 
��	� 
	
��	
��	���� � 
	 �������� �����" �	��� �� ��%���	� �� � �� ��������� �	����	
��
� ������	����	
���

-��� 8��	���

�� �� 8����=(�����	" �� �	��	 	��	" �� �������" �� ����" �� �	��	
���"
)� *

���" �� ���	���" �� ������" �� �0	���
 ' 7� �� �	���	� .*����	

������� 	� �0��� #����� �� 	 2�	��=� 	�� ��������� #�� ��	
 �� � %���	����
 ��������� 	� �������%�  	�����	��� �# 
	��� ��D�� �
������ �����	=
����/� K������ �( ������
&��� ?����
�� 1������ ��� 1��������� " �� � K"
�� HH" �����	� KIOYK6M" ��%�� ��� HKKK�

�� 8�����" �� �� �	��	
���" �� ������ ' �� �	��	 	��	� .������ �# ��=
 �
�	����� �	 �
��� �'��� � �	�� �� #�	�����	
 �
	' 8	��	��� !
����/�
�666 2�������
��� �� �
���
�� ��� 1������ ��! �����& ��� �
&
��� 1
&���
@������
�& " 4555�

�� ������" �� �	��	
���" �� �	��	 	��	" �� 7������� ' �� �	�������
.+��
���	���' ���� 	���� �� ��D�� 	 �
�!��� �	�� �� ����	 �
� �� =
���	
 	�	/� �666 2�������
��� �� ������������
�� ��� ?���������� "
�� � L5" �� 6" �����	� OO4YOOJ" 	����� 455H�

4IH



4I4 ��9���� 7� ���
��	������ � 
	 �����

�� �	��	 	��	" �� ��	���" �� 8��	��" �� �	��	
��� ' 8� <��
%	� .���=

��� ���
���	� ��D�� 	 �
�!��� �� *7�� �'��� � #�� ����	 �
� 	�	�
	 �� �	�	��%� ���' ����� ��	
  �	���� ����/� 6���1�@ K������ ��
����
�� 1
&��� @������
�& " " �� H4" �����	� H4HKYH44O" 455I�

�� �	��	 	��	" �� ��	���" �� �	��	
��� ' 7� ����=,�
	�� .������%� �� �=
�!���� �����0����	
 �	������ #�� ��
�� �0	����/� ���
�
�� ���� �� ��%�

���
)� �� 1
&��� @������
�& " 4556�

-��� ,�
������ 	
���
�	�
���

�� 8�����" �� �	��	
���" �� �	��	 	��	" �� ������ ' )� >� ��=�������
.�� �
�	����� �	 �
��� �' ����	
 �0	�� ����������/� )� @���� ������
������
�� ��� ?���������� 2��.����&� ���(������" �����	� KO5YKO6�
*�	D	"  	'� HKKJ�

�� 8����=(�����	" �� �	��	 	��	" �� ����" �� �	��	
���" �� ���	���"
�� ������ ' �� )�0�%	���	� .-�	��=� 	�� �����	
 !��� ������ �'��� #��
��	
 �� � 	� �������%�  ��������� �� 
	��� ���	����  	�0����'/� )�
@���� �,6J76�����" �����	� OLOYOM4� HKKO�

�� ����" �� 8�����" �� ������" �� 8����" 7� �	���	 ' �� �	��	
���� .�
��%�
 �� �
�	����� �	 �
��� ���0��2�� 	� ��� 	��
��	���� ��  �
�������
�����	
 !��� ������ 	���
��� �����/� )� @���� ��������
���� ���(������ ��
1
&��� @������
�& ����
���
��� ��� 2��.����&� " �� � 4" �����	� OLOYOM4�
�������" ������ ��� HKKO�

�� ������" �� �	��	
���" �� �	��	 	��	" �� 8����� ' �� 8��	��� .�����!�
��� �	��  ��������� �'��� #�� 0'��=�����	��� ����/� )� @���� �����
���
���� ���(������ �� 1
&��� @������
�& ����
���
��� ��� 2��.����&� "
�� � 4" �����	� KI4YKIM� �������" ������ ��� HKKO�

�� ������" �� �	��	
���" �� �	��	 	��	" �� 7������� ' �� �	������� .+��=

���	���' ���� 	���� �� ��D�� 	 �
�!��� �	�� �� �����	 �
� �� ���	

	�	/� )� @���� ������������
�� ��� ?���������� 2��.����&� ���(����
��" �� � 4" �����	� H4MMYH4JH� ?	
�� ���"  	'� 4555�

�� ������" �� �	��	
���" �� ����" �� �	��	 	��	 ' 8� <��
%	� .��
��� ��
��
�0	���� D��0 ���=7��� 	�  	��0� !
��� �����%��/� )� @���� 6�������
1
&��� @������
�& ���(������" �����	� HY6� ���
����" 7�	���" 4554�

�� ������" �� �	��	 	��	" �� �	��	
��� ' 8� <��
%	� .�	�	 ����� � ���0���
�# ��
��� �������
	����/� )� @���� ��������
���� ���(������ �� ������
���
1����.� ��� 1
&��� @������
�& � ������	
"  	'� 4556�



7�I ��������� �	����	
�� 4II

-��� ,�
������ 
�	�
���

�� 8�����" �� ������" �� �	��	
��� ' �� �	��	 	��	� .���
���� ' �����
� ����� 	� � ���	�� #�	�����	
 �	�	�� �� ����� ������� � �������
	=
���� 7�, � ���� �	1�/� )� ����� ��� 1
����
�� ���
���� �� �� ��1� "
�� � H" �����	� J4HYJ46� ?�
�	�" ������ ��� HKKJ�

�� 8��	��" �� �� >	���	" �� ������" �� �	��	
���" �� �	��	 	��	� .���=

	� �� 
���	
 � ��������%��  ��	��� #�������� 
���	
�� 	 ��	 �� ��	%�=
�		�/� )� ����� ��� 1
����
�� ���
���� �� �� ��1� " �� � 4" �����	�
4HJY445� ?�
�	�" ������ ��� HKKJ�

�� ����" �� ������" �� �	��	
���" �� �	��	 	��	� .���#�� 	���� ���� 	 �
���	
�� � �� ����	������ ��� ��
���� �������/� )� ����� ��� 1
����
��
���
���� �� �� ��1� � �	��" ������ ��� 455H�



4I6 ��9���� 7� ���
��	������ � 
	 �����



�������� �

�!������ � ����(��
����

)� ���� 	�9���� �� ������� 
	 �� ��
���	 ���
��		 �� 
	 ����� ' �� ��� �=
�	� 
	� 	���%�	���	� � �
�		��

6��� /	�%����4

� 
� 
	��� � ���	 ����� �� ���
��	" �� 
	  ��	 � 
� �����
�" 
	 �� ���
	���	
�����	 �
 ������	� � ���	
� ���" 
	� ���	
�� :� #��������; ���� ������	
�� �
%	��	�
� ����������� �������	 �� ����	� ��� ��0	 %	��	�
� ����� �	�9������"
�� � ��� �1� �
�

x(t)" � ���� f(x);

 �����	� 2�� �� ��	��#�� 		 � 7������ �� ������� �� �

X(Ω) = TF {x(t)} ,

����� Ω = 2πf 
	 #��������	 �������	 �� �	�	��� ��� �������
��� �
 �����	����" 
	� ���	
�� :� #��������; � %	��	�
� ����������� ������	

�� ����	� ���
��	�� ����0����" �� ����"

x[n],

����� �� ��	��#�� 		 � 7������

X(ω) = TF {x[n]} ,

��� ω �� 
	 #��������	 ������	�
,������� 	 
	� ���%		� :�#������	� �� �
 �	�� �������;" ' ��� ��� 2�� ��

���%�2�� ���#�����" �� � �
�	 �
 ��������� #�� 	��

x(1)(t)" �" �� �
 �	�� �������" x(1) [n].

4IL



4IM ��9���� >� �� ��
�� ' 	���%�	���	�

)� �
 �	��  �
��� ������	
" 
	 ���%		 �	���	
 ��� �������� 	 �����	 %	=
��	�
� ���
��	 
	 �� ���
	���	

∂f(x)
∂x1

.

�	�	 ����	� %������� �� ���
��	� �	�	������ ��  ������
	 ' ������	 :���
�1� �
�" x;" 
���	�  	'����
	� �� ������	 :A; �	�	 
	�  	������ ' 
���	� �����	�
 ������
	� �	�	 
�� �	�� ����� :�� � α � γ;� 8�� ���	���� %������	
�� �� �=
���	� ���
��	�� 
���	�  	'����
	� �� �����%	 :X ; '" �� ��	������" ��� 
	 �	��
�����	��	 ����� �	�9������" �� � �� V (βα)� )� ��0�� ���	����" �
 �������
������� �� ���������	 �� � 〈x, y〉 ' 
	 ��� 	 �� � ‖x‖�
8	� %	��	�
�� 	
�	����	� �� ����	� � �
�	�� 
���	� �����	�  	'����
	�

�� ������	 :�� � Θ;" ' �� �����	��	  	�� ����	 �� � ) [Θ]� ,������� 	 
��
�������� ������������" �� ���
��	� 
���	�  	'����
	� �� ������	 �����	� � 
	
%	��	�
� ����������� ����� �	�9������ � ����0���� :��� �1� �
�" X(t) ' X[n];�

6��� �%���	����

���,� ,�
	���� � �������	 �
 �	�	
 	'	����� :�������� �.����� @�8��
���
�;�

���� ���%����� 	�	
�����=����	
 :�����& �� �
&
��� ���	�����;�

���� �������� � ��#�� 	���� � �E	�E� :�=�
=�;� ��(�����
�� ��
���
��;�

�G>+� ,��� 	���%� �
	��� >	����	�� :���
�
	� I.
�� F����
�� ��
��;�

?�� �	��1	 ���������	
 :/
����&���� @������;�

��G8� �	������ 
���	
 	 ��	 �� :��G8� �����
��� @
���8
��,
����;�

���� ���%����� ����	
=	�	
����� :�
&
��� �� �����& ���	�����;�

)��� ���
� ��
��� ��� � ��%�
%���� :6�	����� @������
�� ?����;�

7�7� 7�
��� � ���	�� #�	�����	��� :�����
���� ����� �
����;�

7)�� ��	������� � �#���� � �	 �� :�
��� 6���� 2����
����;�

7�,� ,�������	 	
 � ��
�� !���	 :�
�
�� ������� ��������;�

>��?� ?�� � ������ ���	���� �)))6OO�H :F������ @������ �����(��� /��;�

>,?7� 7������ � �	�� �	�	
 �����	
��		 :F������
-�� ���
�� /��
� ����
�
��;�

()��� ��	������� ��� ��	�  �%�
�	 �
��������	 :0
&. 6������� ?�%
�
��
2����
����;�



>�4 ����%�	���	� 4IJ

(��� � �
�!�	�� � �������	 :(��� 0
&. @�8�� ����
 ��;�

��,� ,�������	 	
 � ��
�� ��!���	 :�� �
�� ������� ��������;�

���� �����#������	 ����� �� ��
�� :��������%�� �����(������;�

8��� ��� � ����	 8	���=����
�� :,����������� ����������;�

8��� ������	
	 
���	
  	�����	
 :,
���� ?���
" �������
��;�

8�?� ?��  ���� �����!�	��%� :,���� 1
&�
 ���� /
�;�

���� ��3� � � ������
��
 :?�"
��� � @�����
��
;�

��,�� ,�������� 		��	��%	  �
��%	��	�
�  ��	��� ��
���� :?���
	��
���
�������
	� ��&����
�� 1��
���;�

��8� ���� 	 
������ � ���������� :?
�
��� �����
��
�� ,��&�.;�

�8�� ����������  �
���	�	 :?���
����� @���������;�

����� ��������  ���
����� ������	� �  ������	� :?
���8�	� ?����
�.
�
����&����� �
���
�;�

�*��� �������
	���� �  �3� � ���� '  ��� � ������� :?�"
��� J����
����������
�� �( ?
�
��� 1������;�

++� ,� ������	
 :������ ���8��=;�

++,� ,�������� ��� %�����  �� ����	�� :������� ��
&.%��� ��&����
��;�

+,S� ����� � 
���	 ��� ������� 	 ���� :��������� �� H���;�

*?*� +�%�
 � �������	 � �	
�	 ��� ��	1� � 
	 �	���	���� :J����� /��=
J� ;�

���� ���
	���� ��� 	 �
��� � ��
�� :@���� ����
���� ?������
��;�

���,� ,�
	���� �������	 � ���� 	 �������	  ��	 :@��=���	���&� @�8��
���
�;�

��,� ,�������� ��� ���2��	 � ���'������ :@������
�� @����
� ��&����
��;�

���=?�� �	��1	 ���������	
 �� ��!��	 ������%	 ���� :@��
�
	� 1��
�� �

�� /
���.�&���� @������;�

�G8� 8���	
 	 ��	 �� :@
���8
�� ,
����;�

-��� ��#�� 	����  ���	 ��	�����	 :G������
� ?����� ��(�����
��;�



4IO ��9���� >� �� ��
�� ' 	���%�	���	�

,*�� �� ���	 � ��
� 
�����	 :���� J��� ?�����;�

�T(� �������� ' ��������� :1����� ��� 0���;�

�),� ,�
	���� ���	
 	 ����� :1
&��� �� 6���� ���
�;�

�+,� ,�
	���� ���	
 	 ���� :1
&��� �� ��
�� ���
�;�

���� �����	 	���� �� ��!��	 ���%�3	 :1��
�� �
�� @��&����
�&;

��G8� 8���	
 	 ��	 �� ��	%��	� :1����.�� @
���8
��,
����;�

�-,�� ,	�� ��	�		 � ������ 	
�	� :1����� ���� ��
������
��;�

�-,��� ,	�� ��	�		 � ��
��� ������ :1����� ���� ��%
� 1��
��;�

����� � �
�!�	�� � �������	 � ���	� ��
�� :1��
� 1���� @�8�� ����

 ��;�

�<�� ��2���	� � %������� ������� :1������ >����� ?��.
��;�

�G�� ���� � ��	 ��������%	 :2��	��
�&I�	� 2�%�;�

$G?� ?	�	 �
��	 	��0	 :�����8
�� /���;�

G8�+� ,� � ���	 
��	
 ��	
� ����	 :I
������ ,���� ����� ���8��=;�



%��������"!�

P����
 	W	���O6Q �� �� ����
 	W	���� .7��2����'=������� ���
���	� 2�	=
�	����  ��
 #�� �G� 	 �
�!���/� �666 2�������
��� ��
������
���
��� " �� � I4" �� O" �����	� KO4YKOM" HKO6�

P�0
����MJQ �� (� �0
����" )� +� +�
��� ' �� 8� G	
�0� 2.� �.���� �(
���
��� ��� �.�
� ����
���
��� � ��	� �� �����" *�
	��"
HKMJ�

P����� 	�M6Q �� ����� 	�" )� ?�	%�� 	� ' 8� ,�������� .�0�������	

#���	����� �# �0� �������	
 #�������  ��0� �� �	�����
����������� 
�	�����/� �������
�� ��� ������ ������� "
�� � 4L" �����	� O4HYOIJ" HKM6�

P�E	�E�J6Q (� �E	�E�� .� ��D 
��E 	� �0� ��	������	
  ��
 �����!=
�	����/� �666 2����� �������� ������" �� � HK" �����	�
JHMYJ4I" HKJ6�

P�
	�0	55Q +� �� �
	�0	 ' �� R	�	
� .>����	
��� �	���=������ !
����/�
�666 2�������
��� �� ������
���
��� " �� � 6J" �����	�
KOKYKKJ" 1�
�� 4555�

P�
�����K6Q �� �
����� ' �� $����� .�	 �
��� ��������� �� #�������
��	��� 	� 	�' ������ �2��%	
���� D��0 �0	����W� �	 =
�
��� �0���'/� �����
��� �����
���� ������
� ��� J��
�

-��
��" �� � HL" �����	� HY4H" #������ HKK6�

P�������J6Q ?� �� *� �������" R� 8� (��� ' +� �� ����� .,������%� 	
=
�����0 #�� ������	
 #	������	����/� �666 2�������
��� ��
�
���
�� ��� 1������ " �� � 4H" �����	� J64YJL5" ��%�� =
��� HKJ6�

P?	���JHQ �� G� ?	��� ' �� >� G	���� .)��� 	���� �0� ��	������� ���=
D��� �D� ������������ ���	��0� 
����/� /
�����
=�" �� � LO"
�����	� L4LYLI6" HKJH�

4IK



465 ?�?8�*>,�7N�

P?	��

�55Q �� ?	��

� ' �� �����	��� .�0�������	
 	�	
'��� 	� ���=
#�� 	��� �# *7�� ����	
� �� ���
���	� �G>+ �0	���
�/�
�666 2�������
��� �� ������
���
��� " �� � 6O" �� I" ��=
���	� 6I5Y66H" 4555�

P?	�D���K5Q �� ?	�D���" �� ?�

� ��� ' ?� S� ���	D�E�� .�����	
 ������=
���� �# �T� ���%������ ����� �� ��  �
���
�3��� �
	'/�
�666 2�������
��� �� ������������
�� ��� ?���������� "
�� � IK" �����	� JMYJK" #������ HKK5�

P?
�KK	Q �� ?
� ' �� $����� .-�	����	��%� 7������ 	�	
'��� �# 	����=
3� 	���� ���0��2���� �	�� � �������
	���� 	� ���'������/�
�666 2�������
��� �� 1
&��� @������
�& " �� � 6J" �����	�
4JOIY4JKL" ������� HKKK�

P?
�KK�Q �� ?
� ' �� $����� .-�	����	��%� 7������ 	�	
'��� �# 	����=
3� 	���� ���0��2���� �	�� � D	%�
���/� �666 2�������
���
�� 1
&��� @������
�& " �� � 6J" �����	� 4JKMY4O5M" �������
HKKK�

P?
�56Q �� ?
�" �� �09%��	� ' �� $����� .(��0=2�	
��' �	��	
 �����=
��
	���� #�� ��
��� ���� ������	
 ����	
 ����������/� )�
@���� 6������� 1
&��� @������
�& ���(������� <���	" ���=
���	" ������ ��� 4556�

P?���MOQ �� � ?��� ' �� ,� ,���� .8�	��=�2�	��� ����� ��
��� 	����=
3� 	���� ��� %	��	�
� E����/� ��� �,4H" ����� $��%��=
���'" 8	#	'����" HKMO�

P?���JOQ �� � ?���� � �����
��� &�
�� �� ���
��� � ��������=<��
	�"
+�D A��E" HKJO�

P?����0KOQ <� ?����0" �� (� ����" �� )	�� ' G� )� ��	�E� .+��
���	�
�F���� �# ��D�� 	 �
�!�	���� ��  �
���	����� ����	 ����=
��� �'��� �/� )� @���� �666 ?221 ��������
���� ?

���8�	� 1�����
�� �
&��� " �����	� I4IYI4M� ?	
�� ���"
�" 1���� HKKO�

P�	
	��	K6Q )� 7� �	
	��	 ' >� ����	� .���=�������  ��

��� �# �0�
�����	

'=������
� >	�� �)�7)�/� )� @���� F��1;LA
1����" �����	� 65HY656� HKK6�

P�	�'K4Q �� �	�' ' >� �� ��� .*%���	 �
���  ��0�� #�� �T�
	� �T� ���%������/� )� J	�������
�& �����1
&�� ����
���	������ " �����	� HY4L� �))) �����" HKK4�



?�?8�*>,�7N� 46H

P�0���'O4Q )� G� �0���'� ���������
�� �� �����"
���
�� �.���� � �0�
=
��	 ���
��0��� �� �	�'" +�D A��E" �����	 ������" HKO4�

P�0��E	��E'KMQ <� �0��E	��E'" �� >�0���� ' 7� ��
���� .�� �	����� �#
		��	��%�  ��0�� #�� #������� ���� 	���� #�� �	 �
��/�
�666 2�������
��� �� ������ ���8��=� " �� � J" �� 6" ��=
���	� KMKYKO6" 1�
�� HKKM�

P�0�	OMQ 8� *� �0�	 ' �� �� ����� .�	�����	
 �����D���=
���	�  �=
�
���/� �666 2�������
��� �� �
���
�� ��� 1������ " ��=
 � II" �� L" �����	� LHHYL4L"  	'� HKOM�

P�0�	OOQ 8� *� �0�	 ' �� �� ����� .�	�����	
 �����D���=
���	� ��=
�������	����/� �666 2�������
��� �� �
���
�� ��� 1������ "
�� � IL" �����	� H5HYHHH" HKOO�

P�
	�EOOQ �� �� �
	�E" >� �0����E��" �� �� ��0	" �� �� ���
�0��� '
�� �� ��
%	� .�� �=� 	�� ��%�
���  �	���� ��� ���0��2��
D��0 	��
��	���� �� D���	� ��D�� 	 �
�!��  ��
���/�
�666 2�������
��� �� ?
���8�	� 2.���� ��� 2��.����&� "
�� � 6M" �� H4" �����	� HLIHYHL65" ���� ��� HKOO�

P����KOQ �� ����" �� 8�����" �� ������" �� 8����" 7� �	���	 '
�� �	��	
���� .� ��%�
 �� �
�	����� �	 �
��� ���0��2��
	� ��� 	��
��	���� ��  �
������� �����	
 !��� ������ 	���=

��� �����/� )� @���� ��������
���� ���(������ �� 1
&���
@������
�& ����
���
��� ��� 2��.����&� " �� � 4" �����	�
OLOYOM4� �������" ������ ��� HKKO�

P����9�KLQ �� ����9� ' <� +� <	���E� .�������=<����� ���D��E�/�
?��.
�� ,����
�& " �� � 45" �����	� 4JIY4KJ" HKKL�

P����0����OIQ ,� )� ����0���� ' 8� ,� ,	������ ?���
���� �
&
��� �
&���
�������
�& � �������� (	

" +�D A��E" HKOI�

P�W����	5HQ �� +� �W����	" <� 8������ ' ,� ,����	������ .+��
���	�
������������ �# *7�� ����	
� �%�� #��2����'=��
����%� #	=
��� �0	���
�/� �666 2�������
��� �� ������
���
��� "
�� � 6K" �� L" �����	� OIJYO6I" 455H�

P�	�	��55Q �� �	�	��" <� ��	

� ' �� <	��	��� .� �0�������	
 �0	�	���=
���	���� �# ���
���	� ��������� �F���� �� *7�� �'��� �/�
�666 2�������
��� �� ������
���
��� " �� � 6O" �� H5"
�����	� HJLLYHJM6" 4555�



464 ?�?8�*>,�7N�

P�	%����55Q �� +� �	%����" S� 8�� ' �� �� G���� .������ �# ���=
0����	
 ��
�� �0	��� #�� ��  ����	����� %�	 �� ��!����
�����	  ���/� �666 2�������
��� �� 1
&��� @������
�& "
�� � 6O" �� L" �����	� H6IIYH666"  	'� 4555�

P�	%����5HQ �� +� �	%����� .)\����� ����� �# D	%�#�� � #�� ������
��
�� 	 �
����  ��
	����/� �666 2�������
��� �� 1
&���
@������
�& " �� � 6K" �� H4" �����	� I5KOYIHHH" ���� ���
455H�

P�	%����54Q �� +� �	%����" S� 8�� ' �� ���� � .8���	�  	���3 ���2�	=

��' #�� �
	���� �# ������	
  	�E ������	���� D��0 	��
��	=
���� �� 7�, !
��� �����/� �666 2�������
��� �� 1
&���
@������
�& " �� � L5" �� HH" �����	� 4J54Y4JHL" ��%�� ���
4554�

P�	%��JLQ �� �� �	%��� ����������
�� ��� �����"
���
��� ��%�� ��=
�
��	�����" +�D A��E" �����	 ������" HKJL�

P�����E3KLQ �� �����E3� ���	� ��� ����(���  ��
�& 8
�. ���
��� � *3#��
$��%�����' �����" *3#��" HKKL�

P�1����K6Q �� �� �1����� .� ��� ��
����� �� �F=
��� ��� ���	���� �#
����	
�/� )� @���� ��������
���� ���(������ �� ������
���
1����.� ��� 1
&��� @������
�& " �� � 6" �����	� L5LYL5O�
��
	��" 	���
 HKK6�

P)���KIQ 8� )���" 7� �� >	���� ' ,� �� >	����� .�������
	���� ��
����	
  �� �" �	�� ��� � �
� ���	���� 	� ���#�� 	���/�
�666 2�������
��� �� ������
���
��� " �� � 6H" �����	�
KOHYH55O" HKKI�

P7���	�4JQ G� 8� 7���	�� .*� �0� ����������' �# �	���	
 #������� ��=
�����
	����/� @���� ���� 1��� 6�
�%��&." �� � 6J" �����	�
4I5Y464" HK4J�

P7���	��KKQ 8� �� 7���	��" �� (� �	�E" �� (�	
�' ' �� 8�� 	�� .�����=
��
	���� ����� 	 #	�� ��
��� ��	��#�� :7��;/� �666 2���
����
��� �� �
���
�� ��� 1������ " �� � 6M" �� O" �����	�
OKHYK5M" 	����� HKKK�

P7�	���OMQ �� �� 7�	��� ' (� 8� �D����'� .��������� ������	���
#�� ���	��� 	���	����� #��  ���	
 ��#�� 	����/� @.��
���
��	
�8 �" �� � II" �� 4" �����	� HHI6YHH65" HKOM�



?�?8�*>,�7N� 46I

P7��� 	�KHQ �� (� 7��� 	�� .��
��%	��	�� 		��	��%� ���������� ��
�=
���/� 2.� ����� �( 1���
��
�� " �� � HK" �� H" �����	� HYH6H"
HKKH�

P>	���6MQ �� >	���� .�0���' �# ��  ����	����/� K� ����� 6����� 6�&�
,�����" �� � KIYI" �� 4M" �����	 64K" HK6M�

P>	���	KKQ �� �� >	���	" �� �	���" �� ���	%�

	" �� �	��	 	��	"
�� 8��	��" �� �� �	��	
��� ' �� �� ����� .���
���
�)�7)�� 	� ()��� #�� ����� ��
	���� ��������� ��=
0	%���� ����� 	 �����	
��� �	�	
 �	��� #������� ���D��E/�
���� K������ �� ?
���8�	� ��6 " �� � K" �����	� 4MHY4JM"
HKKK�

P>	����KIQ 7� �� >	����� .�������
	���� �� ����	
  �� �" �	�� ��
7��	 ���	
�/� �666 2�������
��� �� ������
���
��� "
�� � 6H" �����	� L5HYL5J" HKKI�

P>����	��	��55Q �� �� >����	��	��" �� �	��� ' �� ,���	���� .��8 �	=
�� ����	
 ����	
 ��� ���	����/� )� @���� 6������� 1
&���
@������
�& ���(������" �����	� H5Y4H� �	 ����" 7��
	��	"
������ ��� 4555�

P>�
��OKQ >� (� >�
�� ' <� 7� <� 8�	�� ?���
" ��������
��� � ��0��
(��E��� $��%�����' �����" ?	
�� ���" HKOK�

P>����
��5HQ 7� �� >����
��" �� �� ����

� ' �� ���9�� .>����=�	��
������������ #�� ����	
  ��
	�����/� �666 2�������
���
�� ������
���
��� " �� � 6K" �� K" �����	� HMJKYHMOK"
455H�

P>��\�0�JIQ �� �� >��\�0� ' �� �� ��

��� .('�����
�� ���������� = 	
 ��
 �	�� �� �D� �0	�� �����D��� 
���	� ���������� D��0
	 � ���0 ��	������� ���D��� ���� ��/� ������� 1����" ��=
 � 4" �����	� LMHYLMK" HKJI�

P(	'E��K6Q �� (	'E��� ������ ���8��=�� � ������.���
	� (������
���
�))) �����" +�D A��E" HKK6�

P(	'E��KOQ �� (	'E��� ������ ���8��=�! � ������.���
	� (������
���
�	� �

	� ���
��0���" +�D A��E" HKKO�

P(��� 	E��KJQ �� �� (��� 	E��� .�0� ����� %����� 	� ��D�� 	 �
�!��
���������/� )� @���� �666 I
������ ������
���
�� ���
(������" �����	� H55YH56� ?��
��" ��
��	�" $��" 	�����
HKKJ�



466 ?�?8�*>,�7N�

P(������KMQ �� ,� (������� 1����
�& �.���� 
� ����
�� ��� �
&��� �����
�
� � *�#�� $��%�����' �����" +�D A��E" ��� ��	 ������"
HKKM�

P(�

K6Q >� (�

� .�0� ����!�� �# �����	 �
���/� 6�������
� ���
&�"
�����	� MKYJK" 1�
�� HKK6�

P(
	%	�0�%	KJQ R� (
	%	�0�%	 ' �� <��
�'���� .�
	���� ��
��� E���� ��
����	
 ���D��E� ����� ��
���� 	� 	���%	���� #��������/� ���
��������
�& " �� � HJ" �����	� HLKYHMM" HKKJ�

P(����
�55Q �� (����
�" �� �� ?	�����	" �� ?
� ' �� $����� .��
���
E����
� #�� ����������=��	�� � 	�� ����������/� )� @����
��������
���� ���(������ �� ������
��� 1����.� ��� 1
&���
@������
�& " �� � 6" �����	� 4HKHY4HK6� ���	���
" ���E�'"
1���� 4555�

P������KOQ �� ������" �� �	��	
���" �� �	��	 	��	" �� 8����� ' �� 8�=
�	��� .�����!� ��� �	��  ��������� �'��� #�� 0'��=
�����	��� ����/� )� @���� ��������
���� ���(������ �� 1
&
��� @������
�& ����
���
��� ��� 2��.����&� " �� � 4" ����=
�	� KI4YKIM� �������" ������ ��� HKKO�

P������55Q �� ������" �� �	��	
���" �� �	��	 	��	" �� 7������� '
�� �	������� .+��
���	���' ���� 	���� �� ��D�� 	 �
�!���
�	�� �� �����	 �
� �� ���	
 	�	/� )� @���� ������
������
�� ��� ?���������� 2��.����&� ���(������" ��=
 � 4" �����	� H4MMYH4JH� ?	
�� ���"  	'� 4555�

P������5HQ �� ������" �� �	��	
���" �� �	��	 	��	" �� 7������� '
�� �	������� .+��
���	���' ���� 	���� �� ��D�� 	 �
�!���
�	�� �� ����	 �
� �� ���	
 	�	/� �666 2�������
���
�� ������������
�� ��� ?���������� " �� � L5" �� 6" ��=
���	� OO4YOOJ" 	����� 455H�

P������54Q �� ������" �� �	��	
���" �� ����" �� �	��	 	��	 ' 8� <��
%	�
.��
��� ��
�� �0	���� D��0 ���=7��� 	�  	��0� !
��� ��=
���%��/� )� @���� 6������� 1
&��� @������
�& ���(������"
�����	� HY6� ���
����" 7�	���" 4554�

P������56Q �� ������" �� �	��	 	��	" �� �	��	
��� ' 8� <��
%	� .�	�	=
 ����� � ���0��� �# ��
��� �������
	����/� )� @���� �����
���
���� ���(������ �� ������
��� 1����.� ��� 1
&��� @��
����
�& � ������	
"  	'� 4556�



?�?8�*>,�7N� 46L

P��		����MMQ )� ��		���� ' (� ?� R�

��� ������
� �( �����
��� ���.��� �
G�
�'" +�D A��E" HKMM�

P�	'	��O6Q +� �� �	'	�� ' �� +�

� �
&
��� ���
�& �( 8�	�(����! ��
�
�
���� ��� ����
���
��� �� �����. ��� 	
���� �������� (	

"
+�D �����'" HKO6�

P�����JJQ �� �� ������ .�0� �0	���� �	 �
��� �0���� = ��� %	�����
�3�������� 	� 	��
��	������ 	 ������	
 ��%��D/� @������
�&�
�( �.� �666 " �� � ML" �� HH" �����	� HLMLYHLKM" HKJJ�

P�����0� 55Q �� �� �����0� " �� ?	
	�	� ' R� �� �0	� ��	�� 1
��
���
�� �( ������
���
�� 1������! ?����
�&� ?��.�����&�
��� 2��.�
���� � R
�D�� ��	� �� T �
��� ���
��0���"
+�D A��E" �����	 ������" 4555�

P����JOQ �� 8� ?� ����� .�����3� 	���� �� 	�	 �' ��
���� D��0 #���
E����/� 1��? K������ �� �����
��� ������
� " �� � HL"
�����	� I4OYI6I" HKJO�

PR	 		KLQ �� R	 		" R� ���	��0� ' ,� )� R	
 	�� .� � ���0 ����	

�����	��� �	�� �� 2�	�	��� ?=��
��� #��������/� �666
2�������
��� �� 1
&��� @������
�& " �� � 6I" �� L" �����	�
H4L4YH4LL"  	'� HKKL�

PR	�0'	�KMQ ,� 8� R	�0'	� ' �� ����� .$���� �0� �����	
 	��	 ���������
#�� ����	
 �������������� #�� �����
��� 	� ����' �	 �
��/�
�666 2�������
��� �� 1
&��� @������
�& " �� � 66" �� I"
�����	� JI4YJIO"  	��� HKKM�

PR���
55Q �� <� R���
� .+'2���� H ���%���	
 !
����/� �666 2������
�
��� �� ������
���
��� " �� � 6O" �� J" �����	� H5KLY
H5KK" 1�
�� 4555�

PR������E��KMQ �� �� R������E�� ' ,� �� G�

�	 ����� .7�, 	����3� 	����
�# #�	�����	
 �	 �
� �
	' �'��� �/� �666 2�������
��� ��
�
���
�� ��� 1������ ��! �����& ��� �
&
��� 1
&��� @�����
�
�& " �� � 6I" �����	� 4MKY4JH"  	��� HKKM�

PR���
��E�%IIQ <� �� R���
��E�%� J� �.� ������
��
�� �����
�� �( ��.��
��� 8
�� 
� �������������
���
��� � ��� ,�� $��� �%'	���
,RR�" �����" HKII�

PR��'����JOQ )� R��'����� ���������
�� �� (����
���� ������
� ��� ����

���
��� � ��0� G�
�'" +�D A��E" HKJO�



46M ?�?8�*>,�7N�

PR����KHQ �� R���� ' ?� �� ��	
� .*� � ���%��� �0� ���#�� 	��� �#
����0 ��������� �� �����0� ����� �'��� �/� )� ?� �� ��	
"
<� ����� 	� ' �� >���0�" �������" ��	����� 
� 1����.
���
�& " �� � HH6 � 2.� M��8�� 
�������
���� ���
�� 
�
��&�����
�& ��� �������� ��
����� R
�D��" HKKH�

PR��� 	54Q �� R��� 	" �� ,��
! ' �� <�����
�� .�	 �
��� �# �� =
 ����	���� �'��� � D��0 �	�D��0 �3�	�����/� )� �666
���(� �� ������
���
��� +�D A��E"  	'� 4554�

P8		E��KMQ �� �� 8		E��" <� <	
� 	E�" �� R	�1	
	���� ' $� R� 8	����
.��
����� �0� ���� �
	'� ���
� #�� #�	�����	
 !
��� �����/�
�666 1
&��� @������
�& ?�&�-
��" �� � HI" �����	� I5YM5"
����� HKKM�

P8��5H	Q �� �� 8�� ' �� +��'��� .+�%�
 
�D=���� �
��	D���	�
" �
��	=�0���=��
�� ��	�� ����� D�'0 �)�7)� � ��
��=
�0	���� ��������' #�� ����� ��������� 	� � ���%� ��
��
���������� �	��/� �666 ?
���8�	� ��� I
������ �����
����� ,������ " �� � HH" �� L" �����	� 45OY4H5"  	'� 455H�

P8��5H�Q �� �� 8��" �� +��'�� ' �� ���

���� .+�D ����
	�	� ���=
�	�������  ����'�
� ��
�� �����	��� 	� ��	��#�� �� #��
�� �=� 	��  ����D	%� 	��
��	�����/� �666 2�������
���
�� ?
���8�	� 2.���� ��� 2��.����&� " �� � 6K" �� M" ��=
���	� HH4MYHH4K" 1���� 455H�

P8���	����KOQ �� �� G� 8���	���� ' G� �� >� %	� ?�E0�%��� @
���8
��
�
���� ������
�& ��� ������
� � R
�D��" ?�����" ��" HKKO�

P8��KIQ �� +� 8�� ' ,� $���0	���� .�	�����	
 ���������	����� #�� 
�����D���=
���	� #������� �� �����D���=� ���0 #��������/�
�666 2�������
��� �� �
���
�� ��� 1������ �! ��������
��� 2.���� ��� ����
���
��� " �� � 65" �����	� 6MHY6MO"
1�
�� HKKI�

P8����=(�����	KOQ �� 8����=(�����	" �� �	��	 	��	" �� ����" �� �	��	
���"
�� ���	���" �� ������ ' �� )�0�%	���	� .-�	��=� 	�� ����=
�	
 !��� ������ �'��� #�� ��	
 �� � 	� �������%�  �����=
���� �� 
	��� ���	����  	�0����'/� )� @���� �,6J76�����"
�����	� OLOYOM4� HKKO�

P8����=(�����	KKQ �� �� 8����=(�����	" �� �	��	 	��	" �� �������" �� ����"
�� �	��	
���" )� *

���" �� ���	���" �� ������" �� �0	=
���
 ' 7� �� �	���	� .*����	
 ������� 	� �0��� #����� ��



?�?8�*>,�7N� 46J

	 2�	��=� 	�� ��������� #�� ��	
 �� � %���	����  ���������
	� �������%�  	�����	��� �# 
	��� ��D�� �
������ �����	=
����/� K������ �( ������
&��� ?����
�� 1������ ��� 1������
��� " �� � K" �� HH" �����	� KIOYK6M" ��%�� ��� HKKK�

P8�����KJ	Q �� 8�����" �� ������" �� �	��	
��� ' �� �	��	 	��	� .���=

���� ' ����� � ����� 	� � ���	�� #�	�����	
 �	�	�� ��
����� ������� � �������
	���� 7�, � ���� �	1�/� )� ��
��� ��� 1
����
�� ���
���� �� �� ��1� " �� � H" �����	�
J4HYJ46� ?�
�	�" ������ ��� HKKJ�

P8�����KJ�Q �� 8�����" �� �	��	
���" �� �	��	 	��	" �� ������ '
)� >� ��=������� .�� �
�	����� �	 �
��� �' ����	
 �0	=
�� ����������/� )� @���� ������������
�� ��� ?������
���� 2��.����&� ���(������" �����	� KO5YKO6� *�	D	"  	=
'� HKKJ�

P8�����55Q �� 8�����" �� �� �	��	
���" �� ������ ' �� �	��	 	��	� .��=
���� �# �� �
�	����� �	 �
��� �'��� � �	�� �� #�	�����	

�
	' 8	��	��� !
����/� �666 2�������
��� �� �
���
�� ���
1������ ��! �����& ��� �
&
��� 1
&��� @������
�& " �� � 6J"
�� L" �����	� 6O4Y6OL"  	'� 4555�

P8��	��5H	Q �� 8��	��� 2+��
��� �� �������� �� �
���� ��� 
��������
�
)� �� �����
��
���� �� ��� ���
	���� � �� ���
���
)� � ��
���
���
���� � ����� ������	
" ���	��	 ���� � ���������	
� �� ����	������" $��%����	 � �	��	���	" �	��	���"
)��	�	" ������ ��� 455H�

P8��	��5H�Q �� 8��	��" �� �	��	 	��	" �� �	��	
���" �� ���	%�

	"
�� �	��� ' �� +	%	���� .� ���0��� �0� �	�����	
 �����D�=
�� 
���	�  ��
� �� �\����� 	� ���%	�
� 
	���=����	
  �=
�
 #�� �)�7)�T()�� ��	��������/� �666 2�������
���
�� �
���
�� ��� 1������ " �� � 6O" �� 4" �����	� HO6YHK4"
#������ 455H�

P�	1	�K4Q �� �	1	�" �� ,� (����#�
 ' �� �	�
�

	� .��	
'���	
  �=
�
 #�� �����	

' �����	�� �������� �� >	�� �)�7)��/�
�666 2�������
��� �� ?
���8�	� 2.���� ��� 2��.����&� "
�� � 65" �����	� HMOHYHMKH" HKK4�

P�	�0�D�KHQ <� �� �	�0�D�� .�	��	��%� ��
'�� �	
 !
����/� �666 1
&
��� @������
�& ?�&�-
��" �� � O" �� I" �����	� H5Y4M" 1�
��
HKKH�



46O ?�?8�*>,�7N�

P�	�0�D�55Q <� �� �	�0�D� ' >� 8� �����	��	� @������
�� 1
&��� @��
����
�& � G�
�' ������ �� ��
��� ����	����� 	� ����	
 ���=
�������� ��0� G�
�' 	� ����" +�D A��E" 4555�

P���1�����54Q )� ���1������ .� �0����
��' �# �������
	����� #�� 	������
	������ ' ��  ���� ����	
 	� � 	�� ����������/� @�����
�
�&� �( �.� �666 " �� � K5" �� I" �����	� IHJYI64"  	���
4554�

P��	�O4Q >� �� ��	� ' �� �� +	����� .� #	�� �������� �� �����
�2������
�  ��� � =�0	�� 7�, !
����/� �666 2�������
���
�� �
���
�� ��� 1������ " �� � 4K" �����	� I4JYIIH"  	'�
HKO4�

P����55Q �� R� ���� ' G� �� ����
���� ?��.����
��� ���.��� ���
��&��
�.�� (�� �
&��� �������
�& � �������� (	

" +�D �����'"
��� ��	 ������" 4555�

P��

��KOQ R� ,� ��

��" �� �� � �
	" >� ,	���0" ?� ��0_
E��F"
�� R�0
 ����� ' <�`� <	���E� .$���� ������� <�����
�	�0���� #�� �� � ������ ���������/� )� ?� ��0_
E��#"
�� �� ?����� ' �� �� � �
	" �������" ��	����� 
� M�����
?��.���! 1������ >����� ,����
�& � ��� �����" �	 �����"
��" $��" HKKO�

P����0'KJQ �� ����0'" �� R��E�D�E' ' �� �	���'��E�� .�� �\�����
#�	�����	
 �	 �
� �
	'�� #�� ����	
 ��	 ��������/� )�
@���� ��������
���� ���(������ �� ������
��� 1����.� ���
1
&��� @������
�& " �����	� 446LY446O�  	'� HKKJ�

P +	%	���KOQ �� +	%	���� .8	��� ����	
 '�	 �� ���������� �# >	��
�)�7)�T()�� �%���� ���� �����	
 �
� ��	����/� )�
@���� F��1;L: 1����" �����	� IL5YILI� � ����	 "
HKKO�

P +���	���56Q �� +���	���� .�����3� 	���� ����� �# �0�#�� ����	
� ��
��
��� ��	���/� �666 2�������
��� �� 1
&��� @������
�& "
�� � L4" �� 6" �����	� K4HYK4O" 	���
 4556�

P +'2����4OQ (� +'2����� .����	�� ������ �� ��
���	�0 ��	�� ������
�0���'/� 2����� ��66 " �� � 6J" �����	� MHJYM66" 	���

HK4O�

P*��E��JKQ >� *��E��� .� ��D 	����	�0 #�� �0� ����� �# ����	
 ��=
�����
	���� !
����/� �666 2�������
��� �� ������
� ���
1����. 1
&��� @������
�& " �� � 4I" �� I" �����	� I5HYI5K"
1���� HKJK�



?�?8�*>,�7N� 46K

P*���� 	��56Q �� *���� 	��� �I/ 2.���� ��� ����
���
��� � ��0�G�
�'
	� ����" +�D A��E" 4556�

P*���		OOQ )� %	� �� *���		 ' �� ,��������� .�� � #�� �
	� 	�
	��
��	����� �# ������#�� �	 �
��� �# �	�D��0=
� ���
����	
�/� �666 2�������
��� �� ������������
�� ��� ?��
�������� " �� � IJ" �� I" �����	� ILIYILJ" ������ ��� HKOO�

P*D	�	OMQ (� *D	�	� .� ���!� 	����	�0 �� �����	
��� �	 �
���
�0���� �/� )� @���� ��������
���� ���(������ �� �����
�
��� 1����.� ��� 1
&��� @������
�& " �����	� HMLJYHMM5� ��=
E��" HKOM�

P�	�	'����KKQ )� �	�	'����" �� *����� ' (� �	�
	�� .������ �# ���� � 
+'2���� ����	
� �	�� �� �����	
��� �	 �
��� �0���' #��
	�	 ��  ����	�����/� �666 2�������
��� �� 1
&��� @��
����
�& " �� � 6J" �� M" �����	� HJLIYHJLK" 1���� HKKK�

P�	��K6Q �� �	��" 8� �� 7���	�� ' �� <� �	�E	�� .?=��
��� 7�, !
����/�
�
���
��� 1������ ��� 1
&��� @������
�& " �� � HI" �� H"
�����	� IHYM6" HKK6�

P�	��	
���KL	Q �� �	��	
���" 7� ��	�" �� �	��	 	��	 ' �� ������� .����=
�� ' ��	
��	���� � ��	 ���	 � 	2�������� ' ������	�
����	
 � ���	
�� ������		 	 
	  ��������	���� � ��	���
 �2���	� �
9�����	�/� >����)�)8 5LH5KL" $��%����	
� �	��	���	" �	��	���" ��%�� ��� HKKL� ���'���� ?����
J4OK�

P�	��	
���KL�Q �� �	��	
��� ' �� ,� 7������	�� .�� ������%� ���� 	����
�# ��
'�� �	
 !
��� �	�E�/� )� @���� �666 I��=�.�� ��
����
���� 1
&��� ��� ���&� @������
�& " �� � 4" �����	�
KILYKIO� (	
E��E�" >����	" 1���� HKKL�

P����	KIQ 7� �� ����	 ' �� �� ��  ����� .)��� 	���� �����	
���
� ������� 	� �0������ �� � �
	'�� 	 #	�� 	
�����0 /�
)� �� �� G����� ' +� �� >���0��#�
" �������" 2
��
���
�� ����
��
��! (�������
�& �.� (����� ��� ����������
�&
�.� ���� " �� � HL � 1�� 1���
�� 
� �.� 1�
����� �( ���
���"
�� " �����	� IMJYIOL� �����=G��
�'" ,�	���" �	���"
$��" HKKI�

P������K5Q �� ������ ' 7� >������ .+��D��E� #�� 	����3� 	���� 	�

�	�����/� @������
�&� �( �.� �666 " �� � JO" �����	� H6OHY
H6KJ" HKK5�



4L5 ?�?8�*>,�7N�

P�����OKQ G� (� �����" ?� �� 7
	����'" �� �� ���E
��E' ' G� �� <��=
����
���� �����
��� ���
��� � �	 ����� $��%�����' �����"
+�D A��E" HKOK�

P��������KKQ �� �� ��������" �� U� ' �� G� 7��0�� ���� .��#�� 	����=
�0������� 
�	�����/� )� �� (	'E��" �����" �������	
���
�����
	� �
����
�& " �����	� 4MLYIHK� ��0� G�
�' 	� ����"
+�D A��E" $��" HKKK�

P��������55Q �� �� ��������" �� U�" -� S0	� ' �� G� 7��0�� ���� .8�	�����
#�� �	 �
�� D��0 ��#�� 	���� �0������� �������	/� K������
�( >,1� 1
&��� @������
�&1������ " �� � 4M" �� HY4" ����=
�	� MHYJJ" 4555�

P,	
����JOQ �� ,	
���� ' �� ,	����D���� �  ��� ������ 
� �����
���
������
� � ��>�	D=(�

" +�D A��E" �����	 ������" HKJO�

P,	 ��	O6Q �� �� ,	 ��	� .�����	
  ��0�� #�� ���%������ ���D���
	�����	�' �	 �
��� #��2�������/� �666 2�������
��� ��
������
� ��� 1����. 1
&��� @������
�& " �� � I4" �� I" ��=
���	� LJJYLKH" 1���� HKO6�

P,����LLQ 7� ,���� ' ?� �� +	�'� �����
���� ������
� � 7������E $��	�
���
�" +�D A��E" HKLL�

P,���	���JOQ �� ,���	���� .���
��� �' �0������ 	�	 ����������/� ����
���
��" �� � H6" �����	� 6MLY6JH" HKJO�

P,�
	��KOQ A� ,�
	��" �� ��0��E��� ' >� <	��������� .����	
 ������=
�������� #�� ���=�2�����	�� !���� 
����0 �	 �
� ����� 	
.R��/ 	����	�0/� �666 2�������
��� �� ������������
��
��� ?���������� " �� � 6J" �����	� H56MYH5L4" HKKO�

P,������KMQ �� ,������" A� (	�E���� ' �� �� �	 ��%���0��� .�� 	�=
���	�� ����	
 ���D��E  ��
 �# 7)� #�� ����� ��
	����
	� ��D�� 	�	
'���/� )� @���� CE�. 6������� ?
���8�	�
���(������� ��	�	" �0����
�%	2��	" HKKM�

P�	
�0OHQ �� �� �� �	
�0� .7��2����'=��������� 	� #��2����'=
������� ���
���	�  ��
� �# �G� 	 �
�!���/� �666
2�������
��� �� ������
���
��� " �� � 4K" �� HH" �����	�
HJHLYHJ45" HKOH�

P�	��	 	��	KKQ �� �	��	 	��	" �� 8��	��" �� �� �	��	
���" �� �� >	���	"
�� �	��� ' �� ���	%�

	� .� ���
���	� �)�7)�  ��

#�� ����� ��
	���� 	�	
'��� ����� 	 �����	
��� �	�	
 �	���



?�?8�*>,�7N� 4LH

#������� ���D��E/� �����������
�& " �� � 6L" �����	� HY
HO" HKKK�

P�	��	 	��	5IQ �� �	��	 	��	" �� ��	���" �� 8��	��" �� �	��	
��� ' 8� <��
=
%	� .���
��� ���
���	� ��D�� 	 �
�!��� �� *7�� �'��� �
#�� ����	 �
� 	�	� 	 �� �	�	��%� ���' ����� ��	
  �	=
���� ����/� 6���1�@ K������ �� ����
�� 1
&��� @�����
�
�& " �� � H4" �����	� H4HKYH44O" 455I�

P�	��	 	��	56Q �� �	��	 	��	" �� ��	���" �� �	��	
��� ' 7� ����=,�
���
.������%� �� ��!���� �����0����	
 �	������ #�� ��
�� �0	=
����/� ���
�
�� ���� �� ��%�
���
)� �� 1
&��� @������
�& "
4556�

P��0�����O5Q �� ��0������ 2.� >������� ��� I
���� �.���
�� �( ����

���� ������� � ��0� G�
�' 	� ����" +�D A��E" HKO5�

P��0�������6MQ �� �� ��0�������� .������������ �� �0� ����
� �# 	����3�=
 	���� �# �2�����	�� 	�	 �' 	�	
'��� #��������/� G�����
����� ?��.�" �� � 6" �����	� 6LYKK" HK6M�

P��0� 	E��OHQ 8� 8� ��0� 	E��� 1��
�� (����
���! %��
� �.���� � ��0� G�=


�' 	� ����" +�D A��E" HKOH�

P�����OKQ >� �� 7� ����� ' �� �� G�
� ����
���� ��&����
��� ��0�
G�

�' 	� ����" +�D A��E" HKOK�

P�0	����6KQ �� )� �0	����� .��  ����	���� �� �0� �������� �# �����/�
@������
�&� �( �.� ��6 " �� � IJ" �����	� H5Y4H" HK6K�

P�0	����KOQ �� )� �0	����� .��  ����	���� �� �0� �������� �# �����/�
@������
�&� �( �.� �666 " �� � OM" �� 4" �����	� 66JY6LJ"
HKKO�

P�0��	E	D	KJQ R� �0��	E	D	" �� �0� ��" +� *E��� ' A� �	��� .� 
	�=
�� ����	
 �0	�	������	���� �# 	 ()�� ����� 	  �
��
	'��
����	
 ���D��E/� �666 2�������
��� �� ?
���8�	� 2.����
��� 2��.����&� " �� � 6L" �����	� HMI5YHMII" HKKJ�

P�0�� �E0OOQ �� �0�� �E0� .?	�=
� ��� �������
	���� #�� ���%��
'
��	�� �	 �
� 	�	/� �666 2�������
��� �� ������
� ���
1����. 1
&��� @������
�& " �� � IM" �� H" �����	� HH5YH44"
����� HKOO�

P�E
	�5HQ ?� �E
	�� �
&
��� ������
���
���! (����������� ��� ����

���
��� � �������� (	

" +�D �����'" �����	 ������" 455H�



4L4 ?�?8�*>,�7N�

P�
���	�JMQ �� �
���	�� .*� �	�D��0/� @������
�&� �( �.� �666 "
�� � M6" �� I" �����	� 4K4YI55"  	��� HKJM�

P� �
	KOQ �� �� � �
	� ,����
�& 8
�. M������ � ����� ������	
" ���0=
����0� $��%�����X� ?��
��" ?��
��" >�� 	�'" HKKO�

P������
J5Q �� ,� ������
� ?����� �� ()������ � ��%��� �����*�
��� �
��0	� � ��>�	D=(�

" �91���" HKJ5�

P���� KOQ �� 7� ���� � .$���� ������ H�54" 	 ���8�? ���
��3
#�� ���� ��	���� �%�� �'  ����� �����/� ��������
� ��
0����TTDDD���� 		���
T���� T��#�D	��T��� ��0� 
� ��=
�	�� ��� �# )���� ������" ��
���� $��%�����'� �0� +��0��=

	��" HKKO�

P�����0
��KMQ �� ,� �����0
��" �� 7�1	
E�D ' �� ,� ��0����� .7�	�����	

'
��	�� �2�	
������ 0�D 
��� �0��
 �0�' ��	

' ��a/ �666
1
&��� @������
�& ?�&�-
��" �����	� MLYOH"  	'� HKKM�

P������54Q �� )� ������� .���=#��� ��
�� �0	���� !
���� #�� �����%���
D��0 �� D��0��� 	  	��0� !
���/� )� @���� ��������
����
���(������ �� ������
��� 1����.� ��� 1
&��� @������
�& "
�� � ���" �����	� 44MKY44J4� *�
	��" 78"  	'� 4554�

P$����K4Q �� $����" �� �
����� ' �� )��� .��
'�� �	
 ��
��� ���=
�	
 	����3� 	����� !
��� ����� 	� 	�' ������ �2��%	
����
D��0 �0	����W� �	 �
��� �0���� /� �666 2�������
��� ��
��(�����
�� 2.���� " �� � IO" �����	� KLYH5I" ����� HKK4�

P$����KI	Q �� $����" �� �
����� ' �� )��� .?=��
��� ����	
 ������=
����� �	�� � = �0���'/� �666 2�������
��� �� 1
&��� @��
����
�& " �� � 6H" �� 4" �����	� O4HYOII" #������ HKKI�

P$����KI�Q �� $����" �� �
����� ' �� )��� .?=��
��� ����	
 ���=
�������� �	�� �� = �\����� ����� 	� 	��
��	�����/� �666
2�������
��� �� 1
&��� @������
�& " �� � 6H" �� 4" �����	�
OI6YO6O" #������ HKKI�

P$����K6Q �� $���� ' �� �
������ .� �����	
 �	 �
��� �0���' #��
�����	
 	�2�������� �%����/� �666 2�������
��� �� 1
&���
@������
�& " �� � 64" �� HH" �����	� 4KHLY4K4L" ��%�� ���
HKK6�

P$����KJQ �� $����� .��� ��� ��	���� #�� ����� ��
��� D	%�
���/� )�
1@�6� I�	����� ����
���� 1
&��� ���&� @������
�& " �� �
IHMK" �����	� 644Y6IH� HKKJ�



?�?8�*>,�7N� 4LI

P$����KOQ �� $���� ' �� S�����	� .� �����	
��� �	 �
��� �0���'
D��0��� �	�=
� ����� ������	���/� �666 2�������
��� ��
�
���
�� ��� 1������ ��! �����& ��� �
&
��� 1
&��� @�����
�
�& " �� � 6L" �� O" �����	� KLKYKMK" 	����� HKKO�

P$����KKQ �� $����� .��
����� 	 ���#��� !� #�� ����	
 	� � 	�� ������=
����/� �666 1
&��� @������
�& ?�&�-
��" ��%�� ��� HKKK�

P$����55Q �� $����� .�	 �
���� L5 '�	�� 	#��� �0	����/� @������
�&�
�( �.� �666 " �� � OO" �� 6" �����	� LMKYLOJ" 	���
 4555�

P<	�'	�	�0	�5H	Q �� �� <	�'	�	�0	�� .>����	
��	����� �# �0� �	 �
��� �0��=
�� � ��%�� ��	�� 	#��� +'2����/� �666 2�������
��� ��
�
���
�� ��� 1������ " �� � 6O" �� K" �����	� H5K6YHH5K"
������ ��� 455H�

P<	�'	�	�0	�5H�Q �� �� <	�'	�	�0	�� .�	 �
��� �0���� � #�� ��� �	�
� �=
�� ����	
�� �0�������	
 � �	�� 	� ��	����	
 	��
��	�����/�
)� @���� A�. ����� ���(� �� 1����
�& 2.���� ��� ������
455H�

P<	�'	�	�0	�5H�Q �� �� <	�'	�	�0	� ' ?� <���
1� .?����0����	
 �	������ 	�
	��
��	�����/� �666 2�������
��� �� 1
&��� @������
�& " ��=
 � 6K" �� L" �����	� H5HIYH54J"  	'� 455H�

P<	���EKJQ <� +� <	���E" �� >�
�D��0 ' �� �� � �
	� .������� %�����
 ��0� #�� #������� 	����3� 	����" ���������� ���� 	����"
	� ����	
 ����������/� )� �� �����" �� ���	� ' �� ����=
�0�" �������" ��	����� 
� ������ ��(�����
�� @������
�&
1������ " �� � K" �����	� 4OHY4OJ� ��� �����" �	 �����"
��" $��" HKKJ�

P<	���E55Q <� +� <	���E� 2.� ������ �( ����
��
��� �����
�& �.��� � ��	=
������� #�� )���������� 	� ��#�� 	���� �������� ��������
<��
	�" +�D A��E" 4555�

P<	��0	�KHQ ,� >� <	��0	�" +� 8� ����� ' �� ,� G0���� .�0� �0���' �#
�	��	�� �	 �
���/� �666 2�������
��� �� 1
&��� @�����
�
�& " �� � IK" �� K" �����	� HKJIYHKO6" ������ ��� HKKH�

P<�����
�OMQ �� <�����
�� .7�
����	�E� 	

�D��� ���#��� ��������������/�
1
&��� @������
�& " �� � H5" �����	� 4HKY466" HKOM�

P<X
� XE�KLQ <� <X
� XE� ' �� R	�1	
	���� .� �
� ���	���� �# #�	�����	

D	%�����  ��
� ����� 	

�	�� !
����/� )� @���� �������
�
���� ���(������ �� ������
��� 1����.� ��� 1
&��� @�����
�
�& " �����	� HL46YHL4J� HKKL�



4L6 ?�?8�*>,�7N�

P<���
154	Q ?� <���
1 ' �� �� <	�'	�	�0	�� .7�	�����	
 �����0����	

�	������ �� �0	���
 �2�	
��	���� 	� ����	
 �������
	����/�
�666 2�������
��� �� 1
&��� @������
�& " �� � L5" �� I"
�����	� L4OYL64"  	��� 4554�

P<���
154�Q ?� <���
1 ' �� �� <	�'	�	�0	�� .���* �����0����	
 �	��=
���� 	� 	��
��	�����/� �666 2�������
��� �� 1
&��� @��
����
�& " �� � L5" �� I" �����	� L4OYL64"  	��� 4554�

PG	�
�55Q �� � G	�
� ' �� �� �� ?�������� .)����  �	���� ���� #��
���	 �
� ������
	� 	�	/� �666 2�������
��� �� ������
������
�� ��� ?���������� " �� � 6K" �� 4" �����	� 4HMY
44H" 	���
 4555�

PG	��55Q -� G	�� ' 8� G�� .��	��
	���� ��%	��	��� 	� �	 �
���
�0���� �# D	%�
��/� �666 2�������
��� �� 1
&��� @�����
�
�& " �� � 6O" �����	� H6JHYH6J6"  	'� 4555�

PG�� 	�55Q �� �� G�� 	�� .��	
��=��=����	
 ���%������ 	� �0��� 	�=
�
��	����� �� �	�� �����%���/� �666 ������
���
��� ?�
&�-
��" �����	� IKY6L"  	'� 4555�

PG0���	E��4KQ �� �� G0���	E��� .�0� 7������ �0���' �# �0� �	���	
 #���=
�����/� @���� ?��.� 1��� 6�
�%��&." �� � H" �����	� HMKY
HJM" HK4K�

PG��KOQ �� S� G�� ' ,� �� ��0�
��� .� ��
�� �	��� 0�D �� D��E�/�
�666 ������
���
��� ,������ " �� � 4" �� H" �����	� H5Y
H4" ����� HKKO�

PG�KMQ �� �� G�" �� ?�' ' 8� <	�������0�� .7�, !
��� �����
%�	 �� ��!���� �����	  ��� 	� ������	
 #	������	����/�
@���� �( �.� BD�. �666 ���(������ �� ���
�
�� ��� ���
���� " �� � HT6" �����	� 4JHY4JM" HKKM�

PU�	KJQ U� >� U�	� .� #	 �
' �# ��
��=�0	���� !
���� D��0 ���=#���
 	��0� 	� �� 	��0� !
��� ����������/� �666 2������
�
��� �� ������
���
��� " �� � 6L" �� H5" �����	� HHLJY
HHLO" ������� HKKJ�

PA�KJQ A� A�� �����
�� ��
�� ��&��
�.��! �.���� ��� ������
� � G�=

�'" +�D A��E" HKKJ�

PA��LMQ �� 8� A��� .*� ������#�� �	 �
��� �# �	�D��0=
� ���
����	
�/� ��6 2����� �
���
� 2.���� " �� � ��YII" �� L"
�����	� 4LHY4LJ" ���� ��� HKLM�



?�?8�*>,�7N� 4LL

PA��5HQ R� 7� �� A��" �� G	��" R� 8� ��� ' �� �� ����� .+��
���	�
�'���  ��
��� %�	 E���=���� ����� ?=��
��� ���D��E�/�
�666 2�������
��� �� ������ ���8��=� " �� � H4" �� L"
�����	� H5HIYH544" ������ ��� 455H�

PA���KMQ �� A���" )� ?	��� ' �� 7� 8������ .������	
 	�	
'��� �#
�
� 	�� 	�	/� 1��	� F���.��
�� " �� � HJ" �����	� MHKY
MMI" HKKM�

PS		�	�KLQ �� (� S		�	�" -� �� S0	�� ' �� +	E0
	� .� ����	
 ���=
D��E  ��
��� 	����	�0 �� ������� ���� ��	���� 	� ��	=
������	
 �����/� �666 2�������
��� �� ?
���8�	� 2.����
��� 2��.����&� " �� � 6I" �����	� HI6KYHILO" HKKL�



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /KOR <FEFFd5a5c0c1b41c0020c778c1c40020d488c9c8c7440020c5bbae300020c704d5740020ace0d574c0c1b3c4c7580020c774bbf8c9c0b97c0020c0acc6a9d558c5ec00200050004400460020bb38c11cb97c0020b9ccb4e4b824ba740020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c2edc2dcc624002e0020c7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b9ccb4e000200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe7f6e521b5efa76840020005000440046002065876863ff0c5c065305542b66f49ad8768456fe50cf52068fa87387ff0c4ee563d09ad8625353708d2891cf30028be5002000500044004600206587686353ef4ee54f7f752800200020004100630072006f00620061007400204e0e002000520065006100640065007200200035002e00300020548c66f49ad87248672c62535f003002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d5b9a5efa7acb76840020005000440046002065874ef65305542b8f039ad876845f7150cf89e367905ea6ff0c4fbf65bc63d066075217537054c18cea3002005000440046002065874ef653ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000520065006100640065007200200035002e0030002053ca66f465b07248672c4f86958b555f3002>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


