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Representacion de senales en Espacio de Senal

Producto interno: <S1 (2),s, (z)> = j b s, (¢)s, (t)dt (proyeccion)
Ortogonalidad:  5,(¢) Ls,(¢) < (s5,(¢),5,(£)) =0

Norma: HS(t)Hz\/<S(t) s(1)) O s (1) dt) (+/ energia)

Base ortonormal:

{% (1), v, (t) ,WN (t)} base ortonormal si y sélo si
“orto”: | l//l Oy, (t)dt =0, i+j
“dr =1, Vi

“normal’:

Representacion: s(t) = Za Y (2) Seial como vector

s(t) = (al,ap ,a, ) ©n espacio N-dimensional

1.1 Representacion geométrica de senales U




Base Ortonormal

Para representar de M senales, {sl (),5,(1),..s8,, (t)}, en Espacio de
Senal

Necesitamos una base ortonormal {y,(1),, (1),....7, (1)} de
dimension N <M

Permite estudiar las M senales en espacio vectorial de dimensién V.

N
Sk(t):Za,g.l//j(t):(akl,akz,...,akN), k=1,.,.M
j=1

., Como obtener las funciones base?
* Inspeccidn

« Método de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt

1.1 Representacién geométrica de senales 5/
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Obtencion de Base Ortonormal por inspeccion

« Partiendo de Mseﬁales,{s1 (),5,(1),..,8,, (t)}, obtener una base
ortonormal {i,(1),,(?),...,, (1)} de dimension N < M

1) Sus elementos deben estar normalizados ||’//1- (;)” —1
2) Sus elementos deben ser ortogonales <Wi o7 (t)> =0 Vi#]j
3) Las senales deben poder representarse en funcién de la base
N
- Ejemplo por inspeccion: ;=Y ay,@), k=1..M
j=1
15,(7) 15, (1) t 5,(7) 15,(2)
+A +A ............... +A
T T
4 ! > 5
0 T r
— A — A — Al
v, (1) W, (1)
T T
= A

0 T 0 T 6
\ 1.1 Representacion geométrica de senales /




Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

s, (1) __ 5 )
@[5t @ar

1) Se escoge una sefial y se normaliza: v,(1)=

2) Se escoge otra seial, p.e. 5,(?).
2.1) Se obtiene su proyeccion sobre y,(?): a,, = j s, (O, (t)dt
2.2) Se obtiene la senal ortogonal a v,(¢):  g,(¢)=s,(t)—a,,y,(t)
2.3) Se normaliza: v, (1) =g,(1)/|g, @)

3) Se escoge otra seiial, p.e. 5(?).
3.1) Proyeccion sobre bases previas: a, = j' s, (D ; (z-t)ldt
3.2) Senal ortogonal a las bases previas: g,(¢)=s,(?) _Z%‘% (1)
3.3) Si g(#)=0 se reinicia 3) con otra senal a
3.4) Se normaliza: v (1) =g.(0)/||g,@)|

4) Se repite el paso 3) hasta que no queden senales.

K 1.1 Representacion geométrica de senales 7/




1.2 Recepcion optima en AWGN




Receptor optimo de M formas de onda
en espacio de senal

« M senales (simbolos) equiprobables,{s1 (1),5,(t),..., 5, (t)}, en AWGN
 Obtener una base ortonormal {t//1 (1), (t),...,c,uN(t)} con N<M
 Receptor basado en N correladores ( VN filtros adaptados a (7))

* Decisor: Criterio de la minima distancia i = arg min(HEk — EH)

—»(%)—» jdl‘ “1

¥(2)

r(H)=s;(t)+n(t) 4’@?—' j i Decisor —lA>
20 S ()

A 4

A 4

Si — (ail,aiz,...,alN)
n(t): i=(n,n,,..ny)
—4%)—> [ar s . .
> r(t): Z=(2,2yer 2y ) =5, +
o)
\ 1.2 Recepcién 6ptima en AWGN
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Analisis del receptor en espacio de senal:
las senales y el ruido (I)

 Ruido Gaussiano Blanco (AWGN)

—

- n= (nl,nz,...,nN) es una v.a. Gaussiana N dimensional
— Cada componente ortogonal al resto = incorreladas = independientes

— Cada componente posee

» Media nula

» Varianza: g,>=N,/2
- Senal recibida: r(t): Z=s+n sefal /-ésima + Ruido

« Si se transmite el simbolo k&

- E‘Sk = (zl,zz,...,zN) es una v.a. Gaussiana N dimensional
- Media: centrada en el punto s, (7): S, = (akl,akz,...,akN)

» Varianza: g,>=N,/2

K 1.2 Recepcion optima en AWGN 10/




Analisis del receptor en espacio de senal:
las senales y el ruido (1I)

Ejemplo en dos dimensiones:
Base: {y,(0),y, ()}

s(t): s = (all,a)

s,(2): (anaalz)
n(t): n :( )
r(t): zZ=s+n

U4
Si se transmite el simbolo S,:
E‘Sz = (ZI,ZZ)
J(Z[8)=N(s5,,0,1)

1.2 R_ecepcién 6ptima en AWGN




Analisis del receptor en espacio de senal:
Decisor optimo

e Criterio del minimo error
J(Z|S,)P(S,)

— Recibo observable Z, buscar k que maximiza P(S, ‘2) =

/(Z)

 Que, en el caso equiprobable, equivale al criterio MAP
— Buscar k que maximiza f(zZ|S,)
e Que, en el caso Gaussiano f(Z|S,)=N(s,,0.]),

equivale al criterio de minima distancia ; = arg min(HEk — ZH)

Ejemplo unidimensional binario: 1/ (z15)
f(z]8,)=N(q,,0,)
dy L a
S, —Z||) = N(a,, 20 4
(Hsk _ZH) B ‘ak _Z‘ 1/ (z]S,) (@,9.) N
| © ! ' >Z

\ 1.2 Recepcion 6ptima en AWGN <——>«> ! /




Calculo de probabilidad de error

« Geomeétricamente, en términos de:
— Distancia entre observables, d; = HEI —EJH
NO

— Varianza de ruido: O',f =—
— Energia media de bit, £, = £_/log2M
— Energia de simbolo i: E, = (distancia 5, al origen)”

 Resultado:

P. = funcién(d, o, ) = funcién(E,, N,)

1.2 Recepcién 6ptima en AWGN

5




e

Ejemplo de receptor optimo en espacio de senal (I)

Base Ortonormal N=2

2/T

1w, (1)

N2/T

M=4 Simbolos
L S1(8)

+ A4

— A

+ A

S3(0)

1.2 Recepcién 6ptima en AWGN
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5,(0) = ANT 12 (+, () +y, (1))
5,(t) = ANT 1 2 (=, (1) +w, (1))
53(8) = ANT 1 2 =y, (1) —y, (1))

( )

5,(6) = ANT 1 2 (+y, (1) —w, ()

E, = ES — 42 L yulios
2

(+ VE, )
5=(-VE +f\
5 =(-JE
(+\/7b’ \/7\ 14 )




Ejemplo de receptor optimo en espacio de senal (II)

M=4 Simbolos

a0 $,(0) = ANT 1 2(+,(0) + 7, (1))
5;(O) = ANT 12(=p, () -, (©))
(+1, (1) —w, (1))

v, (2) s, (1)
A

L, = E A’ L Julios
2 4

<
R (t) E
<

N
N
_é/J
I
_|_
=
°|
=

1.2 Recepcién 6ptima en AWGN
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Ejemplo de receptor optimo en espacio de senal (I1I)

 Receptor 6ptimo

— Dos filtros adaptados a ¥,(¢) y ¥,(?)

— Decisor por el criterio de minima distancia

r(ty=s,(t)+n(1)

|

Z

l//l(T—t)—>—o7g

\ :dzz\/Fb:

w, (T —t)—s"

Decisor —

Z;

v,

Logica de Decision
Siz;>0yz,>0=>
Siz;<0yz,>0=>5,
Siz,<0yz,<0=> S,
Siz;>0yz,<0=>§,

1.2 Recepcién 6ptima en AWGN
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Ejemplo de receptor optimo en espacio de senal (y IV)

 Probabilidad de error
P(error | S,)=1-P(error |S))

P(error | S,) =P(z, >0z, >O|S1):P(n1 >—%ﬂn2 >—%j

:[1_Q L%D SR ENNER

P, (simb) = P(error) = %(P(error | S,)+ P(error | S,) + P(error | S;) + P(error | S, ))

-20{ 55 |-0[ 3| ~20[ =

Q(bit)zPe(Simb)zQ(%j:Q[ 2Ebj

t log, M N,
Codificacion d=2.\JE,
Gray (7,3 — No /2 1U

1.2 Recepcién 6ptima en AWGN




Probabilidad de error: Expresion aproximada

Caso particular: constelacion “homogénea”

Sl‘ S6. dminl — dl6 — dl2 — dmin2 — d2l — d23 - = dmin6 - d65 - d61 — dmink
I,’ \\ N1=N2=---=N6=Nk=N
E ', \\
2 / \
O o5 . d_.
| i P (simb) = NQ| —=
20,
S5 [ Y— ® §4

1.2 Recepcién 6ptima en AWGN

——— 1, =
- —— — k
S :Ské 1 M d .
= P (simb) =~ —ZNkQ —n
\\\ ﬁ e M 2
N = '-': .\.\ _ kzl Gn
R4 / ® 5
_
Yo d_ .. . = Distancia del simbolo s, a los simbolos mas cercanos
! N, =N°de simbolos a la minima distancia de s,

)




1.3 Ejemplos
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Modulaciones Lineales

 Son aquellas modulaciones paso banda cuya senal transmitida
admite la representacion:

s@t)=> a,[n]y,(t —nT)+ay[n]y,(t—nT)
con ’ v, (t) =+Ah.(t) cos(27 f.t)

v, (t) = —Ahy (1) sin(2z 1)

 Secuencia de simbolos en fase, q/[n], y en cuadratura, a,[n].
 Espacio de senal de dimension N=2

« Ejemplos de base ortonormal: Tipicamente /. =n R, =% con n>>1
A
e BN S .
Filtro NRZ: | Filtro SQRRC: - |
T ! MR SN




1.4 Andlisis y simulacion de
sistemas de comunicaciones
digitales
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Analisis y simulacion de comunicaciones digitales

A la hora de estudiar y simular (e, incluso, implementar)
receptores y canales de comunicaciones digitales, podemos
considerar tres niveles de analisis o de detalle:

« Sistema completo

« Sistema equivalente paso bajo

- Sistema discreto equivalente

1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales
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Sistema Completo (ejemplo de modulacion lineal)

cod.
canal

l filtro
» TX

x,(t)= Za
X, (1) = Za

X t)= mod

xQ(5

O

1h.(t—nT)

nlh.(t—nT)

Canal

2 x(7)

x(1)
L nUAAR AR ARDAAARAR AL,
VTV Troevir ™

S et
7 0 fe

x(1) = x, (1) cos(27 f.1) — x, (1) sin(27 £.1)

=a(t)cos(2z f,t+0(t)) =Re {xeq ()" }

te

&

v VY

filtro —"+—> deci
RX "+ sor

demod

de decod
map canal

vV VY
\ 4

T
o

1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales
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Sistema Completo: frecuencia de muestreo

Simulacion / Implementacion
— Muestreo de la senal pasobanda: Teorema de muestreo
fo22f0 =2(f W I2)=2f +W

— Frecuencia de muestreo muy elevada
— coste computacional y memoria prohibitivos.

— Impractico salvo excepciones
— Cuando /. baja (por ejemplo, modems telefénicos)
— Sistemas SDR (“software defined radio”)

— Frecuencia de muestreo aun mas elevada si se desea estudiar

comportamientos no lineales.

1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales
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Sistema Completo: analisis del transmisor

cod.

canal

\ 4

map

v v

filtro
Tx

mod

Constelacion

aQ[n]A
/”_ \\~
° °

/ \
/ \
! \
[ o
L)
\

\

\ ’
. /
[ % o

\s_ _f’

Canal

/

Senal transmitida (paso banda)

x(tz/ ‘

 x(7)

' ll““lll”l VT 1“.“'
‘”H”"H' U'HHH' H'

W

|

S.(f)
]
-f. 0

Ja

/

sx(f)  Sednall

[

\Xo()  Seiial Q

~AS

Diagrama I-Q

_|decod
canal

1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales
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Sistema Completo: el canal

Senal transmitida (paso banda)

TN

2l H C(f)|"—EL" x(tz/ 2 x(?)

/ _ 4l““11l”l ll“ll“l“
| ‘ !HH"!’”'!'HH” Hl f
' f

ZH, (f;) le S(f) )

7 J;\ R I'Lf

Senal recibida (paso banda)

3

1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales “J




Sistema Completo: analisis del receptor

Senal recibida (paso banda)

120

Senal |

Diagrama I-Q
95

Observables
(diagrama de dispersion)
(scatter plot)

zQ[n]A )

&

demod
1Q

/e

il

Diagrama de ojo

1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales
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;jx,—ﬂTk' sor »map| |canal
SER BER

FER/PER2
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Equivalente Paso Bajo: frecuencia de muestreo

~

Simulacion / Implementacion
— Las senales | y Q son banda base con ancho de banda /7/2

— Muestreo de las senales banda base: Teorema de muestreo

f.22f e =2(W/2)=W

— Frecuencia de muestreo asumible. En la practica

fS — LRS con L entero mayor que 2

— El canal, el ruido y las secciones del transmisor/receptor que

operan a /. se modelan por su equivalente paso bajo

1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales
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Equivalente Paso Bajo: Senales BB y PB

cod.
canal

\ 4

> filtro

MaPL L Tx

mod

\JQ

I
™~

X () =X, () + X, (f)

Xy (D) =, (0) % /% (1) = f\
)

x(t) = xlc(t) cos(27 f,t) —x, (1) scin(27z 1.t)

N

=2X(f+f)u(f+f =a(t)cos(27 £t +0(t))
o) [_~Sx,<f> =Re{x, ()"}
-A\’___\/ V [ _wp 0_W/2 A i SXeq(f)
xo(t) $5:o() C‘]
t w owe S| we gwe
1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales 29j




Equivalente Paso Bajo: Canal

filtro
Tx

cod.
canal

v v

\ 4

map

Canal Equivalente
Paso bajo

Ceq(f)

e

t! Ceq(f )l

—
. AAH (D
T2 o]

v

filtro

—” «— deci— de decod
> —>
— «—> SOr —»map| |canal
T

He ()= H(f + f)u(f+ 1)

Ry (1) =X, (N He, ()
(0 =5, (0D, (1)

I, () =1, () + jry (1)
R, (/) =R, (/) + Ry (f)

1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales




Equivalente Paso Bajo. Modo de trabajo

Se trabaja con seinales equivalentes paso bajo
— Son senales banda base complejas (ancho de banda W/2 Hz)
— Frecuencia de muestreo f = LR >W

El canal: equivalente paso bajo (es complejo)

El ruido: equivalente paso bajo. Por ejemplo, AWGN complejo

Otros efectos: 7'[n]=r[n]e’”""

— Desfase constante ¢: ¢[n]= @
— Ruido de fase: @[n]~ N(0, 02)

A

— Offset de frecuencia Af: @[n]|=27——n

S
Podemos “olvidar’” las traslaciones frecuenciales

1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales
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Sistema discreto equivalente

cod.
canal

\ 4

map |k

Canal
Discreto
Equivalente

Jad

deci

Sor
N

\ 4

A 4

de
map

« Salvo por

Constelacion

aQ[n]A

-
- ~ -~

ctores de escala, equivale

sefnal (el de\modulaciones lineales)

\ 4

[n] = (aln]* he,[n]) e’ + win)

h.,[n]: canal discreto equivalente

¢[n]: errores de fase/frecuencia

w[n]: ruido aditivo (complejo)

decod
canal

Obse

rvables

(scatter plot)

1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales
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Canal Discreto Equivalente

A partir del canal equivalente paso bajo

Incorpora los filtros conformadores Tx y Rx

decisor

W) = by (] % he,, [n]% heln]

x[n] rin
O p S e L ey U ey IR E
l l
|
mapeador anl, TL M hln] > L Anl, decisor
mapeador% 2] » decisor

he [n]=h{nL]

1.4 Analisis y simulacion de sistemas de comunicaciones digitales
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